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ALLE  BEGHTE, 
BIK80HLIES8U0H  DBS  ÜBEB8ETZÜNOSBBCHTS,  VOBBEHALTEK. 


Ans  dem  Vorworte  znr  dritten  Auflage. 


In  Tiel  stärkerem  Maße  als  die  beiden  ersten  Bände  wurde 
Jieser  dritte  einer  gründlichen  Umarbeitung  unterworfen.  Nach- 
dem in  den  früheren  Bänden  durchweg  eine  reinliche  Scheidung 
zwischen  den  Betrachtungen  im  reellen  und  imaginären  Gebiete 
ausgeführt  worden  war,  ergab  sich  die  Notwendigkeit,  die 
Theorie  der  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  zunächst  im 
reellen  Bereidbe  Torzutragen.  Auf  diese  Weise  wurde  erreicht, 
daß  man  nun  leicht  aus  allen  drei  Bänden  des  Werkes  die- 
jenigen Kapitel  herausfindet,  in  denen  das  Imaginäre  ver- 
mieden wird. 

Es  erschien  femer  erwünscht,  auch  die  auf  die  Änwendiug 
der  infinitesimalen  Transformationen  beruhenden  Lieschen  In- 
tegratioDsmethoden  heranzuziehen,  da  sie  an  theoretischer 
Wichtigkeit  mit  den  Methoden,  die  sich  an  die  Multiplika- 
toren anschließen,  mindestens  auf  gleicher  Stufe  stehen,  prak- 
tisch aber  ihnen  überlegen  sind.  Ansätze  dazu  fanden  sich 
schon  in  der  zweiten  Auflage,  und  die  neue  Bearbeitung  ent- 
wickelt diese  Theorien  sowei^  als  über  den  Begriff  der  ein- 
fidiedrigen  Gruppe  nicht  hinausgegangen  zu  werden  braucht. 
Da  aber  hierbei  die  Fülle  des  Stoffes  zu  einer  knappen  Dar- 
stellung notigte,  ist  dafür  Sorge  getragen  worden,  daß  die 
Nummern,  die  von  den  Zischen  Methoden  handeln,  beiseite 
gelassen  werden  können. 

Im  übrigen  darf  wohl  ein  Fortschritt  auch  darin  erblickt 
werden,  daß  die  neue  Bearbeitung  großes  Gewicht  auf  schär- 
fere Definitionen  der  Begriffe  legt,  so  z.  B.  des  Begriffes  der 
singularen  Lösungen,  der  auf  den  Begriff  singulärer  Elemente 
{x^yflD  usw.  zurückgeführt  wird.  Femer  ist  mehreres  neu 
aiifgenommen  worden,  so  die  CcHiC&ysche  Darstellung  der  In- 
\ap9Ai0n  eines  d^jAlemb€rt%(^&a  Systems  im  allgemeinen  Falle, 
die  Integration  vollständiger  Systeme  und  im  Anschlüsse  hieran 
auch  der  Jacobische  Multiplikator  mit  dem  Prinzipe  des  letzten 
Multiplikators.  Die  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  wird  jetzt  auch  nach  der  C7atu%schen  Methode 
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IV  Vorwort 

nnter  gnmdsatzlicher  Benutzung  des  Lieachen  Begriffes  der 
charakteristischen  Streifen  dargestellt,  und  femer  wird,  wenn 
auch  nur  kurz,  auf  die  MongeBohem  Differentialgleichungen  ein- 
gegangen. 

An  den  Anfang  wurde  ein  orientierendes  Kapitel  über  die 
verschiedenen  Arten  von  Differentialgleichungen  gesetzt 

Da  das  Buch  nicht  gar  zu  stark  werden  sollte,  mußte 
vom  früheren  Inhalte  etwas  geopfert  werden.  Ich  habe  in  der 
Hauptsache  nur  einige  Ausfährungen  über  die  Berechnung  be- 
stimmter Integrale  und  die  Summation  einer  unendlichen  Reihe 
mittels  einer  Differentialgleichung  forigelassen,  die  einen  nur 
episodenhaften  Charakter  hatten ,  und  außerdem  die  Betrach- 
tungen über  partielle  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung. 
Dies  glaube  ich  wohl  verantworten  zu  können  in  der  Erwägung, 
daß  z.  B.  die  neugebrachte  Theorie  der  vollständigen  Systeme 
zunächst  viel  wichtiger  ist,  daß  ferner  die  partiellen  Differential- 
gleichungen höherer  Ordnung  eigentlich  den  Rahmen  eines 
Lehrbuches  für  die  Studierenden  der  drei  ersten  Semester  über- 
schreiten, und  daß  schließlich  auch  diejenigen  Entwicklungen, 
die  bisher  darüber  gebracht  wurden,  doch  immer  nur  Einzel- 
heiten gaben.  Den  von  Hamadk  herrührenden  Anhang  „Zur 
Integration  der  partieUen  Differentialgleichung  in  der  Theorie 
der  Funktionen  einer  komplexefi  Veränderlichen^^  durfte  ich 
fortlassen,  da  er  sich  im  wesentlichen  mit  seiner  Abhandlung 
y,Anwendung  der  Fourierschen  Beihe  auf  die  Theorie  der  Funk- 
tionen einer  komplexen  Veränderlichen^  im  21.  Bande  der  Mathe- 
matischen Annalen,  S.  305 — 326,  deckt  und  daher  allgemein 
zugänglich  ist. 

Auch  das  letzte  Kapitel  erfuhr  eine  Umarbeitung,  hat 
aber  den  Inhalt  in  demselben  umfange  wie  früher  behalten.  Die 
zweite  Auflage  ließ  hier  die  Definition  der  Extremwerte  von 
Integralen  vermissen.  Um  Schwierigkeiten  zu  umgehen,  die 
sich  bei  den  Integralen  mit  veränderlichen  Grenzen  ergeben, 
wurden  solche  Integrale  mittels  geeigneter  Substitutionen  in 
Integrale  mit  festen  Grenzen  verwandelt. 

Man  wird  vielleicht  zweifeln,  ob  das  Buch  nun  noch  als 
Serretaches  bezeichnet  werden  darf.  Da  aber  der  alte  Text 
auch  der  neuen  Bearbeitung  als  Leitfaden  diente,  wobei  aus 
ihm  fiwt  alle  Beispiele  übernommen  wurden,  und  da  dieser 
Band  —  wie  ich  hoffe  —  mit  den  beiden  ersten  einheitiich 
zusammenhängt,  dürfte  es  dem  Buche  doch  wohl  gestattet  sein, 
den  alten  Automamen  als  Ehrenschild  weiterzuflUiren. 

Steglitz,  im  April  1909. 


Vorwort  zur  Tierten  und  fftnften  Anflöge. 


Im  ersten  Paragraphen  des  zweiten  Kapitels  wurde  in 
Anlehnung  an  de  la  VaUee  Poussin's  „Cours  d'analyse  infinitesi- 
mdl^y  2.  Bd.^  1906,  ein  Satz  über  die  Losungensysteme  be- 
nachbarter Systeme  von  Differentialgleichungen  aufoenommen, 
der  es  ermöglichte,  die  Untersuchung  über  die  Abhängigkeit 
der  Lösungensysteme  von  ihren  Anfangswerten  korrekter  zu 
gestalten.  Diese  Untersuchung  wurde  übrigens  auch  im  kom- 
plexen Gebiete  (in  Nr.  825)  berichtigt  Der  Wunsch  nach 
noch  schärferer  Herausarbeitung  der  Orundbegriffe  veranlaBte 
eine  Umarbeitung  der  einleitenden  Nummern  mancher  Kapitel. 
Von  den  yielen  Herren,  die  mir  sehr  dankenswerte  Be- 
richtigungen und  Verbesserungen  zu  dem  ganzen  dreibändigen 
Werke  mitgeteilt  haben,  erwähne  ich  mit  besonderem  Danke 
die  Herren  Kollegen  Ferron  und  Voß.  Ich  zweifle  nicht,  daß 
insbesondere  dieser  dritte  Band  durch  die  Befolgung  der  von 
ihnen  gegebenen  Batschläge  an  vielen  Stellen  ganz  erheblich 
Wonnen  hat.  Leider  verbot  es  sich,  einige  wichtige  kritische 
merkungen  des  Herrn  Perron  zum  zweiten  Bande  durch 
ansfOhrliche  verbesserte  Darstellungen  zu  ersetzen;  ich  mußte 
mich  damit  begnügen,  sie  in  dem  angehängten  Yerzeichnisse 
von  Berichtigungen  zu  erwähnen.  Sollte  eine  neue  Auflage 
nötig  werden,  so  werden  sie  selbstverständlich  mit  zur  Richt- 
schnur bei  der  Umarbeitung  dienen.  Die  Einwände  des  Herrn 
von  Byck  in  seiner  interessanten  Abhandlung  „Über  die  singu- 
lären  Lösungen  einer  DifferenHaigleichtmg  erster  Ordnung  mit 
0wei  Variabdn  usw.^,  kgL  bayr.  Akad.  d.  Wiss.,  math.-phys. 
KL,  25.  Bd.  1910,  vermag  ich  dagegen  nicht  als  berechtigt 
anzuerkennen.  Gern  gebe  ich  zu,  daß  man  die  regulären  und 
singulären  Lösungen  auch  anders  deflnieren  kann;  geschieht 
es  aber  so,  wie  ich  es  getan  habe,  so  sind  meiner  Ansicht 
nach  die  in  diesem  Buche  gegebenen  Entwicklungen  folge- 
richtig.  Dabei  lenke  ich  die  Aufinerksamkeit  auch  darauf,  daß 
sich  die  Untersuchungen  bis  zum  fünften  Kapitel  einschließlich 
durchweg  im   reellen   Gebiete   bewegen.    Die   Nichtbeachtimg 


VI  Vorwort 

dieses  ümstandes  sowie  des  Umstandes^  daß  in  dem  Funktions- 
begriffe stets  die  Einwertigkeit  mit  eingeschlossen  ist,  soweit 
nicht  ansdrücklich  das  Gegenteil  gesagt  wird^  hat  sonst  noch 
Yon  verschiedenen  Seiten  Einwände  veranlaßt^  die  nach  meiner 
Meinung  hinfälUg  sind. 

Diesem  Bande  habe  ich  wie  dem  zweiten  gesdiichütche 
Anmerkungen  beigegeben.  Bezüglich  ihrer  gilt  das  im  Vorworte 
zum  zweiten  Bande  Gesagte  auch  hier. 

Auch  diesmal  bitte  ich  die  geneigten  Leser  um  freund- 
liche Mitteilung  ihrer  Kritik.  Bei  dem  großen  Umfange  des 
Werkes  wird  diese  Kritik  fttr  mich  geradezu  zu  einer  Not- 
wendigkeit. 

Berlin-Steglitz^  im  März  1914. 

Georg  Scheifers 
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Erstes  Kapitel. 
ObersicM  über  die  Arten  Ton  Differentialgleichungen. 


§  1.  Gewohnliehe  Differentialgleichungen« 

661.  Oewöhnliohe  Bilbrentialgleiohimg  r^^  Ord- 
niing«  Die  Onmdaufgabe  der  IntegralrechnuBg;  die  oach 
Nr.  399.  darin  besteht^  eine  Funktion  y  von  einer  Veränder- 
liclien  X  zu  ermitteln,  deren  erste  Ableitung  y'  eine  gegebene 
Funktion  von  x  ist,  kann  so  yerallgemeinert  werden: 

Es  soll  eine  Funktion  y  von  x  ermittelt  werden,  deren 
r**  Ableitung  y^^^  eine  gegebene  Funktion  f  von  x,  von  y  und 
von  den  r  —  1  Ableitungen  niedrigerer  Ordnung  y',  y",  .  .  . 
j^*-*)  ist: 

(1)  y('-)-/"(^,y,j^,,..y(-^)). 

Wenn  die  Bedingungsgleichung  nicht  gerade   in  dieser   nach 
y^**)  aufgelösten  Form  vorliegt,  hojk  sie  die  allgemeinere  Gestalt: 

(2)  J'(a;,y,y',...y('))-0. 

Sie  heißt  nach  Nr.  88  eine  gewöhnliche  DifferenHalgleichung  r^ 
Ordnung y  vorausgesetzt,  daß  sie  wirklich  y^''^  enthält. 

Eine  Funktion  y  ^  (p{x),  die  der  Oleichung  (2)  Genüge 
leistet,  wie  auch  die  unabhängige  Veränderliche  x  in  einem 
gewissen  Intervalle  gewählt  sein  mag,  wird  eine  Lösung  der 
Differentialgleichung  genannt.  Die  vorgelegte  Differentialglei- 
chung r^'  Ordnung  vollständig  integrieren  heißt,  dUe  ihre  Lö- 
sungen berechnen.  Bei  der  oberflächlichen  Übersicht,  die  wir 
in  diesem  ersten  Kapitel  geben,  wollen  wir  noch  gar  nicht  auf 
diejenigen  Voraussetzungen  eingehen,  die  in  bezug  auf  die 
Stetigkeit  und  Differenzierbarkeit  der  auftretenden  Funktionen 
zu  machen  sind,  vielmehr  annehmen,  daß  aUe  in  der  Folge 
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auszufahrenden  Operationen   des   Eliminierens,   Substituierens 
und  Differenzierens  gestattet  seien. 

Aus  der  Gleichung  (2)  ergibt  sich  durch  vollständige  Dif- 
ferentiation nach  Xy  weil  y  eine  Funktion  von  x  sein  soll: 

(3)       i^ + t-y + l^y"  +  •  •  • + -^;>»<'+"  -  0. 


Wenn  die  linke  Seite  der  Gleichung  (2)  nicht  frei  von  y^**^  ist, 
muß  dFidif^''^  ^0  sein,  so  daß  dann  y^'*+*^  in  (3)  gewiß  nicht 
fehlt.  Die  Gleichung  (3)  stellt  also  eine  gewohnliche  Differen- 
tialgleichung (r  +  1)^'  Ordnung  vor,  die  von  allen  Lösungen  y 
der  Yorgelegten  Differentialgleichung  r^'  Ordnung  (2)  befriedigt 
wird.  Sie  kann  abermals  vollständig  nach  x  differenziert  wer- 
den. Dadurch  ergibt  sich  eine  gewöhnliche  Differentialglei- 
chung (r+2)^'  Ordnung,  die  ebenfalls  von  allen  Lösungen  y 
der  vorgelegten  Gleichung  (2)  erfüllt  wird,  usw.  Weil  die  her- 
vorgehenden Gleichungen  nach  y^''+^^,  y^^^^f  ...  aufgelöst  wer- 
den können,  ist  jede  Ableitung  von  y  von  der  (r  +  1)*®"*  Ord- 
nung an  eine  bekannte  Funktion  von  Xj  von  y  und  von  den 
Ableitungen  niedrigerer  Ordnung.  Weil  nun  die  Gleichung  (2) 
selbst  die  Ableitung  r^'  Ordnung  als  Funktion  von  Xy  y,  y ;  • . . 
y(''-^)  definiert,  sind  mithin  alle  Ableitungen  der  gesuchten 
Funktion  y  von  der  r*^  Ordnung  an  vorgeschriebene  Funk- 
tionen von  Xy  y,  y'y  ...  y^**"*). 

Man  sagt,  daß  die  durch  beliebig  oft  wiederholte  voll- 
ständige Differentiation  der  gegebenen  Differentialgleichung  (2) 
gewonnenen  Gleichungen  (3)  usw.  und  diejenigen  Gleichungen, 
die  sich  weiterhin  durch  Elimination  und  Substitution  aus  ihnen 
ergeben,  Folgen  der  Gleichung  (2)  seien.  Das  Wort  Folge  wird 
hierbei  in  weiterem  Sinne  als  in  Nr.  79  gebraucht,  wo  wir  nur 
Eliminationen  und  Substitutionen,  aber  keine  Differentiationen 
anwandten. 


662.  System  r^'  Ordnung  von  gewöhnlichen  Dlf- 
ferentlalgleiohnngen.  Man  kann  sich  die  Aufgabe  stellen, 
m  Funktionen  ^i;  y^y  •  .  .  y^  ^on  x  so  zu  bestimmen,  daß  sie 
einem  vorgeschriebenen  System  von  Gleichungen  zwischen  den 

Größen  ^,  Vt^  y^,  -  -  -,  ym  ^^^  d^i^  Ableitungen  von  yi,  y^y  >  -  -, 
y^  bis  zu  denen  von  der  r*^  Ordnung  genügen.    Das  System 
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bestehe  etwa  ans  den  s  Qleichnngen: 

(1)       Fi  (^,  yi, .  •  •  y«,  y/, . . .  yi, . . .  yj''^, . . .  y£;0  =  o 

(i  «=  1,  2, . . .  5). 

Es  heißt  ein  System  r^  Or(2f»tin{;r  f^on  gewöhnlichen  Differential- 
glei€hungen,  sobald  wenigstens  eine  der  m  Ableitungen  r^'  Ord- 
nung y^{^j  •  •  •  yS[^  wirklich  in  ihm  vorkommt  Ein  System  von 
Lösungen  dieses  Systems  (1)  heißt  jedes  solche  System  von 
Funktionen  y^  =  q)^  (x),  •  •  •  ym  "^  9^«  (^)>  durch  dessen  Substi- 
tution alle  Gleichungen  (1)  befiriedigt  werden^  wenn  x  inner-' 
halb  eines  Interralles  willkürlich  bleibt.  Das  System  (1)  vöU- 
ständig  integrieren  heißt,  alle  Systeme  yon  Losungen  ermitteln. 

Wie  bei  einer  einzigen  gewöhnlichen  Dififerentialgleichung 
gelangt  man  auch  bei  dem  System  (1)  durch  beliebig  oft  wie- 
derholte vollständige  Differentiation  nach  x  zu  Differentialglei- 
chungen höherer  Ordnung,  denen  alle  Lösungensysteme  von  (1) 
genügen  und  die  man  daher  Folgen  des  Systems  (1)  nennt. 

ESufig  werden  Systeme  (1)  ausdrücklich  als  Systeme  von 
gleichgeitigen  oder  simultanen  Differentialgleichungen  bezeichnet. 
Jedoch  dürfte  es  meistens  überflüssig  sein,  den  Umstand  be- 
sonders zu  betonen,  daß  alle  Gleichungen  des  Systems  zusammen 
gelten  sollen. 

688.  ZurftokfUining  eines  BTstems  von  gewSlin- 
llohen  Differentialgleichnngen  auf  ein  Syetem  erster 
Ordnung.  Ein  Verfahren,  das  wir  schon  in  Nr.  88  angedeutet 
haben,  gestattet  die  Verwandlung  eines  Systems  höherer  Ord- 
nung in  eines  von  der  ersten  Ordnung. 

Liegt  nämlich  zunächst  nur  eine  gewohnliche  Differential- 
gleichung r*'*^  Ordnung  wie  in  Nr.  661  vor,  etwa 

(1)  F(x,y,y,...i^^))^0, 

SO  sind  mit  y  auch  die  Ableitungen  y,  y'\  . . .  y^'''^^  unbekannte 
Funktionen  von  x,  und  wir  können  sie  mit  ff^,  z^,  .  .  .  z^_^ 
bezeichnen: 

(2)  y-B„    y"-z„...    yf— )  =  ir,_,. 
Alsdann  ist: 

1*    [66»,66S 
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Außerdepi  ergibt  sich  wegen  der  letzten  Gleichung  (2): 

(4)  y^'J  =-  *;_x. 

Wenn  man  nun  für  y\  y\  . . .  y^'")  die  Werte  (2)  und  (4)  in  (1) 
substituiert,  geht  hervor: 

Fügt  man  hierzu  die  r  —  1  Gleichungen  (3),  so  besagt  das  her- 
vorgehende System  von  r  Gleichungen 

'  F{x^  y,  ^1,  . . .  ^r-U  K-l)  ^  0, 


(5) 


^1  "^  hf 


I 


für  die  Funktion  y  von  x  genau  dasselbe  wie  die  vorgelegte 
Differentialgleichung  (1).  Denn  nach  der  zweiten  Gleichung 
(5)  bedeutet  js^  die  erste  Ableitung  von  y,  nach  der  dritten 
also  ß^  die  zweite  Ableitung  von  y  usw.,  schließlich  nach  der 
letzten  0^^^  die  (r  —  l)*^  Ableitung  von  y,  so  daß  e^^^  die  Ab- 
leitung y^'*)  sein  muß  und  folglich  die  erste  Gleichung  (5)  nichts 
anderes  als  die  vorgelegte  Differentialgleichung  (1)  vorstellt. 

In  (5)  liegt  aber  nach  Nr.  662  ein  System   erster  Ord- 
nung  von  r   gewöhnlichen  Differentialgleichungen  mit  den  r 

unbekannten  Funktionen  y,  ^t,  ß^f  -  -  •  ^r^i  ^^^  ^  ^^^*  ^^ 
deutet  nun 

irgend  ein  System  Lösungen  von  (5)^  so  ist  wegen  der  r  —  1 
letzten  Gleichungen  (5) 

und  folglich  y  ^  (p(x)  wegen  der  ersten  Gleichung  (5)  eine 
Lösung  von  (1).  Umgekehrt:  Bedeutet  y  '^  q>(x)  irgend  eine 
Lösung  von  (1),  so  ist  auch 

ein  System  Lösungen  von  (5).  Man  sagt  deshalb,  daß  die 
DifferentialgleichuDg  (1)  durch  das  System  (5)  ersetzt  werden 
kann,  ebenso  umgekehrt  das  System  (5)  durch  die  Differential- 
668] 
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gleichnng  (1).  Man  braucht  for  die  Ersetzbarkeit  auch  das 
Wort  Äquivälenjs,  indem  man  sich  so  ausdrückt: 

Satz  1:  Jede  gewohnliche  Differentialgleichung  r^  Ordnung 
mit  einer  unbekannten  FunJction  ist  äquivalent  einem  gewissen 
System  erster  Ordnung  von  r  gewohnlichen  Bifferentidlgleichungen 
mit  r  unbdcannten  Funktionen. 

Dasselbe  Verfahren  läßt  sich  nun  auch  dann  anwenden, 
wenn  irgend  ein  System  Ton  gewöhnlichen  Differentialglei- 
chungen Torliegt.  Ist  nämlich  wie  in  Nr.  662  ein  System  r^' 
Ordnung 

(6)         F,(x,  y,,  ...y^,  y/, . .  .y;., . . .  ^[\  . .  .y<j))  -  0 

(<=.1,2,...5) 

gegeben/ so  führt  man  für  alle  hierin  vorkommenden  Ablei- 
tungen der  unbekannten  Funktionen  y^^  Vs;  •  •  •  Vmy  obg^'Sehen 
immer  von  der  Ableitung  höchster  Ordnung^  in  der  die  betreffende 
Funktion  auftritt^  neue  Bezeichnungen  ein  und  fügt  alsdann 
zu  dem  System  entsprechend  den  Gleichungen  (3)  noch  eine 
Reihe  von  Gleichungen  hinzu.  Liegt  z.  B.  ein  System  yon  nur 
zwei  Differentialgleichungen  mit  zwei  imbekannten  Funktionen 
y^  und  y^  von  x  vor,  in  dem  die  höchste  Ordnung  der  vorkom- 
menden Ableitungen  von  y^  bzw.  y^  die  r^  und  n^  ist,  etwa  das 
System 

^i  (^;  Vi,  yx> '  •  •  if^r'\  yt\  y%^  y%^  •  •  •  yi""'\  yJ^O  -  o, 
^» (^,  yi;  y/, .  •  •  t^'^\  if{\  ys,  y,,  •  •  •  i/f''\  yi'-O  -  o, 

so  setzt  man 

Vi  -  «1.  y»"  -«»,•••  yi"" *'  -  »«-i> 

so  daS 

y/  =  «i>  «/=«,,... «;_,  -  «,_i 

wird,  tmd  erhalt  an  Stelle  von  (7)  das  neue  System  von  r  +  n 
Gleichongen: 

f81    I  ^*  ^"'  ^^'  '*'•••  '»-»'   "r-l'  y»'   «1>  •  •  •  **n-l»   «l-l)  -  0, 

^^^  yi'  = 

y«' = 
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^1» 

«j  —  ir,,     . 

■  •      'r-J  °"  *r-l> 

»u 

<-««»    • 

•      <-»-«»-l- 
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Eb  enthält  außer  x  insgesamt  r  +  n  unbekannte  Funktionen 

Vu  ^19 ' ' '  ^r-ij  Vtj  **!?•••  •*fi-i  ^^^  ^  nebst  ihren  Ableitungen 
erster  Ordnung,  ist  also  ein  System  erster  Ordnung  yon  gewöfam- 
liehen  Differentialgleichungen.  Die  vollständige  Integration  von 
(8)  zieht  die  Yon  (7)  nach  sich  und  umgekehrt;  beide  Systeme 
nennt  man  deshalb  äquivalent. 

Allgemein  ei^ibt  sich  überhaupt: 

Satz  2:  Jedes  System  höherer  Ordnung  von  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  ist  einem  gewissen  System  erster  Ordnung 
äquivalent,  hei  dem  allerdings  die  Amahl  der  Gleichungen  und 
die  Anaahi  der  unbekannten  Funktionen  größer  ist. 

1,  Seispiel:  Es  liege  eine  gewöhnliche  Differentialglei- 
chung zweiter  Ordnung: 

(9)  y"-9(*,y') 

Tor,  in  der  insbesondere  die  unbekannte  Funktion  y  selbst 
nicht  auftritt.  Wir  f&hren  die  neue  unbekannte  Funktion  z^y*^ 
ein  und  erhalten  das  äquivalente  System  erster  Ordnung  mit 
zwei  unbekannten  Funktionen  y  und  z: 

(10)  /  =  9  (x,  z\    y'  =  z. 

Die  gegebene  Gleichung  (9)  sei  z.  B.  diese: 

(11)  y"  —  ¥• 

Dann  stellen  die  Gleichungen 

das  äquivalente  System  (10)  dar.  Es  ist  übrigens  leicht,  dies 
System  vollständig  zu  integrieren,  denn  seine  erste  Glei- 
chung gibt: 

^ —  = ,     d.  h.     In  xr  =  —  2  In  x  +  konst. 

dx  X '  ' 

oder: 

Ä 

'-x^> 

wo  A  eine  beliebige  Konstante  vorstellt.  Da  nun  y'  ^  z  ist, 
folgt  weiter: 

y  =y  zdx  ^J  ^dx^'-^  +  B, 
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wo  B  eine  beliebige  Eonstante  bedeutet.     Hiennit  sind  alle 
Lösungen  y  der  Differentialgleichung  (11)  «gefunden. 
2.  Beispiel:  Die  Oleichungen 

(12)  y,"  +  y,"~2x,    yi'-y,'-0 

stellen  ein  System  ßweiter  Ordnung  mit  zwei  unbekannten  Funk- 
tionen y^  und  y,  von  x  vor.  Wir  führen  für  y/  und  y,'  neue 
Bezeichnungen  z  und  u  ein  und  erhalten  das  äquivalente 
System  erster  Ordnung  mit  vier  unbekannten  Funktionen  y^^ 
y,,  e  und  u: 

(13)  g  +u  ^2Xf    if  —  w  =« 0,    y/ "=  ^;    yi'  =  w. 

Die  zweite  Gleichung  (13)  ist  frei  von  Ableitungen  und  be- 
sagt einfach;  daß  u  dieselbe  Fimktion  wie  e  bedeutet,  so  daß 
verbleibt: 

(14)  B^x,    y/-^,    y%=^' 

Dies  ist  ein  System  erster  Ordnung  mit  nur  noch  drei  unbe- 
kannten Funktionen  y^y  y^  und  g.  Nach  der  ersten  Gleichung 
wird 

B  ='Jxdx  =  -^x*  -f  Ay 

wobei  A  eine  willkürliche  Konstante  vorstellt.  Die  zweite 
Gleichung  (14)  liefert  weiter: 

yi  ^fedx  ^f{^x^  +'A)  dx  ^{x^-\-Ax  +  B 
und  die  dritte  entsprechend: 

y^^\a^-\-Ax  +  C. 

Auch  B  und  C  sind  willkürliche  Eonstanten.  Hiermit  ist 
das  vorgelegte  System  (12)  vollständig  integriert.  Man  möge 
sich  durch  Einsetzen  der  für  y^  und  y,  gefundenen  Funktionen 
in  die  Gleichungen  (12)  überzeugen,  daß  das  System  (12)  durch 
diese  Funktionen  befriedigt  wird,  wie  auch  immer  die  Eon- 
stanten A,  By  C  gewählt  werden. 

664.  Rednktion  der  Systeme  erster  Ordnung  von 
gewSlmliehen  DilTerentialgleichnngen.  Nach  den  Sätzen 
der  letzten  Nummer  läßt  sich  jedes  System  höherer  Ordnung 
von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  auf  ein  System  erster 
Ordnung  zurückfahren,  so  daß  wir  jetzt  annehmen:  Es  liege 
ein  System  von  nur  noch  erster  Ordnung  vor,  das  aus  8  Glei- 
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chungen  besteht  und  m  unbekannte  Funktionen  y^,  y^^  ...  y^ 
von  X  enthält:        • 

(1)  Fi(x,  yi,  y„  . . .  y„,  y/,  y/,  .,,y^')^0 

(i  «  1,  2, . . .  5). 

Wie  in  §  1;  4.  Kapitel  des  1.  Bandes,  wollen  wir  dieses 
Gleichungensystem  Schritt  für  Schritt  nach  in  ihm  yorkom- 
menden  Ableitungen  y  auflosen,  wobei  wir  uns  gar  nicht  da- 
rum kümmern,  daß  die  Größen  y'  die  Ableitungen  der  y  be- 
deuten sollen.  Vielmehr  betrachten  wir  die  s  Gleichungen  (1) 
nur  als  ein  System  von  Gleichungen,  durch  das  insgesamt 
2m  +  1  Veränderliche  x,  yi, . . .  y„j,  y/,  •  •  •  y^'  miteinander  rer- 
knüpft  werden.  Gerade  so  wie  in  Nr.  79  möge  sich  durch 
schrittweise  Auflösung  und  Substitution  der  Auflösungen  in 
die  jeweils  noch  übrig  gebliebenen  Gleichungen  nach  der  Reihe 
ergeben: 

y;  =  <)Pi  {x,  yi, . . .  y„,  y/,  y^\  yi  . . .  yj^y 

y%   -  9>i  («;  yi;  •  •  •  Vmy  Vzy  Viy  •  •  Vm^ 
^^^  '  Vi  =  98  iPy  yi;  •  •  •  Vmy  Viy  •  •  •  Vmly 

.  Vn-  <)P»(^.  Vif"  Vmy  yUu  •  •  •  Vm)' 

Hierbei  ist  die  Anzahl  n  höchstens  gleich  m,  und  wir  wollen 
annehmen,  daß  weiterhin  keine  Auflösungen  nach  den  Größen 
y'  möglich  seien,  d.  h.  daß  die  Substitution  der  Werte  (2)  in 
alle  noch  nicht  benutzten  Gleichungen  (1)  nur  noch  solche 
Gleichungen  liefere,  die  von  allen  y  frei  sind.  Dies  seien  die 
V  Gleichungen: 

(3)  ilf,{x,  yi, . . .  yj  =  0        (Ä  =  1,  2, . . .  v). 

Das  vorgelegte  System  (1)  ist  hierdurch  auf  die  Form  von 
n  +  V  Gleichungen  (2)  und  (3)  gebracht  worden. 

unter  den  Gleichungen  (3)  können  unveriräglidie  vorhan- 
den sein  (vgl.  Nr.  79).  Dann  leidet  das  gegebene  System  (1) 
an  einem  inneren  Widerspruche  und  ist  sinnlos.  Hierzu  gehört 
auch  die  Möglichkeit,  daß  sich  insbesondere  eine  Gleichung 
X  »  konst.  ergibt,  die  der  Voraussetzung  widerspricht,  daß  x 
die  unabhängige  Veränderliche  ist.  Wir  nehmen  an,  daß  keine 
Widersprüche  in  den  Gleichungen  (3)  vorkommen. 
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Ea  kann  sein,  daß  sich  gar  keine  Gleichungen  (3)  er- 
geben. Treten  aber  solche  auf,  so  werden  sie  nach  einigen 
der  y  auflösbar  sein  (nach  dem  in  Nr.  79  durchgefährten  Yer- 
£Eihren).  Sind  sie  z.  B.  nach  y^,  y^y  •  •  •  y^«  auflösbar,  so  stellen 
sich  diese  Größen  als  bekannte  Funktionen  Ton  x  und  den  übrigen 
Größen  y  dar.  Indem  wir  sie  ToUstandig  nach  x  differenzieren, 
werden  auch  yj^  y^,  •  •  •  y^'  bekannte  Funktionen  yon  x  und  den 
übrigen  Größen  y  und  ihren  Ableitungen.  Setzen  wir  dann  die 
'so  gefundenen  Funktionen  für  y„,  y^, . . .  y^  und  y„',  y^',  •  •  ^  y/ 
in  das  vorgelegte  System  (1)  ein,  so  wird  es  frei  von  y^,  y^, 
. . .  y^  und  ihren  Ableitungen,  d.  L  es  wird  vereinfacht 

Das  so  gewonnene  einfachere  System  behandeln  wir  nun 
nach  derselben  Methode  wie  vorhin  das  System  (1).  Wir  stellen 
also  fest,  ob  es  wiederum  Gleichungen  liefert,  die  wie  die  Glei- 
chungen (3)  frei  von  Ableitungen  sind.  Ist  dies  der  Fall,  so 
wird  eine  abermalige  Vereinfachung  möglich,  usw.  Schließlich 
aber  muß,  wenn  nicht  überhaupt  alle  Gleichungen  des  gegebenen 
Systems  (1)  von  Ableitungen  ^nzlich  frei  sind,  dies  Verfahren 
ein  Ende  nehmen.  Alsdann  bleibt  ein  System  übrig,  das  wie 
das  vorgelegte  System  (1)  beschaffen  ist,  aber  weniger  Glei- 
chungen und  weniger  unbekannte  Funktionen  enthält.  Wenn 
wir  schließlich  dies  System  gerade  so  wie  das  System  (1)  be- 
handeln, ergeben  sich  mithin  zwar  Gleichungen  von  der  Form 
der  Gleichungen  (2),  jedoch  gar  keine  von  der  Farm  der  Glei- 
chungen (3)* 

Ist  dies  zuletzt  gewonnene  System  vollständig  integriert 
worden,  so  gilt  dasselbe  vom  gegebenen  System  (1),  denn 
alle  diejenigen  Funktionen  y,  die  in  dem  vereinfachten  System 
nicht  mehr  vorkommen,  sind  bekannte  Funktionen  der  übrigen 
y  und  der  unabhängigen  Veränderlichen  x. 

66&.  irormalfonn  eines  Systems  Ton  gewöhnlichen 
Differentlalglelohnngen.  Wir  haben  soeben  gesehen,  daß 
jedes  System  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  durch 
Elimination,  Substitution  und  Differentiation  auf  ein  System 
zurückgeführt  werden  kann,  das  nur  Gleichungen  von  der 
Form  (2)  der  letzten  Nummer  enthält.  Mithin  betrachten  wir 
weiterhin  nur  ein  derartiges  System.  Wenn  man  den  letzten 
Wert  y/  **"  V'«  in  die  n  —  1  ersten  Gleichungen  einsetzt,  als- 
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dann  den  för  y»_i  aus  der  (n  —  1)*^  Gleichung  hervorgehen- 
den Wert  in  die  n  —  2  ersten  Gleichungen  usw.,  nimmt  das 
System  die  Form  an: 

I  y/  -  Zl  (^;  Vi,"-  ym;  y'n-^lf  •  •  •  Vm), 


(1) 


wobei  n^m  ist.  Die  links  stehenden  Ableitungen  y^\  y^\  •  •  •  y«' 
treten  rechts  gar  nicht  auf. 

Betrachten  wir  nun  zunächst  den  Fall  n^  m.  In  ihm 
treten  auch  y^^i^  .  •  »y^'  auf  der  rechten  Seite  nicht  mehr 
auf;  so  daß  das  System  die  Gestalt  hat: 

yi'  =  /i(^;yu---yn)7 
(2)  j  yf'==  A(«;  yi7---y«)> 

•y«'  =  /'i,(^.  yi^-'-yJ- 

Dies  System  hat  folgende  charakteristische  Eigenschaften:  Es 
enthält  gerade  so  viele  unbekannte  Funktionen  y^,  •  •  •  y«,  ^^ 
Gleichungen  und  ist  nach  den  Ableitungen  y/,  . .  •  y«'  der  unbe- 
kannten Funktionen  aufgelöst  Ein  derartiges  System  nennen 
wir  die  Normalform  eines  Systems  von  gewöhnlichen  Differen- 
tialgleichungen. 

Auch  im  Falle  n  <im  gelangen  wir  schließlich  zu  einem 
System  mit  denselben  charakteristischen  Eigenschaften,  wie  jetzt 
gezeigt  werden  soll: 

Im  Falle  n  <  m  werden  durch  die  Gleichungen  (1)  zwar 
den  n  Funktionen  y^,  Viy  -  -  -  Vn  Bedingungen  auferlegt,  den 
übrigen  m  —  n  Funktionen  y„^i,  -  -  -  Vm  jedoch  nicht.  Wenn 
in  (1)  für  y^^i, . . .  y^  irgendwelche  differenzierbare  Funktionen 
von  X  eingesetzt  werden,  kommen  auf  der  rechten  Seite  außer 
X  nur  noch  yi,  y2?  •  •  •  y»  vor,  d.  h.  das  System  (1)  nimmt  die 
Form  (2)  an.  Hierbei  ist  hinzuzufügen:  Wir  werden  im  zweiten 
Kapitel  sehen,  daß  ein  System  von  der  Form  (2)  unter  ge- 
wissen Voraussetzungen  über  Stetigkeit  und  Differenzierbarkeit 
der  vorkommenden  Funktionen  stets  Systeme  von  Lösungen  hat, 
und  deshalb  gilt  dies  auch  yom  System  (1),  sobald  wir  darin 
fQr  y^^^,  . . .  y^  willkürliche  differenzierbare  Funktionen  Ton  x 
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setzen,  die  nnr  gewissen  Beschränkangen  hinsichtlich  der  Stetig- 
keit za  unterwerfen  sind,  auf  die  wir  hier  nicht  eingehen  wollen. 

Das  Ergebnis  der  drei  letzten  Nummern  läßt  sich  jetzt  in 
dem  Satze  zusammenfassen: 

Saijg  3:  Die  Aufgabe,  ein  vorgdegtes  System  van  gewöhn^ 
liehen  Differentialgleichungen  gu  integrieren,  läßt  sich  mittels  Eli- 
minoitian,  Suhstitution  und  Differentiation  auf  die  Aufgabe  eu- 
rilckpihren,  ein  System  in  der  Normalform 

y/ =  ^«  («;  y^  y».  •  •  •  y»L 


^  y/"/n(^.  y^yt^-yJ 

m  integrieren,  d.  h,  ein  System  erster  Ordnung,  das  gerade  so 
mde  Gleichungen  wie  unbekannie  Funktionen  enthalt  und  nach 
den  Ableitungen  der  unbekannten  Funktionen  aufgelöst  ist. 

Öfters  werden  wir  ein  System  in  der  Normalform  n-gliedrig 
nennen^  wenn  es  aus  n  Gleichungen  besteht. 

666.  Oeometriaohe  Seutmig  einer  gewöhnUohan 
DUferentialgleiohiing  erster  Ordnimg.  Im  einfachsten  Falle 
n  »>  1  hat  ein  System  in  der  Normalform  die  Gestalt: 

(1)  y'  -  f{'>.  y), 

also  die  Form  einer  einzigen  nach  y  aufgelösten  gewöhnlichen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  eine  unbekannte  Funk- 
tion y  Ton  X.  Deutet  man  x  und  y  als  rechtwinklige  Koordi- 
naten in  der  Ebene,  so  wird  jede  Lösung  y  =^  q>(x)  der  Glei- 
chung (1)  durch  eine  Kurve  dargestellt.  Vgl.  Nr.  167;  die 
Forderung  (1)  hat  nämlich  nur  dann  einen  Sinn,  wenn  man 
voraussetzt,  daß  die  Funktion  y  differenzierbar  sei.  Ist  nun  t 
der  Winkel,  den  die  Tangente  der  Kurve  y  ^  q>(x)  mit  der  po- 
sitiyed  o;- Achse  bildet  (vgl.  Nr.  169),  so  sagt  die  Gleichung 

(1)  aus: 

(2)  tg  T  -  f(x,  y). 

Eine  Eurre  y  ^  g>(x)  ist  also  dann  und  nur  dann  das  geome- 
trische Bild  einer  Lösung,  wenn  sie  in  jedem  ihrer  Punkte 
(x,  y)  die  durch  (2)  Torgeschriebene  Tangentenrichtung  hat. 
Ist  von  Yomherein  keine  Lösung  y^(p{x)  bekannt,  so  läßt  sich 
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doch  auf  Grund  der  Gleicliang  (2)  von  irgend  einem  Punkte 
(x,y)  aus  eine  Richtung  ziehen,  die  mit  der  positiyen  rr- Achse 

den  vorgeschriebenen  Winkel  r  bildet^  denn 
f(Xf  y)  ist  eine  gegebene  Funktion  von  x 
und  y,  Dwrch  die  vorgelegte  Differentialglei- 
chung (1)  wird  demnach  jedem  Punkte  M 
oder  (x,  y)  der  Ebene,  eine  Richtung  euge- 
ordnet.  Siehe  Fig.  1.  Nennen  wir  den  In- 
begriff eines  Punktes  und  einer  von  ihm 

Fig.  1. 

ausgehenden  Richtung  ein  Liniendement^  so 
können  wir  sagen:  Die  Differentialgleichung  (1)  ordnet  jedem 
Punkte  der  Ebene  ein  Linienelement  au,  so  daß  sie  eine  gewisse 

Schar  von  Liniendementen    definiert. 
Wir  sagen  femer,  daß  eine  Kurve  ein 
bestimmtes  Linienelement  enthält,  oder 
j^    ,  daß  das  Element  der  Kurve  angehört^ 

wenn  die  Kurve  durch  den  Punkt  des 
Elements  geht  und  die  Tangente  dieses  Punktes  dieselbe  Rich- 
tung wie  das  Element  hat.     Siehe  Fig.  2. 

Hiemach  wird  jede  Lösung  y  ^  (p{pc)  der  Differentialglei- 
chung (1)  in  der  a;y- Ebene  durch  eine  Kurve  dargestellt^  der 
überall  nur  solche  Linienelemente  angehören^  die  in  der  durch 
die  Differentialgleichung  definierten  Schar  von  Linienelementen 
enthalten  sind.  Das  Bild  einer  Lösung  y  =  9  {x\  d.  h.  die  zu- 
gehörige Kurve,  heißt  eine  Integralkurve  der  Differentialglei- 
chung (1). 

Die  Integralkurven  der  Differentialgleichung  (1)  sind  dem- 
nach alle  Kurven,  deren  Linienelemente  sämüich  zur  Schar  der- 
jenigen Linienelemente  gehören,  die  durch  die  Differentialgleichung 
definiert  werden. 

Wir  können  auch  sagen:  Ein  beweglicher  Punkt  beschreibt 
eine  Litegralkurve,  wenn  er  an  jeder  Stelle,  die  er  erreicht,  ge- 
rade diejenige  Fortschreitungsrichtung  hat,  die  durch  das  der 
Stelle  vermöge  (2)  zugeordnete  Linienelement  angegeben  wird. 
Wenn  also  hinreichend  viele  Linienelemente  der  Differential- 
gleichung konstruiert  worden  sind,  kann  man  leicht  den  un- 
gefähren Verlauf  von  Litegralkurven  feststellen,  indem  man 
einen  Punkt  derjenigen  staHonären  Strömung  unterwirft,  die 
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Ton  den  Elementen  angedeutet  wird.  Siehe  Fig.  3.  Wir  ent- 
lehnen hier  der  Mechanik  ein  anschanliches  Bild  und  fügen  nur 
noch  hinzu,  daß  die  Strömung  stcUio- 
när  genannt  wird,  weil  sie  an  jeder 
Stelle  der  Ebene  eine  zeitlich  unver- 
änderliche Richtung  hat.  Im  allge- 
meinen ist  dagegen  die  Richtung  von 
Ort  zu  Ort  eine  andere.  Bei  dieser 
Deutung  erscheinen  die  Integralkur- 
Yen  als  Stromlinien. 

Beispiel:  Es  liege  die  Differen- 
tialgleichung 

(3) 

Tor.  Das  Linienelement,  das  sie  einem  Punkte  M  oder  (x,  y) 
zuordnet,  für  das  also  tg  r  «  —  rr  :  y  ist,  steht  augenscheinlich 
auf  dem  RadiusTektor  OM  von  M 
senkrecht,  da  der  Tangens  des 
Winkels,  den  OJf  mit  der  d;- Achse 
bildet,  gleich  y:x,  also  gleich 
—  ctg  r  ist.  Siehe  Fig.  4  Ein  Punkt 
M  beschreibt  demnach  eine  Inte- 
gralkurve,  wenn  er  sich  stets  senk- 
recht zum  jeweiligen  Radiusvektor 
OM  bewegt.  Schon  hieraus  schließt 
man,  wenn  auch  nicht  völlig  streng, 
daß  die  Integralkurven  die  Kreise 
mit  dem  Mittelpunkte  0  sind.    In 

der  Taty  der  Kreis  um  0  mit  dem  Radius  C  ist  das  Bild  der 
Funktion 

für  deren  Ableitung  sich 

#  ^~"  M?  SC 

^  "  V^«^^  "  ""  7 

wie  in  (3)  ergibt    Wir  werden  auf  dies  Beispiel  noch  einmal 
zurückkommen  (in  Nr.  676). 

667.  Oeometrlsohe  Dentnng  eines  swelgliedrlgen 
9yitems  in  der  ITormalform.    Das  in  Satz  3,  Nr.  665,  er- 
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wähnte  System  in  der  Normalform  hat  im  Falle  n  »  2  die  Gre- 
stalt: 

(1)  Vi  -  fi  {^,  Vu  yt)f  y%  -  f%  (^;  Vu  Vi)' 

Deutet  man  x,  y^  und  y^  als  rechtwinklige  Koordinaten  im 
Räume,  so  wird  jedes  Lösungensjstem 

darch  eine  Kurve  dargestellt;  man  nennt  sie  eine  Integrdlkurve. 
Infolge  von  (1)  ist  dieser  Kurve  an  jeder  Stelle  (x,  y^,  y^') 
des  Raumes  eine  bestimmte  Tangentenrichtung  vorgeschrieben^ 
denn  nach  (6)  in  Nr.  252  hat  die  Tangente  der  Kurve  an  der 
Stelle  (x,  y^,  y^y  in  den  laufenden  Koordinaten  i,  tfi,  Qs  ^^^ 
Gleichungen: 

und  nach  (1)  sind  hier  y/  und  y/  gegebene  Funktionen  von  x, 
y^  und  y,. 

Das  System  (1)  ordnet  also  wieder  jedem  Punkte  M  oder 
{Xy  y^,  y^)  des  Raumes  ein  Liniendeinent  zU;  nämlich  dasjenige, 
dessen  Richtung  die  der  Geraden 

durch  den  Punkt  M  ist.     Demnach  definiert  das  System  (1) 
eine  gewisse  Schar  von  Linienelementen  im  Räume,  die  das  Bild 
einer  stationären  Strömung  gewähren,  wobei  die  Integralkurven 
als  die  Stromlinien  erscheinen. 
Beispiel:  Liegt  das  System 

vor,  so  hat  die  Gerade  (3)  in  den  laufenden  Koordinaten  i,  \)^ 
und  t^  die  Gleichungen 

g— g  ^  ^1  — yi  ^  ^1  — yi 

«  Vi  Vt 

und  ist  daher  diejenige  Gerade,  die  den  Punkt  üf  oder  {x,  y^,  y,) 
mit  dem  Anfangspunkte  0  verbindet.  Jeder  Punkt  M  erfahrt 
also  eine  Fortschreitung  längs  OM^  d.  h.  die  Integralkurven 
sind  alle  Strahlen  von  0  aus.  Dies  läßt  sich  rechnerisch  be- 
stätigen: Eine  beliebige  Gerade  durch  0  hat  in  den  laufenden 
Koordinaten  x,  y^,  y,  die  Gleichungen 
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yi  —  Äx,     y,  —  Bx 

mit  beliebigen  Konstanten  A,  B,  Für  diese  beiden  Funktionen 
y^  und  y,  yon  x  ist  y^  »  J.,  y^'  —  f  ^  so  daß  sie  den  Differenz 
tialgleicliungen  (4)  genügen. 

068.  OeometrlBche  Dentnng  eines  allgemeinen 
gystems  In  der  Vormalform.  Liegt  ein  allgemeines  Sy- 
stem Yon  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  in  der  Normal- 
form 

(1)  y/  -  fi  {^>  y^Vt,"  yj      (» - 1, 2, . . .  n) 

Yor,  so  kann  man  es  wie  im  Falle  n  »  2  geometrisch  deuten, 
sobald  maa  den  Begriff  eines  Baumes  von  n  +  l  Dimensionen 
benutzt,  ygL  Nr.  605^  indem  man  ^;  ^n  ^s; .  •  •  y«  als  Koordi- 
naten in  diesem  Räume  auffaßt. 

In  Nr.  605  wurde  allerdings  nur  von  den  Punkten  eines 
solchen  Saumes  geredet.  Deshalb  deuten  wir  an,  wie  man  den 
B^riff  einer  Geraden  und  Kurve  definiert:  Da  eine  Gerade  in 
der  Ebene  durch  eine  und  im  gewohnlichen  Räume  durch  zwei 
lineare  Gleichungen  zwischen  den  Koordinaten  dargestellt  wird, 
definiert  man  als  eine  Gerade  im  Räume  mit  den  n  -\-  1  Ko- 
ordinaten Xf  y^f  y^; . . .  y«,  den  Inbegriff  aller  derjenigen  Punkte, 
d.  h.  Wertsysteme  x,  y^,  y^,  ,  ,  .  y^,  die  n  voneinander  unab- 
hängigen linearen  Gleichungen  genügen.  Sind  die  Gleichungen 
insbesondere  nicht  frei  yon  x,  sp  läßt  sich  also  die  Gerade  durch 
n  Gleichungen  von  der  Form: 

(2)  y,^a^  +  b,  (♦-1,2,. ..n) 

darstellen,  wobei  die  a^  und  i^  Konstanten  bedeuten. 

unter  einer  Kurve  im  Räume  yon  n  +  1  Dimensionen 
wird  allgemein  der  Inbegriff  aller  derjenigen  Wertsysteme  x, 
y^  y»f''  Vu  verstanden,  die  n  voneinander  unabhängigen  Glei- 
chungen zwischen  den  n  +  1  Veränderlichen  genügen.  Wir 
setzen  dabei  voraus,  daß  diese  Gleichungen  n  der  Veränder- 
lichen als  differenzierbare  Funktionen  der  einen  noch  übrig  ge- 
bliebenen Veränderlichen  definieren.  Hier  kommen  nur  solche 
Kurven  in  Betracht,  bei  denen  x  als  die  unabhängige  Ver- 
änderliche gewählt  werden  kann.    Dann  sind 

(3)  a:^^ip^(x)  ($-l,2,...n) 
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die  Gleichungen  einer  Eurre,  falls  die  n  Funktionen  g)^,  q>^, 
.  .  •  9>,  Yon  X  innerhalb  eines  Interralles  bestimmte  eudliche 
Ableitungen  haben. 

Insbesondere  heißt  diejenige  Gerade,  die  in  den  laufenden. 
Koordinaten  E»  9ii  9s;  •  •  •  9»  <liu*ch  die  n  linearen  Gleichungen 

(4)  9i  -  %  -  Vi  (P^)  •  (E  -  ^)  (»  -  1 ,  2, . . .  n) 
gegeben  wird,  die  Tangente  der  Eurre  (3)  im  Euryenpunkte 
i^fVifVif-'  y»)*  ^^^  Gleichungen  (3)  bzw.  (4)  sind  die  Yei^ 
allgemeinerungen  der  Gleichungen  (5)  und  (6)  in  Nr.  252  für 
eine  Eurve  und  ihre  Tangente  im  gewohnlichen  Räume.  Wenn 
l  Tariiert,  sind  \)^,  9t9  •  •  •  9»  i^<^^  (4)  ganze  lineare  Funktionen 
Yon  i  mit  den  Ableitungen: 

(5)  ^-»-/C*)  (<-l,2,...n). 

Das  vorgelegte  System  (1)  deutet  man  nun  geometrisch 
so:  Durch  jeden  Punkt  {x,  ifi,  y^, . . ,  yj  des  Baumes  sei  die- 
jenige Gerade  gelegt  worden^  deren  Gleichungen  in  den  laufen- 
den Eoordinaten  {^  t^^,  ^ty  •  "  9«  ^^^' 

(6)  9*  -  ^1  ="  fM  yu  •  •  •  yJ-(E  -  ^)        (»  -  1,  2, . . .  n). 

Der  Inbegriff  des  Punktes  und  der  Geradenrichtung  heiße  wie- 
der ein  Linienelement,  Alsdann  definiert  das  System  (1)  im 
Räume  von  n+1  Dimensionen  eine  gewisse  Sduir  von  Linien- 
elementen. Wir  sagen  wie  in  Nr.  666^  daß  eine  Eurve  ein  Linien- 
element enthält,  wenn  der  Punkt  des  Elements  der  Eurre  an- 
gehört und  die  Tangente  dieses  Punktes  die  Richtung  des  Ele- 
ments hat.  Irgend  ein  Lösungensystem  (3)  des  Systems  (1) 
wird  geometrisch  als  eine  Eurre,  eine  sogenannte  IntegraXkurve, 
gedeutet.  Da  die  Lösungen  (3)  dem  System  (1)  genügen  müssen, 
fallen  die  Gleichungen  (4)  mit  den  Gleichungen  (6)  infolge  der 
Substitution  der  Werte  (3)  zusammen.  Dies  besagt:  Die  Inte- 
gralkurven sind  diejenigen  Euryen,  deren  Linienelemente  sämt- 
lich der  gegebenen  Schar  von  Linienelementen  angehören. 
Weiterhin  bleibe  es  dem  Leser  überlassen,  nunmehr  auch  den 
Begriff  der  sUxtionären  Strömung  auf  den  Raum  yon  n  -|- 1  Di- 
mensionen zu  übertragen.  Dabei  gelangt  man  wieder  zur  Auf- 
fassung der  Integralkuryen  als  Stromlinien, 
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§  2.  Partielle  Differentlalgleicliiingeii. 

669.  Partielle  Bifterentlalgleiohungen  und  Sy- 
steme von  pajrtlellen  Olelchungen.  Während  wir  bisher 
eine  einzige  unabhängige  Veränderliche  x  annahmen,  mögen 
jetzt  n  Größen  x^,  x^y  .  .  .  x^  unabhängige  Veränderliche  be- 
deuten. Alsdann  können  wir  uns  die  Aufgabe  stellen,  die- 
jenigen Funktionen  y  von  x^^  x^y..x^  zu  berechnen,  die  eine 
Bedingung  erfüllen  von  der  Form: 

\^)       ^\C^^'"^*yy^  dx^^'^dx^'   dx,^'  dx,x^'"'da^)      ^' 

d.  h.  eine  Gleichung,  in  der  außer  den  n  imabhängigen  Ver- 
änderlichen x^y  x^f . . .  x^  die  unbekannte  Funktion  y  und  ihre 
partiellen  Ableitungen  etwa  bis  zur  r^^  Ordnung  auftreten. 
Eine  derartige  Bedingung  heifit  eine  partielle  DifferenticUglei' 
chung  r^  Ordnung  für  die  Funktion  y. 

Partielle  Di£ferentialgleichungen  erster  Ordnung  sind  uns 
z.  B.  schon  in  Nr.  89,  90  und  92  und  Nr.  345—349  und  solche 
von  zweiter  und  dritter  Ordnung  in  Nr.  329,  350  und  353  be- 
gegnet 

Eine  Funktion  y,  die  der  Bedingung  (1)  innerhalb  eines 
gewissen  Variabilitätsbereiches  von  x^,  x^, , ,  ,x^  genügt,  heißt 
eine  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung  (1).  Diese  Glei- 
chung vollständig  integrieren  soll  bedeuten,  alle  ihre  Lösungen  y 
berechnen. 

Durch  vollständige  Differentiation  der  Gleichung  (1)  nach 
irgend  einer  der  n  unabhängigen  Veränderlichen  x^,  x^,  . . .  x^ 
geht  eine  partielle  Differentialgleichung  (r  +  1)*"  Ordnung  für 
y  hervor,  die  von  aUen  Lösungen  der  Gleichung  (1)  erfÜUt  wird 
und  daher  eine  Feige  der  Gleichung  (1)  heißt.  Durch  wieder- 
Holte  Differentiation  kann  man  so  zu  beliebig  vielen  partiellen 
Differentialgleichungen  von  immer  höherer  Ordnung  gelangen, 
die  infolge  von  (1)  bestehen. 

Man  kann  auch  Systeme  von  partiellen  Differentialgleichungen 
betrachten.  Bedeuten  nämlich  die  m  Größen  Vi^  J/g;  •  •  -  y^  un- 
bekannte Funktionen  der  n  unabhängigen  Veränderlichen  x^, 
^, . . .  a?,  und  sind  F^,  F^, . . .  F^  gegebene  Funktionen  von  x^^ 
^, . . .  x^f  von  ji,  y^f ' ' '  y^  uöd  von  den  partiellen  Ableitungen 
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der  y  nach  den  x,  so  ist 

(2)  F^-0,    j;  «  0,  .  .  .  F,  «  0 

ein  derartiges  System.  Wenn  die  Gleichungen  partielle  Ablei- 
tungen Yon  r^  Ordnung  wirklich  enthalten,  aber  keine  you 
höherer  als  r*®'  Ordnung,  nennt  man  sie  ein  System  r**^  Ord- 
nung von  partiellen.  Differentialgleichungen.    £in  System   von 

Funktionen: 

(3)  y,  -  ^j,{x^y  rr,, . . .  x^        (i  -  1,  2, . . .  w), 

das  den  Gleichungen  (2)  fär  alle  Werte  von  x^y  x^y  ,  ,  .  x^ 
innerhalb  eines  gewissen  YariabiUtätsbereiches  genügt,  heißt 
ein  System  von  Lösungen,  und  die  Aufgabe,  das  System  (2)  voU- 
ständig  zu  integrieren,  ist  gleichbedeutend  mit  der,  alle  Lösungen- 
systeme zu  berechnen.  Wie  aus  einer  einzigen  partiellen  Dif- 
ferentialgleichung (1)  kann  man  auch  aus  dem  System  (2)  durch 
wiederholte  vollständige  Differentiation  nach  irgend  welchen  der 
n  unabhängigen  Veränderlichen  x^,  a;„  . . .  x^  Gleichungen  in  be- 
liebiger Anzahl  gewinnen,  die  als  Folgen  des  Systems  (2)  be- 
zeichnet werden,  da  jedes  Lösungen  System  (3)  auch  den  so  ge- 
bildeten Gleichungen  genügt. 

670.  Beispiele. 

1,  Beispiel:  Es  ist 

W  dxdy      ^ 

eine  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  für  die  un- 
bekannte Funktion  z  der  beiden  unabhängigen  Veränderlichen  x 
und  y.     Sie  läßt  sich  in  den  beiden  Formen 

d  de       rv         2     d  dz       ^ 

■  ö-  b  -  =•  0    und    «-  o—  ™  0 
oyox  oxcy 

schreiben  und  besagt  demnach,  daß  die  Ableitung  dzidx  frei 
Ton  y  und  die  Ableitung  czicy  frei  von  x  sein  muß,  so  daß 
das  vollständige  Differential  von  z  die  Form 

dz  =  (p{x)dx  +  ^(y)dy 

hat,  wo  (p  nur  von  x  und  ^  nur  ron  y  abhängt.  In  der  Tat 
ist  dieser  Ausdruck  ein  vollständiges  Differential,  und  Satz  1, 
Nr.  609,  gibt  daher,  wenn  q>  und  ^  stetig  sind: 

a  h 
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Weil  das  erste  Integral  eine  Funktion  X  von  x  allein  und  das 
zweite  eine  Funktion  Y  Ton  y  allein  ist;  kommt  schließlich: 

B^X{x)  +  Y{y). 

Man  erkennt  sofort,  daß  jede  differenzierbare  Funktion  e  Ton 
dieser  Form  die  vorgelegte  partielle  Differentialgleichung  (1) 
erfBllty  80  daß  also  die  yollständige  Integration  von  (1)  ge- 
leistet worden  ist.  X(x)  und  Y{y)  sind  dabei  also  tctUkürliche 
differenjrierbare  Funktionen  von  x  bzw.  y  allein. 

2.  Beispiel:  Vorgelegt  sei  das   System   erster  Ordnung 
Yon  zwei  partielfen  Differentialgleichungen 

/nx  du  .dv  du      df> 

mit  den  beiden  unbekannten  Funktionen  u  und  v  der  beiden 
unabhängigen  Veränderlichen  x  und  y.  Weil  sich  die  Glei- 
chungen so  schreiben  lassen: 

dx      '^^>  dy      ""^^ 

folgt  durch  Integration  hinsichtlich  x  bzw.  y\ 

ti  +  t?  =  xy  +  r(y),     t*  —  t?  =  a;y  +  X(a;), 

wobei  X  nur  von  x  und  Y  nur  von  y  abhängt.  Addition  und 
Subtraktion  liefert: 

u^xy  +  ^X{x)  +  \Y{j,),    v^^^X{x)  +  \Y{y). 

Hiermit  ist  das  System  (2)  vollständig  integriert.  Wieder  sind 
dabei  X  und  Y  wülhurliche  dijferenzierhare  Funktionen  von  x 
bzw.  y  allein. 

3.  Beispiel:  Vorgelegt  sei  das  System  erster  Ordnung  von 
zwei  partiellen  Differentialgleichungen 

/o\  du dv       du  dv 

^^  dx'^dy^     dy^'^dx 

niit  den  beiden  unbekannten  Funktionen  u  und  v  der  beiden 
unabhängigen  Veränderlichen  x  und  y.  Beschränken  wir  uns 
auf  das  reelle  Oebiet,  so  folgt  aus  Nr.  623,  da  die  vorliegen- 
den Gleichungen  die  Gauchy-Riemannschen  sind,  daß  das  Sy- 
stem (3)  in  folgender  Weise  integriert  wird:  Man  nehme  ir- 
gend eine  monogene  Funktion  f  der  komplexen  Veränderlichen 
^^X'\'iy  an  und  zerlege  sie  in  ihren  reellen  und  ihren  rein 
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imaginaxen  Bestandteil: 

f{x)^u{x,y)  +iv{x,y). 

Alsdann  sind  u  nnd  t;  Lösungen  des  Systems  (3).  Wie  man. 
sieht,  sind  die  Lösungen  noch  in  hohem  Maße  willkürlich,  da 
für  f  eine  beliebige  monogene  Funktion  angenommen  werden 
kann. 

§  3.  Totale  Differentialgleichungen. 

671.  Systeme  von  totalen  Blfferentialgleiolinngen. 

Außer  den  gewöhnlichen  und  partiellen  Differentialgleichungen 
gibt  es  noch  eine  dritte  Art  von  Differentialgleichungen  ^  die 
totalen.  Ein  ganz  neuer  Umstand  liegt  hier  darin,  daß  von 
vornherein  nicht  ausgemacht  wird,  welche  Größen  die  unab- 
hängigen und  wdche  die  abhängigen  Veränderlichen  "bedeuten  sollen. 
Viebnehr  wird  nur  das  eine  vorausgesetzt ^  daß  x^,  ^s?  *  •  •  ^» 
gewisse  n  Veränderliche  sein  sollen,  zwischen  denen  noch  un- 
bekannte Gleichungen  bestehen.  Gegeben  sei  nun  eine  Anzahl 
Yon  Gleichungen  in  ^i,  rr^, . . .  ^^  und  ihren  Differentialen  dx^^ 
aXam  •  •  •  ax^i 

\Fg  (x^,  x^j . . .  x^j  dx^ ,  ^^87  •  •  •  ^^n)  "^  0. 

Sie  heißen  ein  System  von  totalen  Differentialgleichungen,  Die 
Aufgabe,  die  durch  ein  derartiges  System  gestellt  wird,  ist  diese: 
Es  soll  ein  System  yon  Gleichungen 

(2)  q>^{x^,  0?,, . . .  xj  «0  (A:  «  1,  2, . .  .  m) 

zwischen  Xj^,  x^,  ,  .  .  x^  gefunden  werden,  aus  dem  sich  die 
Gleichungen  (1)  als  Folgen  ergeben.  Doch  ist  noch  zu  er- 
läutern, was  unter  einer  Folge  der  Gleichungen  (2)  yerstanden 
werden  soll:  Wenn  zwischen  den  n  Veränderlichen  x^,  ^s?  •  •  -^i, 
gewisse  m  Gleichungen  (2)  und  sonst  keine  Beziehungen  be- 
stehen, sind  ihre  Differentiale  dx^,  dx^,  .  .  .  dx^  den  m  Glei- 
chungen 
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and  keiner  weiteren  Bedingung  nnterworfen.  Wir  yerlangen 
also,  daß  die  gegebenen  Gleichungen  (1)  aus  den  gesuchten  Glei- 
chungen (2)  und  den  aus  diesen  folgenden  Gleichungen  (3)  all- 
ein dnrch  EUmination  und  Substitution  hervorgehen. 

Jedes  Gleichungensjstem  (2),  das  in  diesem  Sinne  alle  $ 
g^ebenen  Gleichungen  (1)  zu  Folgen  hat,  heißt  ein  System 
ton  Lösungen, 

Man  kann  auch  so  sagen:  Infolge  der  gesuchten  Glei- 
chungen (2)  werden  gewisse  unter  den  n  Veränderlichen  x^y 
or^y  .  • .  x^  Funktionen  der  übrigen,  die  völlig  unabhängig  bleiben. 
Die  Angabe,  das  System  (1)  vollständig  zu  integriereny  ist  da- 
her diese:  Es  sollen  auf  alle  möglichen  Weisen  gewisse  der 
n  Veränderlichen  x^yX^y . ,  ,x^  so  als  Funktionen  der  übrigen, 
etwa  von  a;„,  Xßy . . ,  x^,  bestimmt  werden: 

daß  die  Gleichungen  (1)  befriedigt  werden,  sobald  man  darin 
für  die  Veränderlichen  x  diese  Funktionen  von  x^,  Xß, , . .  x^ 
allein  und  für  ihre  Differentiale  die  Funktionen 

(5)  dx,^li^dx„  +  ^d.,^...  +  '^^äx^ 

von  x„,  x^j . . .  x^  und  dx^j  ^^ßy  •  •  •  ^^u  s^^zt,  wie  man  auch 
die  Veränderlichen  x^y  ^w;  •  •  •  x^  innerhalb  eines  Variabilitäts- 
bereiches wählen  mag  und  welche  Werte  auch  die  Differentiale 
dx^y  dXßj  . . .  dx^  haben  mögen. 

Die  Gleichung  (4)  steht  hier  wohlbemerkt  für  eine  An- 
zahl von  Gleichungen,  in  denen  links  der  Reihe  nach  aUe  x 
mit  Ausnahme  von  x^,  Xß,  . , ,  x^  auftreten,  und  das  Entspre- 
chende gilt  von  der  Gleichung  (5). 

Da  die  Gleichungen  (3)  die  einzigen  sind,  die  aus  den 
Gleichungen  (2)  für  die  Differentiale  hervorgehen,  und  da  sie 
sich  nicht  ändern,  wenn  aUe  Differentiale  mit  derselben  be- 
liebigen Größe  multipliziert  werden,  und  da  entsprechendes  von 
den  Gleichungen  (5)  und  (4)  statt  (3)  und  (2)  gilt,  schließen 
wir:  Das  System  (1)  ist  überhaupt  sinnlos,  wenn  es  nicht  un- 
geändert  bleibt,  sobald  die  Differentiale  dx^,  dx^y . . .  dx^  sämt- 
lich mit  derselben  beliebigen  Größe  multipliziert  werden.  Mithin 
müssen  wir  voraussetzen,  daß  die  Gleichungen  (1)  homogen  in 
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dXif  dx^y .  •  -dx^  seien f  womit  wir  eben  meinen^  daß  sie  nach 
dem  Ersetzen  aller  dx^  durch  tdx^  doch  Ton  i  befreit  werden 
können,  wie  auch  die  GFrofie  t  gewählt  sein  mag. 

Die  erste  Schwierigkeit,  die  ein  vorgelegt  System  (1)  yoü. 
totalen  Differentialgleichungen  darbietet,  besteht  wie  gesagt 
darin,  daß  man  Yon  vornherein  gar  nicht  weiß,  welche  Ton  den 
n  Veränderlichen  rPi,  rr,, . . .  x^  als  unabhängig  betrachtet  werden 
dürfen,  d.  h.  welches  die  Yorhin  mit  x^,  ^ßj  -  "  ^^  bezeichneten 
Größen  sind.  Man  wird  also  alle  Yerschiedenen  Möglichkeiten 
durchprüfen.  Nimmt  man  z.  B.  an,  daß  x^f  x^y . .  .x^  die  un- 
abhängigen Veranderlichen  und  x^^^y  ---^n  Funktionen  Yon 
ihnen  seien,  so  kann  man  setzen: 

ox    . .  dx      .  ex    .  . 


(6) 


dx^         1    '      dx^         *  dx^ 

dx      ^  dx      ^  dx      ^ 


Durch  die  Substitution  dieser  Werte  in  (1)  gehen  abdann  Glei- 
chungen in  a;^,  rr,, . . .  ^„  in  den  partiellen  Ableitungen  erster 
Ordnung  Yon  x^^^,  •  •  •  ^»  ^^d  in  dx^y  dx^y  . . .  dx^  herYor,  und 
es  ist  zu  fordern,  daß  sie  f&r  dUe  Werte  der  YöUig  beliebigen 
Differentiale  dx^y  dx^y . . .  dx^  der  unabhängigen  Veränderlichen 
x^y  rr^y . . .  x^  bestehen.  Dies  hat  zur  Folge,  daß  sie  in  eine  Reihe 
von  Gleichungen  zerfallen  müssen,  die  nur  noch  x^y  x^,  -  -  >  x^ 
und  die  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  Yon  x^^^y . . .  x^ 
enthalten,  d.  h.  das  System  (1)  wird  atrf  ein  System  erster  Ord- 
nung von  partidUn  Differentialgleichungen  für  die  n  —  m  unbe- 
kannten  Funktionen  Xm^u  -  •  •  ^  ^<^  ^tf  ^tj-  --  ^m  zurückgeführt. 
Hat  dies  System  kein  Lösungensystem  Xm-\^if  -  >  -  x^y  ^o  folgt, 
daß  die  Annahme  unzulässig  war,  unter  der  man  zu  dem  Sy- 
stem gelangt  war,  die  Annahme  nämlich,  daß  gerade  x^y  x^y 
, , .  Xm  die  Yoneinander  unabhängigen  Veränderlichen  seien. 

statt  x„  x„...x„  wird  man  bei  dieser  Überlegung  natfir- 
lieh  irgend  welche  unter  den  n  Veränderlichen  x^y  x^y  . , .  x^ 
und  zwar  in  beliebiger  Anzahl  annehmen,  und  so  kann  man 
alle  möglichen  Fälle  durchprüfen. 
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872.  Beispiele. 

1.  Beispiel:  Es  neien  a^  b,  e  gegebene  Konstanten,  und 
es  liege  eine  totale  Differentialgleichung  vor  Ton  der  Form: 

(1)  adx  +  hdy  +  cdg  =  0. 

In  der  Tat  ist  sie  homogen  in  dx,  dy^  de.  Welche  Bezieh- 
ungen auch  zwischen  den  drei  Veränderlichen  Xy  y,  z  bestehen 
mögen,  stets  besagt  die  Gleichung,  daß  das  voUstandige  Dif- 
ferential Yon  ax  ^hy  +  ce  verschwiDdet,  woraus  nach  Satz  8, 
Nr.  74,  folgt:  * 

(2)  ax  +  by  +  cß  ^  C. 

Hier  ist  C  eine  Eonstante.  Umgekehrt:  Ist  C  eine  beliebig 
gewählte  Konstante,  so  zieht  die  Gleichung  (2)  stets  die  Glei- 
chung (1)  nach  sich.  Hieraus  folgt:  Die  Gleichung  (1)  wird 
in  allgemeinster  Weise  dadurch  integriert,  dafi  man  eine  Glei- 
chung (2)  mit  einer  willkürlichen  Eonstanten  C.  ansetzt.  Da- 
zu darf  man  aber  noch  beliebige  andere  Gleichungen  zwischen 
Xy  y,  ß  hinzufQgen,  vorausgesetzt,  daß  sie  weder  einander  noch 
der  Gleichung  (2)  widersprechen. 

Fügen  wir  gar  keine  Gleichung  zu  (2)  hinzu,  so  heißt 
dies  bei  der  geometrischen  Deutung  im  Räume  mit  den  rechir 
winkligen  Eoordinaten  Xy  y,  st:  Jede  der  unendlich  vielen  par- 
allelen Ebenen  ax  +  by  +  ca  '^  konst.  stellt  eine  Losung  dar. 
Fügen  wir  eine  Gleichung 

zu  (2)  hinzu,  so  geben  beide  zusammen  irgend  eine  Eurve 
in  einer  jener  Ebenen.  Jede  Kurve  in  einer  der  Ebenen 
ax  +  by  +  C0  ^  konst  stellt  demnach  auch  eine  Losung  vor. 
Wenn  wir  schließlich  noch  zwei  Gleichungen  außer  (2)  an- 
nehmen, werden  alle  drei  Größen  x,  y,  0  Eonstanten,  d.  I^  es 
geht  irgend  ein  PutdU  des  Raumes  als  Lösung  hervor.  Man 
muß  aber  sagen  — .und  zwar,  weil  es  nicht  nur  in  diesem  Bei- 
spiele, sondern  entsprechend  fßr  jedes  System  von  totalen  Dif- 
ferentialgleichungen gilt  — y  daß  die  durch  x  »  konst,  y  »  konst, 
i^-"  konst.  dargestellten  Lösungen  trivial  sind. 

2.  Beispiel:  Zu  ganz  anderen  Ergebnissen  fährt  die  to- 
tale Differentialgleichung 

(3)  ydx  —  xdy  +  djer  =«  0, 
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deren  linke  Seite  kein  Tollstandiges  Differential  ist.  Nimmt 
man  zunächst  an,  es  bestehe  nur  eine  gesuchte  Gleichung  zwi- 
schen Xy  y,  Zy  so  definiert  sie  entweder  0  als  Funktion  von  x 
und  y  oder  ist  frei  von  0,     Im  ersten  Falle  setzt  man 

in  (3)  ein  nnd  fordert,  daß  die  hervorgehende  Gleichang 

(y  +  lS^^  +  i-^^U)^^^ 

für  aUe  Werte  von  dx  und  dy  bestehe,  d.  h.  daß  einzeln 

a« a* 

sei,  wodurch  die  totale  Gleichung  (3)  auf  ein  System  erster 
Ordnung  von  partiellen  Differentialgleichungen  für  eine  unbe- 
kannte Funktion  0  Ton  x  und  y  zurückgeführt  worden  ist.  Aber 
eine  Funktion  0,  die  diesen  beiden  Gleichungen  genügt,  gibt  es 
nicht,  weil  die  Bedingung 

Alf  =  Alf 

dy  dx  ^  dx  dy 

hier  nicht  erfüllt  ist.  Die  Annahme,  daß  0  eine  Funktion  der 
beiden  unabhäugigen  Veränderlichen  x  und  y  sei,  darf  daher 
nicht  gemacht  werden. 

Wir  kommen  zu  dem  Falle,  daß  eine  und  nur  eine  ge- 
suchte Gleichung  zwischen  x  und  y  allein  besteht,  z.  B./*(a;,  y)  »  0. 
Sie  würde  geben: 

fj^  +  fyäy  =  0, 

und  hierron  kann  die  Gleichung  (3)  keine  Folge  sein,  weil  sie 
noch  d0  enthält.     Also  ist  auch  diese  Annahme  falsch. 

Deshalb  nehmen  wir  jetzt  an,  daß  zwischen  den  drei 
Größen  x^  y,  0  insgesamt  0W€i  voneinander  unabhängige  Glei- 
chungen bestehen.  Entweder  werden  sie  y  und  0  als  Funk- 
tionen von  X  definieren,  oder  sie  bestehen  aus  einer  Gleichung 
X  »  konst.  und  einer  Gleichung  zwischen  y  und  0  allein.  Im 
ersten  Falle  sind  dy :  dx  und  d0 :  dx  die  Ableitungen  y'  und  0' 
von  y  und  0  nach  der  einzigen  unabhängigen  Veränderlichen  x, 
so  daß  aus  (3)  hervorgeht: 

y  —  a?y'  +  ^  —  0    oder    /  «-  xy'  —  y. 
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Setzen  wir  hierin  f&r  y  irgend  eine  differenzierbare  Funktion 
X  Yon  X  ein,  so  kommt 

(4)  y-X(x),     sf^f{xX'--X)dx+C, 

wobei  C  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet.  Diese  beiden 
Gleichungen  definieren  im  Räume  eine  Kurve,  die  noch  in 
hohem  Maße  willkürlich  ist,  weil  außer  der  Eonstanten  C  auch 
die  Funktion  X  von  x  willkürlich  gewählt  werden  kann.  Daß 
die  Gleichungen  (4)  die  vorgelegte  totale  Differentialgleichung 
(3)  nach  sich  ziehen,  ist  sofort  zu  bestätigen,  denn  die  aus  (4) 
folgenden  Werte 

dy  =»  X'dx,    dß  —  (a;X'  —  X)dx 

erf&llen  zusammen  mit  y  »  X  die  Gleichung  (3). 

Es  bleibt  noch  die  Annahme  zu  untersuchen,  daß  x  eine 
Eonstante  A  ist  und  außerdem  eine  Gleichung  zwischen  y  und 
$  besteht.    Alsdann  gibt  (3): 

—  J.  rfy  +  dje?  =  0,  ^ 

d.  h.  j?  —  Ay  »  konst.,  so  daß  die  Gleichungen 

x^A,    0^Ay  +  B 

mit  den  willkürlichen  Eonstanten  A  und  B  ebenfalls  eine 
Lösung  der  totalen  Differentialgleichung  (3)  vorstellen.  Im 
Räume  definieren  sie  eine  beliebige  Gerade,  die  der  yjer-Ebene 
parallel  lauft. 

Der  Vollständigkeit  halber  sei  noch  erwähnt,  daß  auch 
hier  x  »-  konst.,  y  »  konst.,  0  »  konst  triviale  Lösimgen  von 
(3)  sind. 

Während  sich  im  ersten  Beispiele  die  nicht  trivialen  Lo- 
sungen geometrisch  als  Ebenen  und  Eurven  darstellten,  sind 
sie  im  zweiten  Beispiele  nur  Eurven.  Im  ersten  Beispiele  gibt 
es  Lösungen,  die  aus  nur  einer  Gleichung  zwischen  x,  y,  0  he- 
sUken^  im  0weiten  nicht. 

§  4«  Tersehiedene  nachträgUclie  Bemerkungen. 

673.  Die  Kanptan^gr^be.  In  Nr.  671  sahen  wir,  daß 
sich  die  totalen  Differentialgleichungen  auf  partielle  zurück- 
ftlhren  lassen.  Man  kann  nun  auch,  wie  wir  später  sehen  wer- 
den, die  partiellen  auf  gewöhnliche  zurückführen.    Nach  Satz  2 
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in  Nr.  663  ist  femer  jedes  System  von  gewöhnlichen  Differen- 
tialgleichungen in  eines  von  der  ersten  Ordnung  zu  yerwandeln^ 
ja  nach  Satz  3  in  Nr.  665  gelingt  es  durch  Elimination^.  Substi- 
tution und  Differentiation,  jedes  System  Yon  gewöhnlichen  Dif- 
ferentialgleichungen in  ein  solches  System  yon  der  ersten  Ord- 
nung zu  verwandeln^  das  wir  eine  Normalform  nannten: 

(1)  y/  =  fi{^}  yu  Vi^"  y«)     (» =  i;  2, . . . «). 

Nicht  immer  wird  ein  solches  System  gerade  in  dieser  nach 
allen  Ableitungen  y^  der  unbekannten  Funktionen  y^  schon  auf- 
gelösten Form  (1)  vorliegen,  sondern  allgemeiner  als  ein  Sy- 
stem von  n  Gleichimgen 

(2)  Fi(x,  yi,  y„  . . .  y„,  y/,  y/, . . .  yj  =  0    (i  »  1,  2, . . .  n), 

deren  linke  Seiten  voneinander  unabhängige  Funktionen  hin- 
sichtlich y/,  y/, . . .  y^'  sind. 

Daher  wird  es  unsere  Hauptaufgabe  sein,  Systeme  von 
der  Form  (1)  oder  der  allgemeineren  Form  (2)  zu  untersuchen. 

Im  einfachsten  ^alle  n  »  1  liegt  nur  eine  gewöhnliche  Dif- 
ferentialgleichung erster  Ordnung  vor,  entweder  in  der  nach 
y   aufgelösten  Form: 

(3)  y  -  /•(«,  V) 
oder  in  der  nicht  aufgelösten  Form: 

(4)  Fix,  y,  y-)  -  0. 

Wir  werden  daher  die  Differentialgleichungen  (3)  und  (4)  be- 
sonders gründlich  untersuchen. 

674.  Integratioii,  Qnadratnr,  Bzistensbeweise.  Un- 
ter Integration  wurde  im  zweiten  Bande  die  Auswertung  eines 
einfachen  oder  mehrfachen  Integrals  verstanden  oder  auch  die 
Bestimmung  einer  Funktion,  deren  vollständiges  Differential 
gegeben  ist,  da  auch  diese  Bestimmung  nach  Nr.  609  bis  611 
auf  die  Auswertung  einer  Anzahl  von  Integralen  zurückkommt. 

Dagegen  haben  wir  im  gegenwärtigen  Kapitel  unter  Inte- 
gration die  Berechnung  aller  Lösungensysteme  von  vorgelegten 
Systemen  von  Differentialgleichungen  verstanden.  Dies  ist  eine 
bedeutende  Verallgemeinerung  des  Begriffes  der  Integration  (vgl. 
Nr.  661).  In  der  Tat  ist  ja  auch  die  Aufgabe,  ein  einfaches  In- 
tegral y  ^Jf{x)  dx  auszuwerten,  hierunter  enthalten,  denn  sie 
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bedeutet  nichts  anderes  als  die  Bestimmung  aller  Losungen 
einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  von 
der  besonderen  Form  y  »  /"(n;). 

Später  wird  sich  das  Bedfir&is  herausstellen^  für  den 
engeren  Begriff  der  Integration ,  der  im  zweiten  Bande  aus- 
schließlich maßgebend  war,  einen  unterscheidenden  Namen  zu 
haben.  Wir  werden  daher  für  die  Auswertung  eines  einfachen 
Integrals  nach  Nr.  530  die  Bezeichnung  QuodEra^iir  anwenden. 
Die  Auswertung  eines  mehrfachen  Integrals  und  die  Integra- 
tion eines  yollstandigen  Differentials  besteht  alsdann  in  der 
Außfahrung  einer  Anzahl  von  Quadraturen. 

Die  älteren^  sogenannten  klassischen  Integrationsmethoden 
für  Differentialgleichungen  haben  als  Hauptziel  die  Bestimmung 
aUer  Lösungen  hew.  Lösungensysteme,  mittds  Elimination,  Sub- 
sHtution  und  Differentiation  soweit  urie  möglich  auf  bloße  Quor 
draiuren  zurückgufuhren.  Abgesehen  davon  ^  daß  dies  nicht 
immer  möglich  ist,  können  sich  den  dabei  nötigen  Eliminationen 
und  Substitutionen  erhebliche  Schwierigkeiten  in  den  Weg 
stellen^  denn  sie  erfordern  eine  gründlichere  Untersuchung  der 
Frage,  inwieweit  die  dabei  zu  berechnenden  Funktionen  wirk- 
Ueh  bestimmt  werden  können,  stetig  und  differenzierbar  sind  usw. 

Die  neuere  Bichtung  in  der  Behandlung  von  Differential- 
gleichnngen  geht  dahin,  unmittelbar  aus  den  vorgelegten  6lei- 
ckwngen  oder  Systemen  von  Gleichungen  die  Eigenschaften  der 
Lösungensysteme  eu  erkennen.  Dies  ist  die  funktionentheoräische 
Richtung  im  Gegensätze  zu  der  vorhin  gekennzeichneten  for- 
malen Richtung.  Das  ganze  letzte  Kapitel  des  vorigen  Bandes 
ist  eigentlich  nur  ein  Beispiel  zu  dieser  funktionentheoretischen 
Behandlungsweise^  denn  es  beschäftigt  sich  mit  denjenigen 
reellen,  stetigen  und  differenzierbaren  Funktionen  u  und  v  von 
zwei  reellen  Veränderlichen  x  und  y^  die  den  beiden  Gauchy- 
Riemannschen  Gleichungen 

du       dv        du  dv 

dx  ^  dy'      dy^      don 

genügen.  (Vgl.  das  3.  Beispiel  in  Nr.  670).  Obgleich  wir  da- 
mak  die  Theorie  der  monogenen  Funktionen  u^  iv  nur  in 
ihren  Hauptzügen  gegeben  haben,  sieht  man  doch  schon,  was 
f&r  eine  Fülle  schwieriger  Aufgaben  die  funktionentheoretische 
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Behandlung  eines  yerhältnismaBig  einfachen  Systems  von  Dif- 
ferentialgleichungen nach  sich  ziehen  kann.  Die  diesem  Werke 
gezogenen  Grenzen  gestatten  deshalb  auch  nur  ein  gelegent- 
liches Eingehen  auf  Untersuchungen  in  dieser  zweiten  Rich- 
tung. Unsere  Hauptaufgabe  wird  die  formiüe  Behandlung  der 
Differentialgleichungen  bleibeu.  Ihr  Ziel  kann  noch  erweitert 
werden:  Es  ist  auch  schon  als  ein  Gewinn  zu  betrachten,  wenn 
es  gelingt,  zu  zeigen,  daß  ein  vorgelegtes  System  von  Differen- 
tialgleichungen mittels  Elimination,  Substitution,  Differentia- 
tion und  Quadraturen  vollständig  integriert  werden  kann,  so- 
bald man  ein  gewisses  einfacheres  System  zu  integrieren  vermag. 

In  einer  Hinsicht  soll  aber  doch  die  funktionentheoretische 
Untersuchung  bis  zu  einem  gewissen  Abschlüsse  durchgeführt 
werden.  Es  soll  nämlich  bewiesen  werden,  daß  die  vorgelegten 
Systeme  von  Differentialgleichungen  in  der  Tat  stetige  und  dif- 
ferenzierbare Lösungen  haben,  sobald  man  über  die  in  den 
Systemen  auftretenden  gegebenen  Funktionen  vernünftige  Yor- 
aussetzm^en  macht. 

Solcher  Existengheweise,  wie  sie  genannt  werden,  gibt  es 
zweierlei  Arten,  je  nachdem  man  sich  grundsätzlich  auf  das 
reeUe  Gebiet  beschränkt  oder  Jcomplexe  Veränderliche  zuläßt.  Im 
nächsten  Kapitel  werden  wir  die  Existenzbeweise  im  reellen 
Gebiete  erledigen;  die  im  komplexen  Bereiche  sollen  erst  später 
gegeben  werden.  Nach  den  Auseinandersetzungen  in  Nr.  673 
kommt  es  im  wesentlichen  darauf  an,  die  Existenzbeweise  ins- 
besondere fQr  die  Systeme  erster  Ordnung  von  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  zu  geben,  sei  es  nun,  daß  sie  in  der 
Normalfonn,  d.  h.  nach  den  Ableitungen  aufgelöst,  oder  nicht 
nach  den  Ableitungen  aufgelöst  vorliegen.  "^ 

676.  Blnige  Bezelchniingen.  Im  vorhergehenden  wurde 
streng  zwischen  den  Worten:  Auflösung  und  Lösung  unter- 
schieden, und  es  ist  nützlich,  dies  auch  künftig  zu  tun.  Unter 
der  Auflösung  von  Gleichungen  verstehen  wir  die  Bestimmung 
solcher  Größen  oder  Funktionen,  die  aus  einem  gegebenen  Sy- 
stem von  Gleichungen  aU^n  durch  Elimindtion  und  Substihi'' 
Hon  hervorgehen  (vgl.  §  1,  4.  Kap.  des  1.  Bandes).  Dagegen 
sagen  wir  Lösung  zur  Bestimmung  derjenigen  Funktionen  bzw. 
Funktionensysteme,  die  einem  gegebenen  System  von  Differen- 
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tialgleichungen  genügen.  So  z.  B.  gibt  die  Auflösung  einer  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichung  erster  Ordnung 

nach  y'  eine  Gleichung 

y  -  f(xy  y) 

oder  einige  solche  Gleichungen^  während  ihre  Lösung  er- 
fordert^ diejenigen  Funktionen  y '^  g>{x)  zu  berechnen,  die  für 
idle  Werte  von  x  in  einem  gewissen  Bereiche  der  Gleichung 

genügen: 

F{x,(pix\ip'{x))  =  0. 

Den  Gegensatz  zu  den  Differentialgleichungen  bilden  die 
sogenannten  endlichen  Qleichungeny  d.  h.  diejenigen  Gleichungen, 
in  denen  zwar  gesuchte  Funktionen,  aber  nicht  ihre  Ableitungen 
auftreten.  Solche  Gleichungen  ergaben  sich  z.  B.  auch  bei  der 
Untersuchung  eines  Systems  von  Differentialgleichungen  in 
Nr.  664  unter  (3).  Wenn  man  wie  z.  B.  in  Nr.  71  (insbeson- 
dere Satz  6  ebenda)  unter  der  Ableitung  nullter  Ordnung  einer 
Funktion  f{x)  diese  Funktion  selbst  rerstehen  will,  kann  man 
die  endlichen  Gleichungen  auch  Differentialgleichungen  nullter 
Ordnung  nennen. 

676.  Terwandlnng  einer  gewShnlloheii  Differen- 
tialglelohnng  erster  Ordnimff  {/  =  f{x,  y)  In  eine  to- 
tale. Wie  in  Nr.  673  hervorgehoben  wurde,  bestehen  zwischen 
Differentialgleichungen  yerschiedener  Arten  gewisse  Zusammen- 
hänge^ die  es  gestatten,  die  Aufgabe  der  Integration  von  Glei- 
chungen einer  Art  auf  die  der  Integration  von  Gleichungen 
einer  anderen  Art  zurückzuführen.  Zu  den  hierfür  schon  in 
Nr.  663,  671  und  672  gegebenen  Beispielen  fügen  wir  jetzt 
noch  eines  hinzu,  das  wegen  seiner  Einfachheit  und  anschau- 
lichen Deutung  besonders  wichtig  ist. 

Eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  die 
nach  der  Ableitung  der  unbekannten  Funktion  y  von  x  auf- 
gelost ist,  hat  die  allgemeine  Form: 

(1)  y--f(p^,y)' 

Wir  betrachten  sie  nur  innerhalb  eines  solchen  Bereiches  der 
leiden  Veränderlichen  x  und  y,  in  dem  die  Funktion  f(x,  y)  stetig 
isty  und  beschränken  uns  auf  die  Untersuchung  von  stetigen 
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Lösungen  y  ^  q){x),  die  diesem  Bereiche  angehören.  Aus  der 
Bedingung 

(2)  v\^)-f{^>V(^)) 

für  die  Lösungen  erhellt^  daß  wir  Differenzierbarheit  der  Lö- 
sungen fordern  müssen^  und  (2)  zeigi^  daß  infolge  dieser  Vor- 
aussetzungen auch  die  Ableitungen  erster  Ordnung  der  Lösungen 
stetig  sein  werden. 

Es  sei  heryorgehoben^  daß  wir  bis  auf  weiteres  alle  Ver- 
änderlichen und  Funktionell  auf  reeüe  Bereiche  beschranken 
(vgl.  Nr.  674).  Femer  wird  es  vielleicht  gut  sein,  besonders 
zu  bemerken,  daß  wir  hier^  wie  immer  im  folgenden  überhaupt 
von  mehrwertigen  Funktionen  (vgl.  §  5,  8.  Kap.  des  2.  Bandes) 
absehen,  solange  es  nicht  ausdrücklich  anders  gesagt  wird. 
Alle  Funktionen  sollen  also  entsprechend  den  grundlegenden 
Definitionen  in  Nr.  6  in  ihren  Bereichen  einwertig  sein. 

Werden  x  und  y  als  rechtwinklige  Koordinaten  in  der 
Ebene  aufgefaßt,  so  definiert  die  Differentialgleichung  (1)  an 
jeder  Stelle  M  oder  {x,  y)  des  Bereiches  der  Funktion  f  nach 
Nr.  666  ein  lAniendement,  nämlich  dasjenige,  dessen  Richtung 
mit  der  positiven  a:-Achse  einen  Winkel  r  bildet,  für  den 

(3)  tg  r  ==  fix,  y) 

ist.  Die  Lösungen  y  ^  (p(x)  werden  alsdann  durch  Integrcd- 
Tcv/rven  dargestellt,  uämlich  durch  diejenigen  Kurven,  die  lauter 
Linienelemente  von  dieser  Art  enthalten.  Vgl.  die  Definition 
von  ebenen  Kurven  in  Nr.  167. 

Wir  bemerken  nun  zunächst:  Durch  die  Voraussetzung, 
daß  f{Xy  y)  stetig  sei,  werden  Linienelemente  ausgeschlossen, 
die  zur  Abszissenachse  senkrecht  sind.  Daß  dies  nicht  immer 
der  geometrischen  Deutung  einer  Differentialgleichung  ange- 
messen ist,  zeigt  das  folgende 

Beispiel:  Liegt  als  Gleichung  (1)  die  Differentialglei- 
chung 

,  X 

vor,  so  ist  f  die  Funktion  —xiy.  Demnach  sind  alle  Stellen 
(x,  y)  der  Ebene  zulässig,  abgesehen  von  den  Stellen  y  =>  0  der 
07- Achse.  Nun  aber  sind  die  Integralkurven  die  Kreise  um  den 
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Fig.  s. 


Anfangspniikt  0  als  Mittelpunkt  (rgL  das  Beispiel  in  Nr.  666). 
Ein  derartiger  Kreis  Tom  Radius  C,  siehe  Fig.  5,  stellt  aber 
zwei  Terschiedene  Funktionen 

dar,  je  nachdem-  man  seine  obere 
oder  untere  Hälfte  ins  Auge  faßt, 
und  wenn  man  die  Kurven  im  Sinne 
wachsender  Werte  der  unabhängi- 
gen Veränderlichen  x  durchläuft 
(Tgl.  Nr.  169),  haben  die  Halbkreise 
entgegengesetzten  Sinn.  Die  Stel- 
len A  und  By  an  denen  der  Kreis 
die  X-Achse  schneidet,  d.  h.  wo  die 
Linienelemente  auf  der  x-Achse  senkrecht  stehen,  sind  nach  der 
Voraussetzung  über  die  Funktion  f  ^  —  x:y  ausgeschlossen. 
Dies  ist  ebensowenig  wie  die  Teilung  des  Kreises  in  Halbkreise 
mit  entgegengesetzten  Drehsinnen  der  einfachen  geometrischen 
Bedeutung  der  Differentialgleichung  angemessen,  denn  diese 
Gleichung  besagt,  daß  jeder  Stelle  M  das  zum  Radiusvektor 
OM  senkrechte  Linienelement  zugeordnet  werden  soll.  Vom 
geometrischen  Standpunkte  aus  wäre  es  vielmehr  das  Natür- 
lichste, als  Integralkurven  alle  Vollkreise  um  0  mit  einheit- 
lichem Drehsinne  zu  bezeichnen,  wobei  die  Stellen  auf  der 
a?-Achse  durchaus  keinerlei  Ausnahmerolle  spielen  würden. 

Solange  die  Ghroße  x  als  unabhängige  Veränderliche  dient, 
können  wir  die  analytische  Betrachtung  dieser  geometrischen 
Auffassung  nicht  anpassen,  weil  die  Große  x  als  unabhängige 
Veränderliche  an  Stellen  einer  Kurve  versagt,  wo  die  Tangente 
zur  :r-Achse  senkrecht  ist.  Wir  behalten  uns  daher  vor,  ob  i4nr 
X  oder  y  als  unabhängige  Veränderliche  auffassen  wollen  und 
erseteen  demgemäß  die  Ableitung  %f  dwrch  den  Differentiatquo- 
Uenten  dyidx,  so  daß  die  Differentialgleichung  des  Beispiels 
übergeht  in: 

dx'^       y 


oder,  wenn  wir  alle  Nenner  entfernen,  in: 

xdx  +  ydy^O. 
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Jetzt  aber  hat  sie  die  Form  einer  totalen  Differentialgleichung 

(ygl.  Nr.  671)  und  besagt,  daß  das  vollständige  Differential  Ton 

x^  +  y'  verschwinden,  d.  h.  a?*  +  y*  konstant,  etwa  gleich  C*, 

sein  soll:  * 

X»  +  y«  -.  CK 

In  der  totalen  Differentialgleichung  treten  statt  der  einen 
Funktion  f^  —  xiy  jswei  Funktionen  als  Faktoren  von  dx 
und  dy  auf,  nämlich  x  und  y,  und  sie  sind  in  der  ganzen 
Ebene,  auch  auf  der  Abszissenachse,  stetig. 

Ganz  entsprechend  gehen  wir  bei  einer  beliebigen  vorge- 
legten gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  von 
der  Form  (1)  vor.  Zunächst  wird  darin  die  Ableitung  y  durch 
den  Differentialquotienten  dyidx  ersetzt: 

Außerdem  wird  die  Funktion  f(x,  y)  in  einen  Quotienten 

(5)  n->  y)  -  f £f) 

von  zwei  Funktionen  T  und  X  zerlegt.  Dies  kann  in  mannig- 
facher Weise  geschehen.  Insbesondere  kann  man  es  häufig,  wie 
in  dem  Beispiele,  so  einrichten,  daß  da,  wo  f(x,  y)  unstetig 
wird,  dennoch  sowohl  X  als  auch  T  stetig  bleibt  Wenn  man 
nun  den  Quotienten  (5)  für  f  in  (4)  einführt  und  alle  Nenner 
entfernt,  geht  die  vorgelegte  gewöhnliche  Differentialgleichung  in 
die  totale  Differentialgleichung  über: 

(6)  X{x,  y)dy  -  Y{x,  y)dx  -  0. 

Nunmehr  lassen  wir  als  erlaubten  Bereich  ein  Oebiet  zu, 
in  dem  beide  Funktionen  X  und  T  von  x  und  y  stetig  sind. 
Dies  ist  der  alte  Bereich,  aber  zu  ihm  treten  bei  passender 
Zerlegung  von  f  in  Y:  X  noch  Stellen  {x,  y),  für  die  f  unste- 
tig, nämlich  unendlich  wird,  deren  Linienelemente  also  zur 
Abszissenachse  senkrecht  sind.  Das  zum  Punkte  {x,  y)  gehö- 
rige Linienelement  hat  die  durch 

(7)  tg^-5^-i;*'ä^ 

^  ^  ®  coBT       X{Xjy) 

gegebene  Richtung,  und  wir  können  insbesondere  noch  fe.st- 
setzen,  daß  sin  t  lew.  cos  t  dasselbe  Vorzeichen  wie  Y  hzw,  X 
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haben  soU,  Alsdann  ist  auch  der  Sinn  der  Richtung  des  Linien- 
demeiUs  yollkommen  festgelegt 

In  dem  Beispiele  ist  etwa  X  =  — y  anzunehmen  und  folg- 
lich Y^Xy  so  daß  hier  diese  Fest- 
setzung besagt,  daß  sin  t  dasselbe 
Vorzeichen  wie  Y  =  x  und  cos  x 
dasselbe  wie  X^  —  y  haben  solL 
Dann  haben  die  Richtungen  der 
Linienelemente,  die  ja  in  diesem 
Beispiele  zu  den  Radienyektoren 
senkrecht  sind,  die  in  Fig.  6  ange- 
deuteten Sinne.  Man  sieht,  daß 
nunmehr  die  Integralkurven,  näm- 
lich die  Ej'eise  mit  dem  Mittel-  ^^*  *" 
punkte  Oy  überall  einheitlichen  Fortschreitungssinu  haben. 

677.  Verwandlung  der  totalen  Dlfferentlalglei- 
chnng  In  ein  System  von  swei  gewöhnliohen  Diffe- 
rentialgleichungen. Wir  können  die  in  der  letzten  Nummer 
erhaltene  totale  Differentialgleichung 

(1)  X{x,y)dy-^Y{x,y)dx^Q 

noch  weiter  umformen.  Die  allgemeinste  Art  nämlich,  eine 
Kurve  in  der  a;y-Ebene  darzustellen,  besteht  nach  Nr.  168 
darin,  daß  man  beide  Koordinaten  a;  und  y  als  stetige  und 
differenzierbare  Funktionen  einer  Hilfsveranderlichen  t  betrach- 
tet. Die  totale  Differentialgleichung  (1)  besagt  daher,  daß  eine 
Kurve  dann  und  nur  dann  eine  Integralkurve  ist,  wenn  x  und  y 
stetige  und  differenzierbare  Funktionen  von  t  sind,  deren  Ab- 
leitungen dxidt  und  dyidt  der  Gleichung  genügen: 

(2)  X(a;,y)^-r(a;,y)|f  =  0. 

Erinnern  wir  uns  daran,  daß  f  =>  Y:  X  nur  eine  der  unzählig 
vielen  möglichen  Arten  der  Zerlegung  der  Funktion  f  in  einen 
Quotienten  darstellt,  so  folgt,  daß  die  Allgemeinheit  der  analy- 
tischen Darstellung  der  Integralkurven  nicht  beschränkt  wird, 
wenn  wir  insbesondere  dx:dt=^  X  setzen.  Dann  folgt  aus  (2)  noch 
dy:di=^  Y,    Wir  gelangen  somit  zu  den  beiden  Gleichungen: 

(3)  ^-X(x,y),      ^=r(x,y). 
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Dies  ist  ein  System  erster  Ordnung  von  zwei  gewohnlichen 
Differentialgleichungen  mit  zwei  unbekannten  Funktionen  x  und  y 
von  t  Durch  Elimination  von  t  geht  wieder  die  totale  Diffe- 
rentialgleichung (1)  hervor. 

Demnach  werden  wir  zu  folgender  Aufgabe  geführt:  Es 
sollen  aUe  Funktionenpaa/re 

(4)  x^fp{t\    y^t(t) 

gefunden  werden,  die  in  einem  gewissen  Intervalle  der  Veränder- 
lichen t  stetig  sind,  bestimmte  endliche  Ableitungen  erster  Ord- 
nung haben  und  außerdem  in  dem  Intervalle  überall  den  beiden 
Gleichungen 

(5)  qf  (0  «  X  (9  (0,  ^  ®),       ^'{{)^T  (9>  %  t  (f)) 

genügen.  Aus  (5)  folgt  sofort,  daß  jedes  derartige  Lösungen- 
system (4)  nicht  nur  bestimmte  endliche,  sondern  auch  stetige 
Ableitungen  erster  Ordnung  hat,  da  man  sich  natürlich  auf 
einen  Bereich  beschranken  wird,  in  dem  X  und  Y  stetig  sind. 
Nach  wie  vor  ordnet  das  Gleichungensystem  (3)  jedem 
Punkte  (x,  y)  des  Bereiches  in  der  rrj^-Ebene  ein  bestimmtes 
Linienelement  zu,  nämlich  dasjenige,  dessen  Richtung  mit  der 
positiven  x-Aahse  den  durch 

sin  T  :  cos  r  =  T{oc,  y)  :  X  (x,  y) 

gegebenen  Winkel  t  bildet,  wobei  sin  r  bzw.  cos  t  dasselbe 
Vorzeichen  wie  T  bzw.  X  haben  soD.  Wenn  die  durch  (4) 
dargestellte  Integralkurve  im  Sinne  wachsender  Werte  der  Hilfs- 
veränderlichen t  durchlaufen  wird  (wie  in  Nr.  169),  hat  sie  in 
jedem  Punkte  nicht  nur  dieselbe  Richtung,  sondern  auch  den- 
selben Sinn  wie  das  dem  Punkte  zugeordnete  Linienelement. 
Beispiel:  Nehmen  wir  wieder  die  schon  mehrfach  be- 
trachtete Differentialgleichung 

/  X 

an,  indem  wir  X  «  —  y  und  Y  ^  x  wählen,  so  ergibt  sieh  das 

System  (3)  in  der  Form: 

//*\  dx  dy 

(6)  Tt^-y'    dt'"'- 

Infolge  hiervon  ist: 

dt  ^  V  dt^y  dt)      ^* 
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d.  K  x^  +  y^  ^  G^y  wo  C  eine  Konstante  bedeutet  Hiernach 
kann  gesetzt  werden: 

X  ^  G  cos  ©,      y  =»  C  sin  o. 

Alsdann  ist  cd  die  noch  zn  bestimmende  Funktion  von  t,  nnd 
aas  beiden  Gleichungen  (6)  geht  durch  Substitution  dieser 
Werte  ron  x  und  y  eine  und  dieselbe  Gleichung 

^Y  =  1>     d.  h.     ©  =  <  +  <? 

hervor,  wobei  c  eine  Eonstante  vorstellt    Somit  erhalten  wir: 

(7)  x^G  cos  (t  +  c\      y^G  sin  {t  +  er). 

In  der  Tat  sind  dies  die  Gleichungen  eines  Kreises  um  den 
Anüangspunkt  0  als  Mittelpunkt,  ausgedrückt  mittels  der  Hilfs- 
veränderlichen  ty  und  mittels  dieser  Gleichungen  (7)  wird  das 
System  (6)  vollständig  integriert.  «^ 

Die  beiden  letzten  Nummern  zeigen,  kurz  zusammengefaßt, 
daB  die  Aufgabe,  die  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster 

Ordnung 

.        T{x,y) 

*         X{x,y) 
zu  integrieren,  im  wesentlichen  dieselbe  ist  wie  die  Aufgabe, 
die  totale  Differentialgleichung 

X  (Xy  y)  dy  —  r  (x,  y)  dx^O 

zu  integrieren,  sowie  dieselbe  wie  die  Aufgabe,  das  System 
erster  Ordnung  von  zwei  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 

g^X(a:,y),    ^  =  r(^,  y) 

zu  integrieren.  Dies  letzte  System*  ist  ein  System  in  der  Nor- 
malform  (vgl.  Nr.  665)  und  zwar  ein  solches,  bei  dem  die 
redUen  Seiten  nur  die  gesuchten  Funktionen,  nicht  aber  die  un- 
abhängige Veränderliche  t  enthalten. 

678.  Kinematisolie  Sentnng  eine«  iwelgliedrigen 
Syatenui  In  der  Hormalform.  Nach  Nr.  667  hat  ein  zwei- 
gliedriges System  in  der  Normalform  die  Gestalt: 

Bezeichnet  man,  wie  es  in  der  letzten  Nummer  beim 
System  (3)  der  FaU  war,  die  unabhängige  Veränderliche  mit 
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i  statt  mit  x,  die  beiden  unbekannten  Funktionen  mit  x  und 
y  statt  mit  y^  und  y^,  und  benutzt  man  dementsprechend  auf 

*  

den  rechten  Seiten  die  Symbole  X  und  Y  statt  f^  und  f^,  so 
bekommt  das  System  die  Gestalt: 

(1)  ^=X(<,a;,y),       f^^Yit,x,y). 

Es  stellt  die  Aufgabe,  x  und  y  so  als  Funktionen  von  t  zu 
ermitteln,  daß  sie  den  Gleichungen  (1)  für  einen  gewissen 
Wertebereich  von  t  Genüge  leisten. 

Während  in  Nr.  667  alle  drei  Veränderliche  geometrisch 
als  rechtwinklige  Koordinaten  im  Baume  gedeutet  wurden, 
kann  man  aber  auch  eine  Jcine}nati$che  Deutung  in  der  Ebene 
anwenden,  indem  man  x  und  y  als  rechtwinklige  Koordinaten 
und  t  als  das  Maß  der  Zeil  betrachtet.  Zu  jedem  Wertetripel 
t,  Xy  y  gehört  alsdann  ein  bestimmter  Moment  t,  in  dem  der 
Punkt  (x,  y)  eine  bestimmte  Lage  in  der  Ebene  hat  Um  nun. 
dem  System  (1)  die  hierdurch  bedingte  Deutung  zu  erteilen, 
muß  man  den  Begriff  der  Oeschwindigkeit  einführen:  Hat  ein 
in  der  Ebene  beweglicher  Punkt  M  zur  Zeit  t  die  Lage  {x,  y) 
und  zur  Zeit  t  +  jdt  die  Lage  (x  +  ^x,  y  +  ^y),  so  heißen 
die  Differenzenquotienten  dxi^t  und  ^yxAt  die  durch$(^niU- 
liehen  Geschwindigkeiten,  mit  denen  die  Koordinaten  x  und  y 
in  dem  Zeiträume  von  ^  bis  ^  -f  ^^  wachsen.  Haben  diese  Quo- 
tienten für  lim  /Jt^Q  bestimmte  endliche  Ghrenzwerte 

(2)  lim    ^",      lim    ^,    . 

so  heißen  diese  Grenzwerte  die  momentanen  Geschwindigkeiten 
Yon  X  und  y,  nämlich  die  Geschwindigkeiten,  mit  denen  x  und 
y  zur  Zeit  t  wachsen.  Bezeichnet  man  die  Fußpunkte  der 
Lote  vom  Punkte  M  auf  die  Achsen  mit  P  und  Q,  so  kann 
man  jene  Grenzwerte  auch  die  Geschwindigkeiten  nennen,  mit 
denen  sich  die  Fußpunkte  P  und  Q  zur  Zeit  t  längs  der  Achsen 
bewegen.  Wenn  von  Geschwindigkeiten  schlechtweg  die  Bede 
sein  wird,  sollen  immer  momentane  Geschwindigkeiten  ge- 
meint sein. 

Wenn  nun 

(3)  a;  =  9.(0,    y  =  i>{t) 
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Funktionen  Yon  t  sind,  die  dem  System  (1)  genügen,  so  stellen 
die  Gleichungen  (3)  eine  Eurye  in  der  Ebene  dar,  ausgedrückt 
mittels  der  Hilfisyeranderliclien  t,  und  wir  wollen  diese  Kurve 
auch  jetzt  eine  IfUegraUcurve  nennen.  Nach  (2)  und  (1)  ist 
jede  Integralkurye  eine  ron  denjenigen  Bahnh^rven  in  der 
Ebene,  die  irgend  ein  beweglicher  Punkt  M  oder  (x,  y)  be- 
schreibt, falls  den  Fußpunkten  P  und  Q  seiner  Koordinaten 
allgemein  zur  Zeit  t  die  Geschwindigkeiten  X  {t^  x,  y)  und 
T  {t,  Xy  y)  Yorgeschrieben  werden.  Diese  Geschwindigkeiten 
sind  dabei  gegebene  Funktionen  von  tj  x  und  y;  sie  hängen 
also  nicht  nur  von  der  jeweiligen  Lage  des  Punktes  Jf ,  son- 
dern auch  von  der  zugehörigen  Zeit  t  ab. 

Die  Funktionen  (3)  müssen,  wenn  sie  den  Gleichungen  (1) 
genügen  sollen,  stetige  Ableitungen  erster  Ordnung  haben,  so- 
bald wir  uns  auf  einen  Bereich  beschränken,  in  dem  X  und  Y 
stetig  sind.  Folglich  kommt  der  durch  (8)  dargestellten  Bahn- 
kurve nach  Nr.  543  eine  Bogenlänge  s  zu,  etwa  gemessen  im 
wachsenden  Sinne  von  t  von  der  Stelle  an,  die  der  Punkt  M 
oder  {Xy  y)  zur  Zeit  ^  «-  0  einnimmt.  Wächst  die  Zeit  von  t 
bis  i'\-  dt  und  ist  ds  die  zugehörige  Zunahme  der  Bogen- 
länge, so  heißt  der  Differenzenquotient  ^5 :  ^^  die  dwrchr 
sdimiUiche  Geschunndigkeit  des  Punktes  M  in  der  Zeit  von  t 
bis  t  +  dt  Dieser  Differenzenquotient  hat  für  lim  dt  ^  0 
nach  (4)  in  Nr.  543  den  Grenzwert: 

wobei  die  Wurzel  positiv  ist.  Man  nennt  den  Grenzwert  die 
momentane  GeschtmndigJceit  des  Punktes  M  oder  (x,  y)  oder 
seine  Geschwindigkeit  zur  Zeit  t  Die  im  Sinne  wachsender 
Werte  von  t  positiv  gerechnete  Tangente  der  Bahnkurve  (3) 
bildet  mit  der  positiven  or-Achse  einen  Winkel  tr,  für  den  nach 
(5)  in  Nr.  169 

cos  X  «=  -   ,     sin  T  — 


mit  positiver  Quadratwurzel  ist.  Weil  nun  ^'  und  ^'  die  Ablei- 
tungen dx :  dt  und  dy :  dt  sind,  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  (4): 

(K\  ds  dx         d$   .  dy 

(5)  _C08T-^,        5-8mT  =  ^. 
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Diese  Formeln  haben  eine  kinematische  Bedentang.  Wird 
nämlich  die  Geschwindigkeit  dsidt,  die  der  Punkt  M  oder 
(Xj  y)  zur  Zeit  t  hat,  als  Strecke  MW,  gemessen  mit  der 
Längeneinheit,  von  M  aus  auf  der  Tangente  von  M  in  posi- 
tivem Sinne  abgetragen,  so  stellen  die  Projektionen  PJJ  und 
QV  der  Strecke  MW  auf  die  x-  und  y-Achse  nach  (5)  gerade 
die  Geschwindigkeiten  dar,  die  den  beiden  Fußptmkten  P  und 
Q  zur  Zeit  t  bei  ihren  Bewegungen  längs  der  Achsen  zu- 
kommen, und  zwar  wiederum  mit  der 
Längeneinheit  gemessen.  Je  nachdem 
die  Richtungen  Fon  P  nach  U  und 
Ton  Q  nach  V  mit  den  positiTon 
Sinnen  der  Achsen  übereinstimmen 
oder  nicht,  sind  dabei  die  Geschwin- 
digkeiten von  P  und  Q  positiv  oder 
negativ.  Siehe  Fig.  7.  Man  kann  auch 
diese  Geschwindigkeiten  PU  und  QV 
so,  wie  es  in  Fig.  8  geschehen  ist,  von 
M  selbst  aus  als  Strecken  parallel  den  beiden  Achsen  unter  ge- 
höriger Berücksichtigung  ihrer  Vorzeichen  einzeichnen.  Alsdann 

ist  M  W  die  von  M  ausgehende  Diago- 
nale des  aus  beiden  Strecken  zu  ver- 
YoUständigenden  Rechtecks.  Die  Ge- 
schwindigkeit von  Jlf  wird  also  nach  der 
bekannten  Konstruktion  des  Kräfte- 
parallelogranims  in  die  beiden  Ge- 
schwindigkeiten der  Fußpunkte  P  und 
Q  zerlegt.  Deshalb  heißen  diese  beiden 
Geschwindigkeiten  die  Komponenten 
der  Geschwindigkeit  von  M  selbst. 
Wenn  nur  das  System  (1)  vorliegt,  ist  zunächst  noch  gar 
kein  Lösungensjstem  (3)  bekannt.  Aber  das  System  (1)  ordnet 
jedem  Punkte  M  oder  {x,  y)  der  Ebene  zu  jeder  Zeit  t  ge- 
wisse bekannte  Geschwindigkeitskomponenten  zu,  denn  diese 
Komponenten  sind  ja  die  gegebenen  Funktionen  X(t,  x,  y) 
und  Y(tj  X,  y)  des  Ortes  {x,  y)  und  der  Zeit  t  Aus  beiden 
Komponenten  läßt  sich  rückwärts  die  Geschwindigkeit  MW 
des  Punktes  M  zur  Zeit  t  geometrisch  nach  Fig.  8  konstruieren. 
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Mühin  ordnet  das  System  (1)  jedem  Punkte  M  oder  (Xy  y) 
SU  jeder  Zeit  t  eint  gewisse  wohlbekannte  Geschwindigkeit  su,  die 
als  Strecke  MW  darstdlbar  ist.  Der  Punkt  M  bildet  zasammen 
mit  der  Richtung  dieser  Strecke  MW  wie  in  Nr.  666  ein 
Liniendementf  und  die  gesuchten  Bahnkunren  berühren  in  allen 
ihren  Punkten  zu  den  zugehörigen  Zeiten  die  zugeordneten 
Linienelemente.  Man  hat  dabei  wohl  zu  beachten,  daß  die 
Strecken  MW  sowohl  ihrer  Länge  als  auch  ihrer  Richtung 
nach  nicht  nur  yon  der  jeweiligen  Lage  (x,  y)  der  Punkte  M, 
sondern  auch  von  der  zugehörigen  Zeit  t  abhängen.  Wenn  man 
also  auch  hier  wie  in  Nr.  666  und  667  das  Bild  einer  Strömung 
gebrauchen  kann,  hat  man  doch  zu  bedenken,  daß  diese« Strö- 
mung nidU  stationär^  d.  h.  nicht  zu  allen  Zeiten  t  dieselbe  ist. 
Aus  diesem  Grunde  ist  es  unmöglich,  etwa  so,  wie  es  in  Fig.  3 
von  Nr.  666  geschah,  durch  Zeichnung  einer  hinreichend  großen 
Anzalil  von  Linienelementen  oder  Geschwindigkeiten  MW  eine 
ungefähre  Vorstellung  Ton  dem  Verlaufe  der  Bahnkurven  zu 
bekommen.  Wir  haben  diese  neue  Deutung  eines  zweiglied- 
rigen Systems  in  der  Normalform,  die  sich  wesentlich  von  der 
Deutung  in  Nr.  667  unterscheidet,  deshalb  erwähnt,  weil  sie 
eine  besondere  Rolle  in  der  Mechanik  spielt 

Schließlich  muß  noch  bemerkt  werden,  daß  es  nicht  nötig 
ist,  die  unabhängige  Veiäuderiiche  t  als  das  Maß  der  Zeit  zu 
betrachten.  Es  genügt,  diese  Größe  t  als  irgend  eine  Hüfsver- 
änderlidie  aufzufiissen.  Dann  muß  man  z.  B.  dx  :  dt  oder 
X  {ty  X,  y)  die  Geschwindigkeit  des  Fußpunktes.  P,  hesogev^  auf 
die  Häfsveränderlicke  ty  nennen.  Diese  Ausdrucksweise  ist  je- 
doch unbequem. 

Beispiel:  Sind  a,  h  und  g  gegebene  Eonstanten,  so  liege 
das  System  vor: 

Es  laßt  sich  leicht  vollständig  integrieren.    Denn  aus 

dx  =  adty    dy  '^  {b  +  gt)  dt 

folgt  sofort  durch  Quadraturen  : 

(7)  x^at  +  C^y    ybt  +  ^gi^+C.y 

wo  C^  und  C7|  irgend  welche  Eonstanten   sein   können.     Die 
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Natur  der  Kurven^  die  diese  beiden  Gleichungen  (7)  mittels  der 
Hilfsveranderliclien  t  in  der  a;y-Ebene  darstellen,  ist  leicht  zu 
erkennen^  indem  man  mittels  der  ersten  Gleichung  t  aus  der 
zweiten  eliminiert.    Denn  dann  gehen  lauter  Parabdn  hervor: 

(8)  y=.l(a:-C,)  +  ^^(x-C,y  +  C,. 

Die  Parabeln ;  die  sich  bei  verschiedenen  Annahmen  der  Kon- 
stanten Ol  und  Q  ergeben,  sind  einander  samt  und  sonders 
kongruent.     Sie  gehen  nämlich  aus  der  einen  Parabel 

y  =-=  -X  +  i^x^ 

hervrfr,  wenn  man  diese  irgendwie  ohne  Drehung  verschiebt. 

679.  Elimiiiatlon  der  unabhftiiglgen  TerAnderllohen 

aus  einem  sweigliedrigen  System  In  der  Normalform. 

Es  bedeute  wieder  x  =*  q)(t)y  y  =  ^  (^)  ein  Lösungensystem 
des  vorgelegten  Systems  erster  Ordnung  von  zwei  gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen  in  der  Normalform: 

(1)  ^=X(<,a;,y),     ^^-T(t,x,y). 

Statt  X  und  y  als  Funktionen  von  t  zu  betrachten,  kann  man 
auch  y  als  Funktion  von  x  auffassen^  denn  mittels  der  ersten 
Gleichung  x=^  q){()  kann  man  sich  t  aus  der  zweiten  Glei- 
chung y  =^if{t)  eliminiert  denken.  Da  nun  aber  kein  Lösungen- 
system von  (1)  von  vornherein  bekannt  sein  wird,  erhebt  sich 
die  Frage,  ob  man  aus  (1)  selbst  mittels  Differentiation  und 
Elimination  eine  Bedingung  ermitteln  kann,  der  alle  diese 
Funktionen  y  von  x  genügen  müssen.  Ein  ähnliches  Problem 
beschäftigte  uns  in  Nr.  95. 

Zur  Lösung  der  Aufgabe,  statt  t  die  Größe  x  als  unab- 
hängige Veränderliche  einzuführen,  drückt  man  die  Ableitun- 
gen erster  und  zweiter  Ordnung  von  y  nach  x  durch  die  Ab- 
leitungen erster  und  zweiter  Ordnung  von  x  und  y  nach  t  aus. 
Nach  (2)  und  (3)  in  Nr.  93  ist  ja: 

äy  dx  d*y       dy  d*x 

^^  dx  ""  dx^     dx^  ^  7d^» 

dt  \dt) 

Nach  (1)  sind  nun  dxidt  und  dy\dt  gegebene  Funktionen  X 
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nnd  ¥  Yon  i,  Xy  y,  und  durch  yollstandige  Differentiation  von 
(1)  nach  t  ergibt  sich  femer: 

Demnach  sind  die  Ableitungen  erster  und  zweiter  Ordnung  von 
X  und  y  nach  t  als  Funktionen  von  t,  x  und  y  bekannt.  Ihre 
Substitution  in  (2)  liefert: 

Die  rechten  Seiten  dieser  beiden  Qleichungen  sind  demnach 
bekannte  Funktionen  von  t,  x  und  y.  Ist  man  nun  imstande, 
aus  der  ersten  Gleichung  umgekehrt  t  als  Fanktion  von  x,  y 
und  dy  :  dx  zu  berechnen,  so  ergibt  die  Substitution  dieser 
Funktion  in  die  zweite  eine  Bedingung  von  der  Form: 

Hierin  kommt  t  nicht  mehr  vor,  auch  keine  Ableitungen  nach 
t  treten  mehr  auf.  Vielmehr  liegt  jetzt  eine  gewöhtdidie  Diffe- 
rentiaJgleidmng  zweiter  Ordnung  für  die  Funktion  y  von  x  in 
der  Nomidlform  vor.  Ibr  müssen  alle  diejenigen  Funktionen  y 
von  X  genügen,  die  aus  allen  Lösungensystemen  x^q>{t), 
y «  ^  (^)  des  vorgelegten  Systems  (1)  durch  Elimination  von 
t  hervorgehen. 

Beispiel:  Bei  dem  in  der  letzten  Nummer  betrachteten 
Beispiele 

worin  a,  h  und  g  gegebene  Eonstanten  bedeuten,  hat  man  X  «  a, 

r=6+i7f,  sodaß  X^  =  Xy=r,==ry=^OundX,-0,  r,-(7 
ist.    Die  Gleichungen  (3)  lauten  hier  folglich  so: 

dy  ^  h-\'gi       d^y  ^  g 
dx  a     '      dx^       a* ' 

Da  die  zweite  schon  von  t  frei  ist,  erübrigt  sich  die  zuletzt 
noch  auszuführende  Elimination  von  t  Alle  Funktionen  y  von 
:r  also,  die  aus  allen  Lösungensystemen  x^<p(t),  y='i^{i)  von 

[679 


42    Kapitel  L   Übersicht  über  die  irrten  yon  DiffSoientialgleichungen 

(5)  durch  Elimination  Ton  i  ermittelt  werden  können^  genügen, 
der  gewöhnlichen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

für  Funktionen  y  Ton  x.     Sie  läßt  sich  leicht  vollständig  inte- 
grieren.    Denn  zunächst  folgt  aus  ihr  durch  eine  Quadratur: 


li.J^äx-^^x  +  n, 


WO  y^  irgend  eine  Konstante  bedeutet.  Eine  zweite  Quadratur 
gibt  weiterhin: 

oder: 

wo  y^  irgend  eine  Konstante  bedeutet.  Dies  Ergebnis  kann 
leicht  bestätigt  werden,  da  es  uns  in  dem  Beispiele  der  letzten 
Nummer  gelang,  das  vorgelegte  System  yollständig  zu  inte- 
grieren und  dann  durch  Elimination  von  t  die  fraglichen  Funk- 
tionen y  von  X  zu  ermitteln.  Es  ergaben  sich  damals  unter  (8) 
die  Funktionen 

worin  (7^  und  C^  irgend  welche  Konstanten  bedeuten.  Sie 
lassen  sich  auch  so  darstellen: 

Wird  nun 

gesetzt,  so  geht  in  der  Tat  gerade  die  Gleichnng  (7)  hervor. 
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Zweites  Kapitel.^ 

Existenzbeweise  im  reellen  Bereiche. 


§  1.  Existenzbeweis  bei  zweigliedrigen  Systemen  in  der 

Normalform. 

680.  Torbeinerkimgeii.  Wie  sclioa  in  Nr.  676  betont 
wnrde^  beschiänken  wir  uns  bis  auf  weiteres  immer  auf  Ver- 
änderliche und  Funktionen  im  reellen  Bereiche;  auch  verstehen 
wir  unter  Funktionen  immer  nur  einwertige^  es  sei  denn,  daß 
ausdrücklich  anderes  gesagt  wird. 

Im  gegenwärtigen  Paragraphen  wird  die  Frage  nach  der 
Existenz  von  Lösungensystemen  zweigliedriger  Systeme  von  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen  in  der  Normalform  beant- 
wortet werden.  In  diesem  Falle  nämlich  sind  einerseits  die 
notigen  Formeln  noch  bequem  anzugeben,  und  andererseits  ist 
dieser  Fall  schon  allgemein  genug,  xan.  daran  zu  ersehen,  wie 
sich  die  Betrachtung  bei  mehrgliedrigen  Systemen  entsprechend 
durchfuhren  läßt  Außerdem  wird  es  leicht  fallen,  später  den 
speziellen  Fall  einer  einzigen  Differentialgleichung  in  der  Nor- 
malform zu  erledigen. 

Wie  in  Nr.  678,  679  finden  wir  es  zweckdienlich,  ein 
zweigliedriges  System  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
in  der  Normalform  so  zu  schreiben: 

(1) ^-X(<,a^,y),    ^~Tit,x,y). 

1)  Dies  Kapitel  bereitet  yielleicht  vorläufig  Schwierigkeiten.  Zum 
Yerstehen  des  Späteren  braucht  man  in  diesem  Falle  zunächst  nur  von 
den  Lehrsätzen  dieses  Kapitels  ohne  ihre  Beweise  Kenntnis  zn  nehmen. 
Hat  man  dann  nach  der  Erledigang  des  dritten  Kapitels  größere  Yer- 
trantheit  mit  den  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
erlangt^  so  hole  man  das  Überschlagene  nach. 
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Aach  deuten  wir  dis  beiden  abhängigen  Veränderlichen  x  nnd 
y  wie  in  Nr.  678  als  rechtwinklige  Koordinaten  in  der  Ebene, 
währeod  die  anabbängige  Veränderliche  t  die  B.olle  einer  Htlfs- 
veräaderlicheB  spielt.  Aber  nur  zum  leichteren  Verstehen  der 
Betrachtungen  wird  die  Veranschaulichnng  in  der  Ebene  be- 
nutzt werden;  die  Beweise  sollen  entsprechend  der  in  Nr.  7  auf- 
gestellten Forderung  rein  analytisch  Terlsufen. 

Angenommen  wird  die  Existenz  eines  Bereiches  der  Werte- 
tripel  t,  X,  y,  innerhalb  dessen  die  beiden  gegolten  Funktioaen  X 
und  Y  von  i,  x,  y  stetig   dnd   und   stetige   JMeitungen  erster 
Ordnung  hinsichtlich  x  und  y  haben,  also  nicht  notwendig  auch 
hinsichtlich  t.     Bedeutet   ^,   x^,    t/^    ein    benimmt    gewähltes 
Wertetripel  im  Innern  des  Bereiches,  so  gibt  es  eine  positive 
und  Ton  Null  verschiedene  Größe  {  derart,  daS  zu  allen  dem 
Intervalle  \t  —  t„\<.l  angehörenden  Werten  von  t  solche  Werte- 
paare X,  y  vorhanden  sind,   die 
zusammen  mit  t  innerhalb   des 
Bereiches     liegen.       Derartige 
Wertepaare  x,  y  werden  in  der 
ary-Ebene  durch  die  Punkte  (ar,  y) 
eines    gewissen    Flächen  Stückes 
dargestellt    sein,    siehe    Fig.  9. 
Weiterhin  gibt  es  eine  positive 
und  von  Null  verschiedene  Größe 
^^___^  It  derart,  daß  zu  diesen  Werte- 

^'  *'  paaren  insbesondere  alle  diejeni- 

gen x,y  gehören,  die  den  Bedingungen  \x-~x^\<Jc  und  |y— yd^Ä 
genDgen.    ÄUe  Wertetripel  t,  x,  y  also,  von  denen  die  drei 


(2)  \t-t^\<.l,    \x-x^\^lc,    \y-yA^-k 

be^iedigt  werden,  gehören  dem  Bereiche  an,  innerhalb  dessen 
X  und  Y  die  oben  genannten  Eigenschaften  haben.  FOr  längere 
Zeit  beschränken  wir  uns  auf  den  durch  (2)  bestimmten  Be- 
reich. Wegen  der  gemachten  Voraussetzungen  sind  nun  zwei 
positive  Größen  g  und  g'  derart   vorbanden,   daß  infolge   von 

(2)  stets 

(3)  \X\<9,     \Y\^g 
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und 

(4)  \X,\^g%    \X,\^g',    \Y,\^9',    \Y^\^g' 

wird. 

Genügen  zwei  Wertetripel  t^  Xy  y  und  t,  x  +  jdx,  y  +  z/y 

den  Bedingungen  (2),  so  gibt  es  nach  dem  Mittelwertsatze  28 

Yon  Nr.  137  zwei  positive  echte  Brüche  0  und  d*  derart,  daß 

die  Differenzen 

/Ix  =  X{t, X  +  ^x^  y  +  /iy)  -  X{t, x, y), 
^y  =^  T(t,x  +  ^x,  y  +  Jy)  -  Y(t,x,y) 

gleich  denjenigen  Werten  sind,  die  die  Summen 

X^^x  +  X^Jy    bzw.    T^^x+Y^Jy 

m 

annehmen,  wenn  x  und  y  in  der  ersten  Summe  durch  x  +  O^x 
und  y  -{-  Ojdy  und  in  der  zweiten  Summe  durch  x  +  ^/Ix  und 
y  +  ^^y  ersetzt  werden.  Weil  aber  auch  iyX-\-  BJx^  y  +  OJy 
sowie  t,  X  +  ^JXy  y  +  -ö'z/y  solche  Wertetripel  sind,  die  den 
Bedingungen  (2)  für  tj  x,  y  genügen,  folgt  aus  Satz  2,  TSt.  4, 
nnd  aus  (4),  daß  überall  im  Bereiche  (2)  die  Ungleichungen 
bestehen : 

(ö)    \^X\£</{\^x\  +  \Jy\),   \^T\^g'{\^x\  +  \^y\). 

ffierbei  sei  darauf  besonders  hingewiesen,  daß  ^Xxmd  ^iF  Zu- 
nahmen von  X  und  Y  bei  festgehaltenem  Werte  von  t  bedeuten. 

Yon  den  Formeln  dieser  Nummer  machen  wir  in  der 
Folge  wiederholt  Gebrauch. 

681.  Ersatz  einer  Integralkurtre  durch  ein  Poly- 
gon. Wenn  a?  =»  qp  (^),  y  =»  ^  (t)  ein  Lösungensystem  des  vor- 
gelegten zweigliedrigen  Systems  in  der  Normalform 

(1)  ^f-X(^a;,y),     ^/-^Yit,x,y) 

innerhalb  des  in  der  letzten  Nummer  festgesetzten  Bereiches 

(2)  \t-t,\^l,    \x-xj^k,    \y-y,\£k 

sein  soll,  müssen  q)(t)  und  tl)(t)  Ableitungen  q)'(t)  und  ^'(<) 
haben,  [die  gleich  X(t,  g),  ^)  und  F(^,  9?,^)  sind.  Da  von 
vornherein  kein  Lösungensystem  bekannt  ist,  wird  man  ver- 
suchen, zur  Annäherung  an  ein  etwa  vorhandenes  Lösungen- 
system so  vorzugehen,  daß  man  die  Ableitungen  dx :  dt  und 
dyidt,  d.h.  die 'Differentialquotienten  von  x  und  y,  zunächst 

[680,  681 


46  Kapitel  IL   ExistenzbeweiBe  im  reellen  Bereiche 

durch  DifferensfenquoiiefUen  jdxidt  und  ^dyi^t  ersetzt.     Wir 
Terfahren  deshalb^  wie  folgt: 

Außer  t^  werde  noch  ein  bestimmter  Wert  t  im  Intervalle 
I  ^  —  ^  I  ^  {  angenommen.  Vorläulig  ist  es  dabei  für  den  sprach- 
lichen Ausdruck  und  für  die  Formeln  bequem,  vorauszusetzen^ 
daß  t  größer  als  t^  sei.  Diese  Annahme  soll  aber  später  wieder 
fallen.  Das  Intervall  von  ^  bis  t  werde  nun  durch  irgend 
welche  beständig  nfunehmende  Zwischenwerte  ^^  ^>  •  •  -  ^«.i  in 
etwa  n  Teile  beliebig  geteilt.  Ist  Oberhaupt  im  Intervalle  der 
unabhängigen  Veränderlichen  von  ^  bis  t  ein  Lösungensjstem 
vorhanden,  das  für  t^t^  die  Werte  Xq  und  y^  hat,  die  wir  die 
Änfangswerte  nennen,  so  gehören  auch  zu  jedem  der  n  Werte  t^^ 
t^, . . .  t^_i  und  t  gewisse  Wertepaai^  des  Lösungensystems.  In- 
dem wir,  wie  gesagt^  die  Ableitungen  des  Losungensjstems 
durch  Differenzenquotienten  ersetzen,  und  zwar  durch  diejenigen, 
die  sich  auf  die  n  Differenzen  t^  —  t^,  t^  —  t^,  . . .  t  —  t^^^  be- 
ziehen, stellen  wir  statt  (1)  das  folgende  Gleichungensystem  auf: 


X  —  X  _j  y  —  y  _j 

•        *«  — 1  ,  •        •«—1 

von  dem  das  erste  Gleichungenpaar  x^  und  y^  bestimmt,  darauf 
das  zweite  x^  und  y,,  usw.,  schließlich  das  n^  die  sogenannten 
Endwerte  x  und  y.  Bedeuten  allgemein  X^  und  T^  die  Werte 
der  Funktionen  X  und  Y  für  das  Wertetripel  t^y  Xf,  y^,  so 
können  die  vorstehenden  Gleichungen  auch  so  geschrieben 
werden: 


(3) 


Der  Gedankengang  möge  auch  graphisch  erläutert  werden: 
Nach  Nr.  678  ordnet  das  System  (1)  einem  Punkte  {x,  y)  der 
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ng.  10. 


Ebene  für  einen  bestimmten  Wert  t  eine  Tom  Punkte  aus- 
gehende Strecke  zn,  deren  Projektionen  auf  die  Koordinaten- 
achsen die  Längen  X{t,  <c,  y)  und 
Y(tj  Xy  y)  haben.  Vom  Punkte  {x^^  y^ 
oder  M^  aus,  siehe  Fig.  10,  wird  die 
zu  ihm  und  zu  i^  gehörige  Strecke 
konstruiert  und  ihre  Gerade  bis  zu 
demjenigen  Punkte  {x^y  y^  oder  M^ 
yerfolgt,  der  so  liegt,  daß  die  Pro- 
jektionen von  MqM^  auf  die  Achsen 
gleich  dem  (^^  —  ^o)&chen  Ton  X^  und 
Tq  sind,  d.  L  es  wird  das  (t^  ^  <o)fache 
der  dem  Wertetripel  t^,  x^,  y^  zugeordneten  Strecke  zurückgelegt 
Ebenso  wird  weiteriiin  Ton  jedem  schon  konstruierten  Punkte 
(x^j  y^  oder  M^  aus  das  (^^^^  —  fi)  fache  der  dem  Wertetripel 
if,  x^j  y^  yermöge  (1)  zugeordneten  Strecke  bis  zu  einem  folgen- 
den Punkte  (oTi^i,  ^i^i)  oder  M^^^  zurückgelegt.  Schließlich 
gelangt  man  so  zu  einem  Endpunkte  (Xy  y)  oder  Jf,  wenn  man 
alle  Werte  ^,  ^,  . . .  ^».i  nnd  t  aufgebraucht  hat.  Man  ver- 
mutet nun,  daß  das  dadurch  gewonnene  Polygon  Mq  M^  M^  . . . 
M^_^M  zur  Grrenzlage  eine  Kurve  haben  wird,  wenn  die  An- 
zahl aller  Zwischenwerte  zwischen  i^  und  t  über  jede  Zahl  wächst 

und  dabei  alle  Differenzen  ^  —  ^o^  ^""^y  ••*  ^~~^n-i  ^^'^  TSvll 
streben,  und  daß  diese  Kurve  das  graphische  Bild  eines  Funk- 
tionenpaares x*^q){t)y  y  =  tl;(t)  sein  wird,  das  ein  Lösungen- 
system von  (1)  darstellt.  Dies  soll  in  den  folgenden  Nummern 
bewiesen  werden. 

Vorher  ist  noch  die  Frage  zu  erörtern,  wie  man  den  End- 
wert t  annehmen  wird,  damit  auch  sicher  alle  n  +  1  Werte- 
tripel von  t^j  Xq,  y^  an]  bis  zum  letzten  Tripel  t,  x,  y  den  Un- 
gleichungen (2)  Genüge  leisten,  so  daß  dann  auch  alle  Ecken 
M^,  M^j . .  jlf^.i  und  M  des  Polygons  innerhalb  des  in  Fig.  9 
der  vorigen  Nummer  angegebenen  Quadrates  liegen,  wie  es 
schon  in  Fig.  10  angenommen  worden  ist. 

Da  t  zunächst  so  gewählt  wurde,  daß  |  ^  —  ^o  I  ^  ^  ^^>  ^^' 
friedigen  alle  Werte  ^,  ^, . . .  <„_j,  <  die  für  ^  aufgestellte  erste 
Bedingung  (2).  Infolge  der  Ungleichungen  (3)  der  vorigen 
Nummer  liefern  femer  unsere  beiden  ersten  Gleichungen  (S): 
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I  ^1  -  «0  I  <  I  <i  -  ^0 1 5^ ;  I  yi  -  yo  I  <  Ml  -  ^0 1 5^- 
Mithin  erfüllt  das  Wertetripel  t^,  x^,  y^  die  Bedingungen  (2), 
sobald  I  ^1  —  ^0 1  ^  S  ^  ^^^-  Dann  fallen  auch  |  X^  |  und  |  T^  \  nach 
(3)  in  voriger  Nummer  nicht  größer  als  g  aus.  "Weiterhin 
liefern  die  yier  ersten  Gleichungen  (3)^  wenn  man  jedesmal  die 
beiden  untereinander  stehenden  addiert: 

a:,  -  a?o  «  (^,  — ^i)  Xi  +  (^1  -  <o)  ^0» 
so  daß  kommt: 

Mithin  genügt  auch  das  Wertetripel  t^,  x^,  y,  den  Bedingungen 
(2),  sobald  (tt'~^o)9^^  ^^-  ^^  dieser  Art  schließt  man  weiter, 
indem  man   immer  mehr  untereinander  stehende  Gleichungen 

(3)  addiert.  Deshalb  wird  man  keine  der  Größen  (i^  ^  t^gy 
ih  ■"  ^Q)9f  •  •  •  (^ "~  '0)5'  größer  als  h  wählen.  Dies  wird  erreicht, 
falls  man  nur  (t  —  t^g'^^y  d.  h.  t  —  t^'^hig  annimmt.  Weil 
i  —  i^  außerdem  nach  (2)  nicht  größer  als  l  sein  soll,  folgt  somit: 

Sobald  t>t^  und  zi/oar  so  gewählt  wird,  daß 

k 

(4)  sowoM  t  ''tQ<i-  als  auch  t  —  t^^Kl 

ist,  genügen  aUe  durch  (3)  bestimmten  n  Wertetripd  von  t^^,  x^,  y^ 
an  bis  mm  leiden  Tripel  t,  x,  y  den  Bedingungen  (2).  Je  nach 
den  Größen  von  Tc:g  und  l  ist  natürlich  immer  eine  der  beiden 
Forderungen  (4)  überflüssig. 

682.  Eine  endlose  Folge  von  Polygonen.  Nunmehr 
wird  statt  des  bisher  betrachteten  einen  Polygons  eine  erbose 
Folge  von  Polygonen  konstruiert,  indem  man  dabei  immer  vom 
Wertetripel  t^,  x^,  y^  ausgeht  und  bei  dem  in  Gemäßheit  der 
Bedingungen  (4)  der  letzten  Nummer  ein  für  aUemal  bestimmt 
gewählten  Werte  von  t  endet.  Dies  Verfahren  bereiten  wir 
so  vor: 

Es  wird  irgendeine  bestinunte  endlose  Folge  Ton  lauter  ab- 
nehmenden positiven  Zahlen  t^  t^,  t^y .  ^  >  angenommen,  die  eine 
Jconvergenle  Reihe  r^  +  r ,  +  Tj  +  •  •  •  bilden  (z.  B.  die  Folge 
hhhit  • '  0-  ^^^ S^^z  3;  ^^'  103,  streben  diese  Zahlen  nach 
Null:  lim  r^  —  0  für  lim  n » cx>.  Femer  gibt  es  nach  Satz  2, 
Nr.  611,  zu  jeder  Zahl  t^  eine  positive  Zahl  6^  derart,  daß 
681,  68IS] 
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überall  im  Bereiche 

(1)       1^  — ^ol<^      |a?  — a?o!^*>      |y-yol^* 

der  absolute  Betrag  der  Differenz  z/X  nicht  größer  als  x^  ans- 
fallty  faUs  z/X  einen  Zuwachs  von  X(tjXyy)  bedeutet^  bei  dem 
die  absoluten  Betrage  der  Zunahmen  von  i^  x  und  y  nicht  größer 
als  tfj  sind.  Eine  entsprechende  Zahl  6^  gibt  es  zu  r^  in  Hin- 
sicht auf  die  Funktion  Y.  Wird  jetzt  die  kleinere  der  beiden 
Zahlen  6^  und  6^  mit  6^  bezeichnet,  so  ist  also  überall  im  Be- 
reiche (1) 

(2)  infolge  von 

\^t\'^^iy    ^^x^^^if    iJyl^ö^. 

Weiterhin  soll  nun  p^  die  kleinere  der  beiden  Zahlen  6^  und  6^ :  g 
Torstellen.  FaUs  g^l  ist,  wird  q^  gleich  (T,.;  aber  es  ist  denk- 
bar, daß  g  mehr  als  Eins  beträgt. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  werde  das'^  Intervall  von  i^  bis 
i  zunächst  durch  irgendwelche  beständig  wachsende  Zwischen- 
werte ^19  ^7  •  •  •  ^«^1  in  lauter  Teile  zerlegt,  die  nicht  größer  als 
Q^  sind.  Alsdann  sollen  dazwischen  noch  weitere  neue  Werte 
so  eingeschaltet  werden,  daß  kein  Teilintervall  größer  als  q^ 
wird,  darauf  noch  mehr  derart,  daß  kein  Teilintervall  größer 
als  Q^  wird,  U3w.  Wesentlich  ist  hierbei,  daß  hei  jeder  folgenden, 
feineren  Zerlegung  des  InterväUes  van  t^his  i  alle  bis  dahin  schon 
eingeführten  Zwischenwerie  beibehalten,  also  nwr  noch  genügend 
vide  neue  su  ihnen  hinzugefügt  werden.  Zu  jeder  Zerlegung  ge- 
hört nun  wie  zur  ersten  nach  den  Entwickelungen  der  letzten 
Nummer  ein  bestimmtes  von  M^  oder  {x^,  y^  ausgehendes  Po- 
lygon in  der  Umgebung  |  a?  —  ar^  I  ^  *>  1  y  ~"  ^o  I  ^  ^  ^^  Punktes 
M^  oder,  analytisch  ausgesprochen,  ein  Gleichungensystem  ent- 
sprechend dem  System  (3)  der  letzten  Nummer,  also  auch 
jedesmal  ein  letztes  Wertetripel  ty  x,  y.  Der  Endwert  i  ist 
dabei  immer  derselbe,  nämlich  der  von  vornherein  gewählte, 
während  x  und  y  bei  jeder  Zerlegung  besondere  Werte  haben 
werden.  Zu  allen  denjenigen  Zwischen  werten  zwischen  t^  und 
ty  die  bei  einer  Zerlegung  gebraucht  worden  sind,  gehören  nicht 
nur  Ecken  des  zugehörigen  Polygons,  sondern  auch  Ecken  aller 
folgenden  Polygone,  aber  nicht  alle.    Jedes  Wertetripel  t,  x,  y, 
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das  zu  irgendeiner  Ecke  irgendeines  der  Polygone  gehört^  g^ 
nQgt  infolge  der  in  der  letzten  Nummer  gemachten  Annahmen 
(4)  den  Bedingungen  (1); 

Mit  {x^y  y,),  (a:„  y,),  , . .  (a:„.i,  y^^O  und  (»,  y)  bezeich- 
nen wir  jetzt  wie  in  der  letzten  Nummer  die  Eckpunkte  des  zur 
ersten  Zerlegung,  also  zu  ^^,^,  . . .  ^^.^^  ^  gehörenden  Poljgona. 
Sämtliche  bei  der  zweiten  Zerl^ung  gebrauchten  Zwischen- 
werte zwischen  t^  und  t  seien  mit  t,\  t^\..  bezeichnet,  und  es 
mögen  (x^,  y/),  (x^\  y^\  ...  die  zugehörigen  Ecken  des  zweiten 
Polygons  vorstellen.  Nach  Voraussetzung  befinden  sich  ^,  ^, 
. . .  ^^_j  unter  den  Werten  t^^  t^'y  . . ,  .    Es  sei  also  etwa 

d.  h.  bei  der  zweiten  Zerlegung  mögen  zwischen  t^  und  t^^^  noch 
insgesamt  r  —  1  neue  Zwischenwerte  f^^i,  C+a?  •  •  •  C+r-i  ®^^" 
geschaltet  worden  sein.  Die  Gleichungen  (3)  der  letzten  Num- 
mer gelten  nun  für  das  erste  Polygon.  Entsprechende  Glei- 
chungen bestehen  für  das  zweite.  Von  ihnen  geben  wir  nur 
diejenigen  an,  die  sich  auf  das  Intervall  von  f^  bis  f^^^  be- 
ziehen: 

Xm  +  l  — ^m'="(^  +  l  — tmjXmf  tfm-^l — ym^(C  +  l — hnjYmf 

Xm-\-t  —  Xm-\-l  ^(fci  +  a  —  ^m  +  l)^m  +  l7      ym  +  » — ym  +  l'"(^i  +  J  —  fci  +  l)-*!m  +  l, 

(4)i 

Xm-^-r        ^/i  +  r— 1  '^  (w«  +  r  —  Wn  +  r- l) -^»i  +  r-ly      ffm  +  r  —  ym  +  r— 1 

Dabei  sollen  allgemein  Xj  und  Y^'  die  Werte  von  X(t,  x,  y) 
und  Y(t,  x,  y)  für  das  Wertetripel  tj,  xj  y/  bedeuten. 

Da  ^^.^  — ^  oder,  was  nach  (3)  dasselbe  ist,  ^<+i  —  ^,-  nicht 
größer  als  q^  ausfällt,  wird  umsomehr  C+i~C^Pi"  -A.ußer- 
dem  sind  |  X^  |  und  |  Y'^  \  nach  (3)  in  Nr.  680  nicht  größer  als  g. 
Nach  den  beiden  ersten  Gleichungen  (4)  ist  demnach 

Weil  Qy  die  kleinere  der  beiden  Zahlen  6^  und  6^ :  g  bedeutet, 
folgt  hieraus: 

I  ^m+i  -  <l  ^  ^i>         I  Vm+x  -  »1.1  <  ^1- 
Aus  den  vier  ersten  Gleichungen  (4)  geht  femer  durch  Addition 
68»] 
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untereinander  stehender  hervor: 

yU.-jc-(C+»-c+i)3':+i+(c+i-c)^;, 

also  mit  BQcksicIit  auf  (3)  in  Nr.  680: 

Weil  C+2^  C  i^^<^^^  größer  als  (»|  und  daher  nicht  großer  als 
6y\g  ifliy  wird  folglich  auch 

So  kann  man  durch  Addition  von  Gleichungen  (4)  immer  weiter 
schließen.  Demnach  sind  die  absoluten  Betrage  der  Differenzen 
zwischen  a:!  .  t,  a;l .  „  . . .  x'.^  .  und  x'  sowie  der  Differenzen 
zwischen  y^^^,  y^^,,  .  .  .  y'„+^_,  und  y;^  höchstens  gleich  tf^. 
Weil  dasselbe  von  den  Differenzen  zwischen  C+i>C+27**-C+r-i 
xmd  ^  gilt,  da  Pi^<^i  ist,  folgt  aus  (2),  daß  die  absoluten  Be* 
trage  der  Differenzen  zwischen XJ„^i,  ^+2,  ...X^^^.^  und  X^ 
und  der  Differenzen  zwischen  FJ^+i,  ^^+1;  •  •  •  ^+r-i  ^^^  ^» 
nicht  größer  als  x^  sind.    Wir  können  deshalb  seizen: 

X,w  +  1  =  Xm  +  ^\^\y       Xäi+ j  *=  Xm  +  öjT,  ,  .  .  . 
Xro  +  r-l  •="  Xot  :f:  Ör-i^l, 

wenn  unter  ^i;  ^s;  •  -  *  ^r-i  positive  Größen  verstanden  werden^ 
die  den  Wert  Eins  nicht  überschreiten.  Dabei  bleibt  es  dahin- 
gestellt^ welche  Vorzeichen  in  den  Formeln  (5)  gelten.  Ad- 
dition aller  in  (4)  links  stehenden  Gleichungen  gibt  mm  nach  (5): 

^»  +  r  "~  ^m  "^  (C  +  r"~  O  ^1« 

Der  absolute  Betrag  der  in  der  geschweiften  Klammer  stehen- 
den Summe  ist  nicht  größer  als  C+r~C+i?  umsomehr  nicht 
großer  als  <J^^^  —  ^,  also  nach  (3)  nicht  größer  als  t^J^^  —  i^, 
Ganz    entsprechende   Schlüsse    lassen    sich    für   die   Differenz 

yL+r-y«  machen. 

Mithin  gibt  es  mit  Bücksicht  auf  (3)  zwei  den  Wert  Eins 
nicht,  übersteigende  positive  Größen  ^|  und  ^(  derart;  daß  die 
Formeln  gelten: 

^'  [68Ä 
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wobei  es  dahingestellt  bleibt,  mit  welchen  Vorzeichen  ^^r^  and 
^^x^  behaftet  sind.  Diese  Formeln  (6)  beziehen  sich  auf  die 
Differenzen  der  Abszissen  x'^^^  und  x^  bzw.  der  Ordinalen  y^^^ 
und  y^  derjenigen  beiden  Eckpunkte  des  zweiten  Polygons,  die 
zu  zwei  unmittelbar  aufeinanderfolgenden  Zwischenwerten  f^^^ 
und  tf  der  ersten  Zerlegung  des  Interyalles  von  t^  bis  t  gehören. 

Da  nun  aber  das  s^  Polygon  zur  {s  —  1)**"  Zerlegung  in 
derselben  Beziehung  wie  das  zweite  Polygon  zur  ersten  Zer- 
legung steht,  indem  dann  nur  r^.^  an  die  Stelle  von  t^  tritt, 
ergibt  sich  sogleich  noch  aUgemeiner: 

Wenn  t  und  t  +  ^t  zwei  unmittelbar  aufeinanderfolgende 
Zwischenwerte  bei  der  {s  —  1)*®**  Zerlegung  des  Interralles  von 
t^  bis  t  sind  und  zu  ihnen  die  Wertetripel 

t,  J„  9,  und  t  +  ^t,  S,  +  z/E„  \),  +  ^\ 

in  bezug  auf  das  s^  Polygon  gehören,  so  daB  (j,,  ^J  und  (e,  +  -^E„ 
t),  -f  ^qJ  die  zu  t  und  t  +  ^t  gehörigen  und  im  allgemeinen 
nicht  unmittelbar  aufeinanderfolgenden  Ecken  des  ^  PolygODs 
sind,  gelten  Formeln 

^S,«  {X(t,  E„  9,)  ±  ^,.ir,.i}z/t, 

worin  d^^j  und  ^l^i  den  Wert  Eins  nicht  übersteigende  posi- 
tive Größen  sind  und  es  dahingestellt  bleibt,  mit  welchen  Vor- 
zeichen sie  in  den  Formeln  auftreten. 

688.   Grenzlag^e   der  Endpunkte   aller  Polygone. 

Beim  ersten  Polygon  gilt  nach  (3)  in  Nr.  681  die  Oleichung: 

Wird  sie  von  der  ersten  Gleichung  (6)  der  letzten  Nummer 
abgezogen,  so  kommt 

In  der  geschweiften  Klammer  kommt  eine  Differenz  zwischen 
zwei  Werten  der  Funktion  X  vor,  wobei  t  beide  Male  gleich 
t^  ist.  Nach  (5)  in  Nr.  680  ist  der  absolute  Betrag  dieser  Diffe- 
renz nicht  größer  als 

Mithin  ergibt  sich: 

68»,  688J 
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Granz  entsprechend  hat  man: 

Iy:+r-yi+il^|y:-y«l+ft+i-0{i/'[k;-«il+ly:-y*n+*,l. 

Wenn  man  beide  Ungleichongen  addiert  und  Überdies  aaf  bei- 
den  Seiten  t^:^'  binzuf&gt,  kommt^): 

Zur  Erzielung  einer  größeren  Übersichtlichkeit  ist  es 
zweckmäßig,  Yon  jetzt  an  diejenigen  n  Ecken  des  zweiten  Poly- 
gons,  die  zu  den  schon  bei  der  ersten  Zerlegung  benutzten 
Werten  t^,  ^, . .  .  f._i,  t  ge- 
hören, etwa  mit 

zu  bezeichnen,  siehe  Fig.  11. 
Außerdem  wird  die  letzte  Un- 
gleichung bequemer,  wenn 
man  die  rechts  vorkommende 
Summe 

i  +  va+i-«,) 

durch  die  nach  Nr.  117  größere  Zahl 
ersetzt.     Dann  kommt: 

und  diese  Ungleichung  gilt  für  i  =  0,  1,  2,  . . .  w  —  1.  Im  Falle 
i  «•  n  —  1  sind  dabei  t^,  x^y  y^y  |„,  ^,  durch  t,  ic,  y,  |,  ij  zu  er- 
setzen. Dies  sind  nämlich  die  Werte,  die  sich  auf  die  Enden 
beider  Polygone  beziehen.  Außerdem  ist  ^  —  x^  und  i^^  »  y^, 
weil  beide  Polygone  an  der  Stelle  M^  beginnen. 


i'^^y^ 


IWg.  11. 


1)  Von  jetzt  an  tritt  infolge  der  Addition  beider  Ungleichungen  ein 
Faktor  Zwei  auf.  Es  werde  schon  hier  angemerkt,  daß  später  bei  der 
Verallgemeinerung  auf  ein  System  von  n  Differentialgleichungen  in  der 
Normalform  statt  der  Zwei  der  Faktor  n  vorkommt ,  Tgl.  Nr.  696. 
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Multipliziert  man  alle  n  ÜDgleichungen  miteiDander,  bo 
ergibt  sich  daher: 

oder: 

II  _  ajj  +  I ,  _  y|<  J  {e«/(*-«  _  1). 

Um  80  mehr  ist  einzeln: 

Hierin  sind  %  —  x  und  vi  — y  die  Diiferenzen  der  Koordinaten 
der  Endpufikte  des  zweiten  und  ersten  Polygons. 

Dieselbe  Schlußfolgerung  läßt  sich  für  die  Differenzen  der 
Koordinaten  der  Endpunkte  des  s*^  und  des  (s  —  1)*^  Poly- 
gons machen;  dabei  tritt  r^.^  an  die  Stelle  von  tr^.  Bedeuten 
also  von  jetzt  an  £,  und  t)^  die  Koordinaten  des  Endpunktes  des 
gUm  Polygons^  SO  bestcheu  die  Ungleichungen 

(l)lE-E.-.l<-y-{e*''<'-'->-l},j9-9,-il<^M«*''<'-«-l} 
für  alle  Indizes  5  «  2,  3,  4  . . .    Nun  aber  ist: 

S.  ~  &  =  (h  -  El)  +  (&  -  Et)  +  •  •  •  +  (E.  -  E.-i), 

U.-  9i  -  (9i-  9i)  +  (9»-  ^t)  +  •  •  •  +  (9,  -  9,-i)- 

Die  rechten  Seiten  werden  für  lim  s  —  oo  unendliche  Reihen, 
die  nach  Satz  8,  Nr.  104;  unbedingt  konvergieren,  denn  die  ab- 
soluten Beträge  ihrer  Glieder  sind  nach  (1)  kleiner  als  die 
Glieder  der  nach  Nr.  682  konvergenten  Reihe  t^  -|-  r,  +  •  •  • , 
nachdem  man  diese  mit 

multipliziert  hat.  Folglich  haben  J,  —  j^  ^^^  ^$  T  9i  '"^^^  (2) 
für  lim  5 »  oo  bestimmte  Grenzwerte,  daher  auch  je,  und  ^^ 
selbst.     Wir  haben  also  gefunden: 

Die  Koordinaten  des  Endpunktes  (jr,,  ^J  des  s^^  Polygons 
streben  für  Ums  »  oo  nach  bestimmten  endlichen  Werten^  und 
jswar  liegt  die  jsugehörige  Stelle  mit  aUen  Ecken  aller  Polygone 
in  der  Umgebung 

[x  —  Xf^l^k,     ly-yol^* 

des  Anfangspunktes  {x^f  y^)  dller  Polygone 
688] 
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684.  ▼ervollstbidigimg  der  Betraohtmiff.  Die  Her- 
stellong  der  immer  feiner  werdenden  Teilungen  des  Intervalles 
Ton  #Q  bis  t,  die  wir  in  Nr.  682  ausführten^  ist  Ton  besonderer 
Art,  weil  bei  jeder  folgenden  Teilung  alle  Zwischenwerte  der 
vorhergehenden  Teilung  mit  benutzt  wurden.  (Vgl.  die  entspre- 
chende Bemerkung  in  Nr.  407.)  Es  soll  jetzt  gezeigt  werden, 
daß  man  immer  zu  denselben  Grenzwerten  der  Endkoordinaten 
der  Polygone  kommt,  yon  welcher  Teilung  des  Interralles  man 
auch  ausgehen  mag,  Torausgesetzt,  daß  aUe  Teilinterralle  nach 
Null  streben  und  ihre  Anzahl  demgemäß  über  jede  Zahl  wächst. 

Es  sei  r  eine  beliebig  klein  gewählte  positive  Zahl.  Zu 
ihr  gibt  es  eine  positive  Gtroße  0  so,  wie  es  in  Nr.  682  zu 
T^,  7„ . . .  gewisse  positive  Ghroßen  ^i,  (f^,  - .  .  gab.  Nun  seien 
ßwd  verschiedene  Zerlegungen  des  Intervalles  von  t^  bis  t  an- 
genommen, und  sie  mögen  durch  Einschalten  hinreichend  vieler 
Zwischenwerte  so  weit  verfeinert  worden  sein,  bis  alle  Teil- 
differenzen kleiner  als  ff  und  auch  kleiner  als  6:g  geworden 
sind.  Alsdann  gehören  zu  beiden  Zerlegungen  Polygone.  Die 
Koordinaten  ihrer  Endpunkte  seien  'j^i,  t)i  und  ^n^  ^n*  Eine 
dritte  Zerlegung  werde  nun  dadurch  hergestellt,  daß  aUe  Zwi- 
schen werte  der  ersten  und  zweiten  Zerlegung  zusammen  be- 
nutzt werden,  und  es  seien  tCul,  ^u  die  Koordinaten  des  End- 
punktes des  zugehörigen  Polygons.  Diese  dritte  Zerlegung  läßt 
sich  sowohl  aus  der  ersten  als  auch  aus  der  zweiten  durch 
Verfeinerung  gewinnen,  so  daß  das  dritte  Polygon  sowohl  aus 
dem  ersten  als  auch  aus  dem  zweiten  nach  der  Art  wie  in 
Nr.  682  hervorgeht.  Fotglich  sind  nach  (1)  in  voriger  Nummer 
sowohl 

I  Em  -  Ei  I     und     |  ^m  -  ^i  | 
als  auch 

kleiner  als 


I  Em  —  En  I     und     |  9m  —  ^n  | 
g 


Daraus  folgt  wegen 

En  —  Ei  =-  (Em  —  Ei)  —  (Em  —  En)? 
t|n  —  9i  ==  (9in  —  t)i)  —  (^  —  t)u) 
nach  Satz  2,  Nr.  4: 
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|Xn-Jr|<^!{6*»'<'-'°)-l},      l^n-^iK^lc»»'^-«-!}. 

Die  rechten  Seiten  dieser  Ungleichungen  streben  für  lim  r  »=  0 
nach  Null  Dies  zieht  nach  sich:  Die  Endpunkte  (jCi,  Qi)  und 
(fn,  t)n)  der  beiden  Polygone,  die  zu  zwei  zunächst  ganz  be- 
liebig angenommenen  Zerlegungen  von  t  -  ^o  gehören,  streben 
nach  demselben  Punkte,  wenn  beide  Zerlegungen  so,  wie  es  in 
Nr.  682  geschah,  ohne  Ende  yerfeinert  werden.  Wesentlich  ist 
also  in  der  Tat  nur  der  eine  Umstand,  daß  alle  Teilintervalle 
von  t  —  tQ  nach  Null  streben  und  dementsprechend  ihre  An- 
zahl über  jede  Zahl  wächst. 

Es  ergibt  sich  aber  noch  mehr:  Ist  f  irgend  ein  Wert 
zwischen  Iq  und  t,  so  kann  er  von  vornherein  als  Zwischenwert 
bei  der  Teilung  des  Intervalles  benutzt  werden,  so  daß  er  auch 
bei  allen  weiteren  Verfeinerungen  der  Teilung  ein  Zwischen- 
wert bleibt  und  also  zu  ihm  Ecken  aUer  Polygone  gehören. 
Wa&  für  das  ganze  Intervall  von  t^  bis  t  bewiesen  wurde,  gilt 
daher  auch  für  jedes  bei  ^q  beginnende  Teilintervall,  d.  h.  nicht 
nur  zum  Endwerte  t  ergibt  sich  eine  Grenalage  der  Polyganecken, 
sondern  auch  eu  jedem  zwischen  t^  und  t  gelegenen  Werte.  Nach 
(4)  in  Nr.  681  gehört  also  zu  jedem  Werte  t,  der  größer  als 
^0  ist  und  den  Bedingungen 

(1)  t-to£—    nnd    t-t^^l 

9 

genügt,  ein  'bestimmtes  Wertepaar  x,  y  als  das  Paar  derjenigen 
Grenzwerte,  nach  denen  die  Koordinaten  der  zu  t  gehörigen  Po- 
lygonecke streben,  und  zwar  ist  dabei  stets  j^— iPol^^;  ly^Vol^^" 
Mit  anderen  Worten: 

Es  gibt  in  dem  durch  (1)  bestimmten  Intervalle  von  posi- 
tiven Werten  von  t—t^  zwei  Funktionen 

(2)  ir  =  9,(0,        y-V(0, 

die  für  t^t^  die  Werte  x^,  y^  haben  und  deren  geometrisches 
Büd  eine  Linie  ist,  nach  der  alle  Ecken  aller  von  der  Stelle 
{Xqj  j/o)  aus  konstruierbaren  Polygone  beim  Grenzübergange 
hinstreben. 

Der  größeren  Bequemlichkeit  wegen  setzten  wir  t  —  t^  in 
Nr.  681  positiv  voran!  Hätten  wir  t  —  t^  negativ  gewählt,  so 
hätte  es  genügt,  die  neue  unabhängige  Veränderliche  T  ^  —  t 
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einznftÜLren,  um  zn  den  bisher  gemachten  Annahmen  zurück- 
zukommen. Der  Varidbüitaisbereich  der  Funktionen  (2)  von  t 
isi  demnojch  bestimmt  durch: 

(3)  l'-'ol^f,        \t-to\£l- 

Natürlich  kommt  von  diesen  beiden  Ungleichungen  nur  die- 
jenige in  Betracht^  deren  rechte  Seite  die  kleinere  ist. 

685.  Bzistom  eines  Msniigeiisystems.  Wir  müssen 
nun  noch  beweisen^  daß  die  nach  dem  Vorhergehenden  Yorhan* 
denen  Funktionen 

(1)  a?-(p(0,      y^^m 

in  dem  soeben  angegebenen  Bereiche  tatsächlich  ein  Losüngen- 
system  des  in  Nr.  680  vorgelegten  Systems  in  der  Normalform 

(2)  ^^~X{t,x,y),        ^/^^T(t,x,y) 

bilden. 

Zu  diesem  Zwecke  wählen  wir  zwei  erlaubte  Werte  t  und 
t  -f  z/^  aus.  Dabei  sei  jdt  ppsitiT,  aber  nicht  großer  als  (T,., 
und  als  6^_^igj  wenn  wie  in  Nr.  682  unter  tf,_i  die  auf  die 
{s  —  !)*•  Teilung  bezügliche  positive  Zahl  verstanden  wird. 
Dann  darf  angenommen  werden^  daß  t  und  t  -{-  idt  unmittelbar 
aufeinanderfolgende  Zwischenwerte  der  (5  —  l)**'*  Teilung  sind. 
Zu  ihnen  gehören  aber  auch  Ecken  (j,,  ^J  und  (j, + ^  j,,  9,  +  ^  5,) 
des  «*•"  Polygons,  und  für  sie  ist  nach  (7)  in  Nr.  682: 

U^.  =.  { T{t,  j,,  9.)  ±  *;_,  T._, }  M, 

wobei  ♦,_!  und  %'\^x  positive  Großen  bedeuten,  die  den  Wert 
Eins  nicht  überschreiten,  und  es  dahingestellt  bleibt,  mit  wel- 
chen Vorzeichen  sie  auftreten. 

Die  konvergente  Beihe  r^  +  t,  +  •  •  •  von  lauter  positiven 
Zahlen  bleibt  nun  konvergent,  wenn  die  auf  t,.^  folgenden 
Glieder  etwa  bis  zum  Gliede  r^.^  gestrichen  werden.  Deshalb 
darf  auf  die  {s  —  1)^  Teilung  unmittelbar  die  n^  folgen,  so  daß 
man  statt  (3)  auch  für  die  zu  t  und  t  +  ^t  gehörigen  Ecken 
(j,,  t)„)  und  (e^  +  z/j„,  %  +  J\)J  des  n**«^  Polygons  Formeln 
aufstellen  kann: 
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(4)    •  { 


^?.  -  { X(<,  E.,  9J  ±  ^-1  *.-i  }^<, 

in  denen  '^«.i  und  ^j,.i  positive  Größen  bedeuten,  die  den 
Wert  Eins  nicht  überschreiten.  Diese  Formehi  gelten  f&r  jeden 
Index  »  ^  5. 

Wird  Jt  nicht  wie  bisher  positiv,  sondern  negativ  gewählt^ 
aber  so,  daß  immer  noch  |-^^|^<^,_i  und  ^^g^i'Q  ist,  so 
geht  die  zu  i  +  ^t  gehörige  Ecke  der  zu  t  gehörigen  voraus, 
d.  h.  dann  gelten  statt  (4)  Gleichungen  von  der  Form: 

Nun  ist  limr,  —  0  für  limn  —  oo  und  nach  (1): 

lim  E,  -  «  -  g>(<),        Hm  9,  -  y  -  i>(f), 
dagegen: 

Um  (E.  +  Ji,)  -  tpit  +  Jt)  -  9P(0  +  Jtpif), 

lim  (Ij,  +  ^9J  -  *(<  +  ^t)  -  ^(«)  +  Jii>{(). 
Demnach  folgt  aas  (4)  fSr  limn-»  00  und  positives  ^U 

(6)  ^  -  X(<,  9,  V-)  ±  ÖT._„        ^1  -  Y{t,  q>,  i,)  ±  fft,_„ 

dagegen  aus  (5)  für  lim  n  —  oo  und  negatives  ^t: 

Hierin  bedeuten  0  und  0'  positive  Größen,  die  nicht  größer  als 
Eins  sind. 

Aus  diesen  Ausdrücken  für  die  DifferenjfenguoHenten  von 
(p  und  ^  gewinnen  wir  nun  die  Ableitungen,  indem  wir 
lim^»oo  setzen.  Weil  dabei  t^_^  und  tf^.^  nach  Null  streben 
und 

ist,  also  auch  ^t  nach  Null  strebt,  und  weil  überdies  X  und  T 
nach  Voraussetzung  stetige  Funktionen  sind  (vgl.  Nr.  680),  gibt 
der  Grenzübei^ang  sowohl  bei  (6)  als  auch  bei  (7)  die  Formeln: 
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ob  ntm  ^t  Ton  positiyen  oder  negativen  Werten  nach  Null 
Btrebl  Dies  aber  besagt^  daß  die  Funktionen  ^(t)  und  ^(Q  die 
AüeiUmgen 

(8)  9'(0  -  ^(*.  %  *\      P'Q)  -  Y(t,  Vf  *) 

haben  nnd  daher  in  der  Tat  ein  Lösungensystem  des  Systems  (2) 
darstellen.  Zugleich  folgt  daraus  nach  Satz  1^  Nr.  21,  daß  die 
Funktionen  q>{t)  und  if{t)  stetig  sind.  Nach  (8)  ergibt  sich 
weiterhin^  daß  auch  die  Ableitungen  (p'(t)  und  fl/(t)  stetig  sind. 
Die  Ergebnisse  fassen  wir  schließlich  zusainmen  in  dem 
SatB  1:  Vorgdegt  sei  ein  System  erster  Ordnung  von  zwei 
gewohfdiehen  Differentialgleichungen  in  der  Normalform 

mit  jncei  unbekannten  Funktionen  x  und  y  von  t.  Innerhalb  einer 
Umgebung 

{t  —  t^l^i,      \^  —  Xo\^k,      I  y  --  yo  I  ^  * 

einer  bestimmten  Stdie  {t^j  x^y  y^)  seien  die  beiden  FufMionen  X 
und  T  von  t,  x,  y  stetig,  so  daß  ihre  absoluten  Beträge  eine  ge- 
wisse positive  Zahl  g  nicht  überschreiten.  Femer  sollen  beide 
Funktionen  in  dieser  Umgang  iüberaü  stetige  Ableitungen 
erster  Ordnung  hinsiehüich  x  und  y  haben.  Alsdann  gibt  es  in 
dem  Jdeineren  der  beiden  Intervalle 

ein  System  von  Lösungen 

«  -  9(ß)f      y  ^  H^\ 

die  für  t^^t^  die  Anfangswerte  Xq  und  y^  haben.  Sie  sind  d>enda 
stetige  Funktionen  von  t  mit  stetigen  Ableitungen  erster  Ordnung. 
Für  jeden  Wert  von  t  innerhalb  des  IntervaUes  liegt  die  euge- 
hörige  Steüe  {x,  y)  in  der  Umgebung 

\x-XQ\£k,       \y  —  yo\£k 

der  State  {x^,  y^. 

686.  Über  die  Stetigkeit  der  MsimgeiuiyBteme 
und  Ihrer  Ableitungen.  Durch  die  vorhergehenden  Betrach- 
tungen sind  wir  auf  einem  ganz  bestimmten  Wege  zum  Nach- 
weise der  Existenz  eines  Lösungensystems  von 
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(1)  ^»X(«,a;,y),        ^-raa:,y) 

gelangt,  und  es  ergab  sich^  daß  dies  System  ans  Funktionen 
Yon  t  besteht,  die  nicht  nnr  in  einer  gewissen  Umgebung  Ton 
t  ^t^  stetig  sind,  sondern  daselbst  auch  stetige  Ableitungen 
erster  Ordnung  haben.  Man  muß  nun  bedenken,  daß  es  nicht 
ausgeschlossen  ist,  daß  man  auch  auf  irgend  welchem  anderen 
Wege  zu  Lösungensystemen  gelangen  kann.  Deshalb  ist  hier 
eine  einfache  Bemerkung  am  Platze: 

Sind  die  Voraussetzungen  des  letzten  Satzes  erfüllt  und  ist 

irgendein  Lösungensystem  yon  (1),  das  fQr  t^t^  die  Anfangs- 
werte Xq  und  y^  hat^  so  muß  in  einer  gewissen  Umgebung  von 
t^  auch 

(2)  '-lf>  -  X{t,  V,  f),       '-if-  -  Y(t,  (p,  t) 

sein,  d.  h.:  es  liegt  schon  im  Begriffe  eines  Lösungensystems,  daß 
es  Ableitungen  erster  Ordnung  haben  muß.  Nach  Satz  1  von 
Nr.  27  folgt  daraus,  daß  ^(0  und  tl;{t)  in  einer  gewissen  Um- 
gebung yon  t^  stetig  sind,  also  auch  X{t,  %  ii)  und  Y(tf  9,  ^), 
und  hieraus  folgt  femer  noch  nach  (2),  daß  das  Lösungensystem 
ebenda  auch  stetige  Ableitungen  erster  Ordnung  hat.  Außerdem 
schließt  man  daraus,  daß  die  Wertetripel  t,  (p(t)  und  ^(^)  in 
einer  beliebig  engen  Umgebung  des  Tripels  f^,  (pif^),  ^(^0)  ^®~ 
gen,  falls  |  ^  —  ^0 1  hinreichend  klein  ist     Mithin  gilt  der 

Satis  2:  Liegt  ein  System  erster  Ordnung  von  Bwei  gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen  in  der  Normalform 

vor  und  sind  X  und  Y  in  einer  Umgebung  eines  bestimmten 
Wertetripds  tQ,  Xq,  y^  stetige  Funktionen  von  t,  x,  y  mit  stetigen 
Ableitungen  erster  Ordnung  hinsichäich  x  und  y,  so  muß  jedes 
überhaupt  vorhandene  Lösungensystem 

da^  für  t^t^  die  Anfangswerte  x^  und  y^  hat,  in  einer  hinrei- 
chend kleinen  Umgebung  von  t^  aus  stetigen  Funktionen  von  t  mit 
stetigen  Ableitungen  erster  Ordnung  bestehen.    Die  in  dieser  Um- 
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gebung  durch  das  Lösungenstfstem  bestimmten  Wertetripd  t,  Xj  y 
liegen  dabei  sämüich  in  der  ssuerst  erwähnten  Umgebung  des  Werte- 

tripds  ^0,  x^y  tfo- 

Wir  gehen  nun  darauf  aus^  zu  beweisen,  daß  es  überhaupt 
nur  ein  Ldsungensjstem  gibt,  dem  für  t^^t^  die  Anfangswerte 
Xq  nnd  y^  zukommen.  Dazu  bedürfen  wir  eines  Hilfssatzes,  der 
in  der  nächsten  Nummer  bewiesen  werden  soll  und  auch  später, 
im  nächsten  Paragraphen,  zu  wichtigen  Folgerungen  benutzt 
werden  wird. 

687.  HilflisatB  Aber  benaohbarte  swelgUedrlge  Sy- 
steme in  der  Hormalform.    Außer  einem  System 

(1)  ^  -  X{t,  X,  y),        ^f  =.  Y{t,  X,  y) 
betrachten  wir  ein  zweites: 

(2)  ^1  -  X(<,  x,  y)  +  |(<, «,  y),      ^^^-Y{t,x,y)-\-n{t,x,y). 

Dies  kann  man  zum  ersten  System  benachba/rt  nennen,  falls  die 
Funktionen  |(^,  x^  y)  und  ri{tj  x,  y)  in  dem  in  Betracht  kom- 
menden Bereiche  überall  hinreichend  wenig  von  Null  verschie- 
den sind.  Es  soll  untersucht  werden,  ob  dann  auch  zwei  Lö- 
sungensysteme 

(3)  xr^q>(i),      y-^(0 

bzw. 

(4)  X  =  9(0,      X  -  ^(0 

von  (1)  bzw.  (2),  die  für  ^  —  /©  dieselben  Anfangswerte  Xq  und  y^ 
haben,  einander  in  entsprechendem  Sinne  benachbart  genannt 
werden  dürfen. 

Dabei  machen  wir  folgende  Voraussetzungen:  Alle  vier 
Funktionen  X,  7*,  |  und  17  seien  in  einer  Umgebung 

(5)        ,'  — ^oi^^;     1^  — ^ol^*;     |y  — yol^* 

des  bestimmt  angenommenen  Wertetripels  t^,  x^,  y^  stetig  und 
mit  stetigen  Ableitungen  erster  Ordnung  hinsichtlich  x  xmd 
y  versehen.  Dagegen  brauchen  wir  hier  ebensowenig  wie  in 
Nr.  680  irgendwelche  Voraussetzungen  über  das  Vorhandensein 
von  Ableitungen  hinsichtlich  der  Veränderlichen  t  zu  machen. 
Es  gibt  nun  eine  positive  Zahl  y  derart,  daß  überall  im 
Bereiche  (5) 
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(6)  |ltt^,y)l^y,     \n{t,x,y,)\£Y 

ist.  Femer  gibt  es  eine  positive  Zahl  j^  derart^  daß  überall  im 
Bereiche  (6)  auch 

(7)       iX,|^(7',      \X/£g\      ir,i^/,      \Y,\£9' 

ist,  vgl.  (4)  in  Nr.  680.  Nach  Satz  1  von  Nr.  686  sind  Lo- 
sungensysteme  (3)  und  (4)  von  (1)  und  (2)  vorhanden,  die 
beide  für  t^t^  die  Anfangswerte  Xq  und  y^  haben;  und  nach 
Satz  2  von  Nr.  686  existiert  eine  Umgebung  |  ^  —  ^o  I  ^  ^  ^^^ 
t^  derart,  daß  die  Funktionen  (3)  und  (4)  darin  stetig  sind  und 
stetige  Ableitungen  erster  Ordnung  haben.  Für  |  ^  —  ^o  I  ^  ^  ^^^ 
also  nach  (1): 

und  nach  (2): 
^1  -  X(<,  9,  ^)  +  I  (/,  ^,  a,),        "£  =  Y{t,  ^,  V')  +  1?  {t,  q>,  i>). 

Subtraktion  der  beiden  ersten  von  den  beiden  letzten  Gleichun- 
gen gibt: 

^-^p>  -  X(«,  9,  ^)  -  Xit,  9,  i,)  +  6(<,  ^,  ^), 

^fc^  -  TU,  ^,  a,)  -  Tit,  q>,  i,)  +  nit,  q>,  i>). 

Wird  ein  Wert  t^  von  t  in  der  Umgebung  i  ^  —  ^o  I  ^  *  irgendwie 
gewählt,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  von  ^q  bis  t^  integrieren, 
weil  ihre  rechten  Seiten  stetige  Funktionen  von  t  sind.  So 
gibt  die  erste,  da  fp(t)  und  ^(t)  für  ^»^o  denselben  Wert  Xq 
haben: 

Wi)  -  vih)  =J  [^(^,  9,  ^)  -  X{h  %  ^)  +  i{t,  9,  t)]dt 

Nach  Satz  2,  Nr.  4,  und  Satz  16,  Nr.  414,  folgt  hieraus 
die  Ungleichung: 

Weil  X  und  Y  im  Bereiche  (5)  stetige  partielle  Ableitungen 
erster  Ordnung  hinsichtlich  x  und  y  haben,  kann  man  nach 
dem  Mittelwertsatze  28  von  Nr.  137  (für  n  =«  1)  setzen: 
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wobei  ;  und  ^  Funktionen  tou  t  bedeuten,  deren  Werte  für  jedes 
i  zwischen  9  und  q>  bezw.  $  und  ^  liegen.  Nach  Satz  2  von 
Nr.  686  wissen  wir,  daß  die  Wertetripel  t,  x^^  q>(f),  y  =  ^(<) 
ebenso  wie  die  Wertetripel  t,  x  ^^(t),  y  ^^(f)  in  dem  Be- 
reicbe  (5)  liegen.  Dasselbe  gilt  daher  auch  von  dem  Werte- 
tripel iy  £,  9,  so  daß  sich  nach  (7)  aus  (9)  ergibt: 

Außerdem  ist  nach  (B)  und  nach  Satz  14,  Nr.  413: 
so  daß  abo  die  Ungleichung  (8)  liefert: 


\ß 


l9(0~9(0l^^'|/{|^(*)-9(0l+l*(0-*(0|}rf<|+y|<i-^o|. 

Eine  entsprechende  Formel  geht  für  den  absoluten  Betrag 
der  Differenz  Ton  ^(ti)  nnd  ^(^)  hervor.  Addition  beider  gibt 
demnach: 


(10) 


J\\v(f)- 


^^\j\mt)-9if)\+\m-i'm^t+^r\tt-to\- 

In  dem  Interralle  \t  —  'o  I  ^  ^  ^  ^^^  ^®  fiberall  positive 
Fuoktioii 

(11)  0,(0-1  ^(0  -  9.(0 1  + 1  ^(t)  -  *(0 1 

stetig.  Wir  dürfen  annehmen,  daß  sie  gerade  f&r  den  gewählten 
Wert  i^  Ton  t  ihren  größten  Wert  G  im  InterraUe  annimmt, 
so  daß  überall  im  Intervalle  \fo{t)\^0  ist  Alsdann  folgt,  aus 
(10)  mit  Rücksicht  auf  Satz  14,  Nr.  413: 


^2/|/( 


oder  also: 

Da  ferner  |  ^  —  'o  I  ^  ^  ^^  yiird  um  so  mehr: 


[687 
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oder 

(l-2/A)G^2yÄ. 

Wird   insbesondere  A  <  1 :  2g'  angenommen^  so  ist  1  —  2ff^h 
posiÜYy  so  daß  folgt: 

G^    2yÄ 


Da  G  den  größten  Betrag  von  o(^)  im  Intervalle  |  ^  ---  ^o I  ^^  ^^~ 
deutet^  ist  somit  um  so  mehr  fiberall  in  diesem  Intenralle 

also  erst  recht  einzeln  nach  (11): 

(12)  |i^(o-9(oi^j^;*^-^,    kw-tj-coi^i^^Ti- 

Hiemiit  ist  eine  Abschätzung  für  die  Werte  der  Differenzen  q>  —  g> 
und  t  —  t  der  beiden  Lösungensysteme  (3)  und  (4)  von  (1)  und 
(2)  innerhalb  eines  hinreichend  Meinen  IntervaUes  |  ^  —  ^o  I  ^  *  ^^" 
Wonnen.  Dabei  tritt  in  beiden  Zahlern  der  rechten  Seiten  der 
Faktor  y  auf.  Wenn  er  nach  Null  strebt,  gilt  dasselbe  von  den 
rechten  Seiten  yon  (12),  d.  h.  dann  strebt  ^(t)  nach  ip({)  und 
iß(t)  nach  ^(^).  Bedenkt  man  aber,  daß  y  nadi  (6)  eine  obere 
Grenze  für  die  absoluten  Beträge  der  Funktionen  |  und  ij  im 
Bereiche  (5)  ist,  so  gelangt  man  mithin  —  zunächst  weniger 
schai-f  ausgesprochen  —  zu  dem  Ergebnisse,  daß  das  Lösungen- 
system (4)  von  (2)  nach  dem  Lösungensysteme  (3)  von  (2) 
strebt^  sobald  das  System  (2)  selbst  nach  dem  System  (1)  strebt. 
Ehe  wir  dies  exakt  formulieren,  führen  wir  noch  die  Be- 
zeichnungen X  und  F  für  X  + 1  und  T+rj  ein,  so  daß  statt  (6) 

ZU  setzen  ist.     Dann  haben  wir  den 
Satz  3:  In  einer  Umgebung 

eines  bestimmten  Wertetripds  t^y  Xq,  y^  seien  X  und  Y  ebenso  wie 
X  und  Y  stetige  Funktionen  von  t,  x,  y,  so  daß  es  eine  positive 
Zahl  y  derart  gibt,  daß  überaU  in  dieser  Umgebung 

|X-X|^y,       \Y-T\^y 
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isL  Femer  sdUen  X,  Y  und  X,  Y  in  dersdben  Umgeifung  stetige 
AUeäungen  erster  Ordnung  hinsichüich  x  und  y  haben,  was 
nach  sidi  gieht,  daß  es  eine  positive  Zahl  g'  derart  gibt,  daß 
dasdbst  überall  insbesondere 


^J£9',      \X,\^9',      \Y,\^g',      \Y^\^g' 

ist  Unter  den  gemachten  Voramsetzungen  hat  zunächst  jedes 
der  beiden  Systeme  erster  Ordnung  von  zwei  gewohnlichen  Diffe- 
rentialgleichungen in  der  Normdlform 


und 


je  mindestens  ein  Lösungensystem 

das  für  t^t^  die  Anfangswerte  x^  und  y^  annimmt.  Femer  gibt 
es  eine  positive  und  von  NuU  verschiedene  Zahl  h  derart,  daß 
im  Intervtüle  |  *  —  ^o  I  ^  ^  erstens  beide  Lösungensysteme  nAst 
ihren  Ableitungen  erster  Ordnung  stetig  sind  und  zweitens 

wird,  während  1  —  2cfh  positiv  ist.  Wenn  die  Funktionen  X  und 
Y  überall  in  der  erwähnten  Umgang  des  Wertetripds  t^,  x^,  y^ 
nach  X  und  Y  strAen,  also  lim;^=»0  ist,  strebt  das  Lösungen- 
System  x  =«  ^{t),  y  =  ii{t)  überall  im  Intervalle  |  ^  —  ^o  I  ^  * 
fiodk  dem  Lösungensystem  x  »  ^(t),  y  »  if(t), 

688.  ITnr  ein  LSsnngensyatem  mit  vorgeBohrie- 
benen  Anfangswerten.  Wie  gesagt  (vgl.  Nr.  686),  wird  der 
soeben  aufgestellte  Hilfssatz  öfters  benutzt  werden.  Vorläufig 
machen  wir  nur  eiae  sehr  einfache  Anwendung  davon: 

Läßt  man  das  zweite  System  von  Differentialgleichungen 
von  yomherein  mit  dem  ersten  zusammenfallen,  d.  h.  wählt 
man  X  =»  X,  F  «=  F,  so  kann  y  ■=■  0  gesetzt  werden.  Dann 
lehrt  der  Satz,  daß  jedes  LosuDgensystem  x  ===  ^{t),  y  ->  f{t)  yon 

dt  ^  ^'       dt^  ^' 
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dem  für  t^tQ  die  Anfangswerte  Xq  und  y^  zukommen,  mit  einem 
LösuDgensystem  x^  q>(t\  y  ^  ^{f)  von  derselben  Art  identisch 
sein  muß.    Somit  gilt  der 

Satg  4:  Wenn  X  und  Y  in  einer  UmgdMng 

\^'-'k\^h     I  ^  -  ^0 1  ^  *;     I  y  —  yo  I  ^  * 

eines  hestimmien  Werietripels  t^y  x^^y^  stetige  Funktionen  von  i,  x,  y 
mit  stetigen  Ableitungen  erster  Ordnung  hinsichäich  x  und  y 
sind,  hat  das  System  erster  Ordnung  von  gwei  gewöhnliehen  Diffe- 
rentialglei'diungen  in  der  Normalform 

in  einer  hinreichend  Meinen  Umgebung  von  t^  ein  und  nur  ein 
System  von  Lösungen 

X  -  ip{t\      y  =  ^(0, 

das  für  t^t^  die  Anfangswerte  Xq  und  y^  annimmt  Dies  Sy- 
stem von  Lösungen  ist  nebst  seinen  Ableitungen  erster  Ordnung 
in  jener  Umgebung  von  t^  stetig,  und  dabei  gehören  aüe  Werte- 
tripel  t,  X  ^  9?(^),  y  =  ^(^)  der  euerst  erwähnten  Umgebung  des 
Tripels  t^,  Xq,  y^  an. 

Blicken  wir  nun  auf  die  in  Nr.  680  gemachten  Voraus- 
setzungen zurück;  so  steht  jetzt  das  Folgende  fest: 

Satg  5:  Sind  X  und  Y  solche  Funktionen  von  drei  Ver- 
änderlichen t,  Xj  y,  die  sich  in  einem  gewissen  Bereiche  der  drei 
Veränderlichen  stetig  verhalten  und  darin  stetige  Ableitungen 
erster  Ordnung  hinsidiÜich  x  und  y  haben,  und  toird  irgendein 
Wertetripei  t^,  Xq,  y^  innerhalb  des  Bereiches  ausgewählt,  so  hat 
das  System  erster  Ordnung  von  etoei  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen in  der  Normaiform 

ein  und  nur  ein  System  von  Lösungen,  daß  für  t  ^t^die  Anfangs- 
werte Xq  und  y^  annimmt  Dies  System  von  Lösungen  ist  nebsi 
seinen  Ableitungen  erster  Ordnung  in  einer  gewissen  Umgebung 
von  Iq  stetig,  und  dabei  gehören  aUe  Wertetripei  t,  x==  ^(ß)^ 
y  »  ^(Q  dem  Bereiche  der  Funktionen  X  und  T  an. 

Jedes  Losungensystem  besteht  aus  zwei  Funktionen  x^fp 
und  y  =^tlf  Ton  t,  die  natürlich  erst  dann  bestimmte  Bedeu- 
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tang  haben,  wenn  die  Anfangswerte  t^,  x^  und  y^  yon  i^  x  und  y 
gewählt  worden  sind.  Sie  sind  deshalb  nicht  Funktionen  Ton  t 
allein,  sondern  auch  von  den  drei  im  Bereiche  willkürlich  wähl- 
baren Anfiftngswerten  i^^  x^  und  y^.  Dies  bringen  wir  künftig 
dadurch  zum  Ausdrucke,  daß  wir  das  Ldsungensystem  sym- 
bolisch so  schreiben: 

Nun  harrt  unserer  noch  die  Beantwortung  der  Frage,  wie 
sich  das  Lösungensystem  hinsichtlich  aller  yier  yeränderlichen 
Größen  ty  t^,  x^  und  y^  yerhält  Dabei  finden  wir  es  not- 
wendig, die  über  die  Funktionen  X  und  Y  gemachten  Voraus- 
setzungen noch  weiter  zu  yerschärfen.  Aus  diesem  Gh-unde, 
wie  auch  zur  deutlicheren  Gliederung  des  Stoffes  soll  die  auf- 
geworfene Frage  in  einem  besonderen  Paragraphen  behandelt 
werden. 

I  2.  Über  die  Abhängigkeit  der  Losungensysteme  yon  den 

Anfangswerten. 

689.  Der  Bereich  eines  iweigliedrigen  Systeme  in 
der  Vormalform«  Liegt  ein  System  yon  zwei  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  in  der  Normalform 

(l)  'jl^X{t,x,y),    ^^^T(t,x,y) 

Tor,  so  werde  yon  jetzt  an  mehr  als  in  Nr.  680  oder  687  über 
die  gegebenen  Funktionen  X  und  Y  yon  t,  x,  y  yorausgesetzt: 
Wir  nelimen  an,  daß  ein  Bereich  yon  Wertetripeln  t,  x,  y  yor- 
banden  sei,  innerhalb  dessen  sich  die  beiden  Funktionen  X  und 
Y  nebst  allen  ihren  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  stetig 
verhauen.    Dieser  Bereich  soll  künftig  der  Bereich  des  Systems 

(1)  heißen,  und  wir  werden  uns  immer  auf  Betrachtungen  inner- 
halb des  Bereiches  beschränken. 

Nach  dem  letzten  Satze  gibt  es,  wenn  irgend  ein  Werte-* 
tripel  ^,  Xq,  y^  innerhalb  des  Bereiches  gewählt  worden  ist, 
ein  und  nur  ein  Lösungensystem  yon  (1): 

(2)  ^'-'Vify^Of^oyyo)^    »  ="  *(^ 'o;  ^o;  »o); 

das  für  ^—/^  die  Anfangswerte  x^  und  j^q  hat.    Dabei  ist  ein  Li- 
tervaQ  f&r  t  um  t^  herum  derart  yorhanden,  daß  g>  und  ^  nebst 
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den  AbleituDgen  erster  Ordnung  von  ip  und  ilf  nach  t  in  diesem 
Intervalle  stetige  Funktionen  Yon  t  sind  und  die  drei  Größen  t, 
9;  ^  für  jedes  dem  Intervalle  angehörende  t  ein  Wertetripel  t, 
Xj  y  ausmachen,  das  im  Bereiche  des  Systems  (1)  enthalten  ist. 
Künftig  sollen  unter  den  Änfangswerten  —  ohne  besonderen 
Zusatz  —  alle  drei  Größen  ^^^  x^  und  y^  verstanden  werden. 
Handelt  es  sich  dagegen  nur  um  x^  und  y^y  so  wird  von  den 
Anfangswerten  des  Lösungensystenis  die  Bede  sein. 

690.  Ansäte  snin  Naohwelse  der  Stetigkeit  In  be- 
mg  anf  die  unabh&ngige  Ter&nderliohe  und  die  An- 
fluigswerte.  unser  nächstes  Ziel,  den  Nachweis  dafür  zu 
führen,  daß  das  Lösungensystem  nicht  nur  in  bezug  auf  t^  son- 
dern in  bezug  auf  alle  vier  Größen  t^  t^y  x^  und  y^,  von  denen 
es  abhängt,  aus  stetigen  Funktionen  besteht,  erreichen  wir  durch 
eine  längere  Betrachtung,  zu  der  wir  jetzt  den  Ansatz  machen. 

Ein  Wertetripel  ^q,  x^y  y^  werde  irgeodwie,  aber  bestimmt, 
aus  dem  Innern  des  Bereiches  des  vorgelegten  Systems 

(1)  ^/^=X{t,x,y),    l^^Y{t,x,y) 

herausgegriffen.  Wie  in  Nr.  680  erkennt  man  dann  das  Vor- 
handensein einer  gewissen  Umgebung 

(2)  1^  — ^ol^*;   1^  — ^oi^*;   |y  — yol^* 

jenes  Wertetripels,  die  vollständig  dem  Bereiche  angehört  Das 
zu  den  Anfangs  werten  t^y  x^  und  y^  gehörige  Lösnngensystem 
sei  wie  bisher  mit 

(3)  x^  q>{ty  i^y  x^y  y^)y    y  =  ^(^,  t^y  x^,  y^) 

bezeichnet.  Femer  sei  <o  +  ^t^^  x^  +  ^^^j  y^  +  ^y^  irgend 
ein  in  der  Umgebung  (2)  enthaltenes  bestimmtes  Wertetripel, 
d.  h.  I'^^ol  ^^^  nicht  größer  als  Z,  und  \^Xq\  und  ^j^qJ  seien 
nicht  größer  als  k.  Zu  diesem  zweiten  Tripel  gehört  ebenfalls 
ein  Lösungensystem,  das  nach  (3)  allerdings  mit 

X  -  (p{ty  ^0  +  ^t^y  Xq  +  ^x^y  y^  +  z/y^j), 

bezeichnet  werden  könnte,  aber  zur  besseren  Unterscheidung 
von  den  Funktionen  (3)  yorläufig  a;  =»  *,  y  =-  9''  heißen  möge. 
Man  kann  nun  leicht  aus  rr  —  0,  y  »  9^  ein  Funktionen- 
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paar  herleiteil;  das  zwar  einem  anderen  als  dem  System  (1) 
gendgiy  aber  zu  denselben  Anfangswerten  t^,  x^,  y^  wie  das  Lö- 
snngensjstem  (3)  von  (1)  gehört.     Denn  da 

ist;  ergibt  sich  hieraus  durch  EinfOhrnng  der  neuen  unab- 
hängigen YenLnderlichen  r  —  ^  —  zf  ^^  daß 

sein  muß.  Bilden  wirnun  die  Funktionen  O-^Jx^  und  W—jdy^j 
wobei  natürlich  auch  in  4^  und  ^  statt  t  die  neue  unabhängige 
Veiunderliche  %,  yermehrt  um  M^,  eingesetzt  werden  muß,  so 
erkennen  wir^  daß  sie  dem  System 

^J^^^  »  X[t  +  ^^  (*  - ^x^)  +  Jx„  (V-  Jy,)  +  Jy,], 
diV-_jy^  =  nt  +  ^h,  (*  -  ^»o)  +  ^x„  {V-  z/y„)  +  Jy,] 

genügen.  Wenn  wir  nunmehr  die  Veränderliche  x  mit  t  be- 
zeichnen,  was  geschehen  darf,  folgt  also  mit  Rücksicht  auf 
die  Werte  (4)  Ton  0  und  Vy  daß  das  System  von  zwei  gewohn- 
lichen Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in  der  Normalform 

(5)         {  , 

^  -  r(<  +  M^,  X  +  ^a^o,  y  +  ^yo) 

Lösungensystem  a;  «  *  —  Jx^j  y  ^  ip  ^  ^y^  oder 
x^ip{t  +  z/^o,  f^  +  M^,  x^  +  z/a^o,  yo  +  -^yo)  -  ^^o; 

y  =  *(^  +  -^^07  ^0  +  ^'o;  ^0  +  ^^0»  yo  +  ^yo)  ~-^yo 

hat.  Zu  welchen  Anfangswerten  diese  Lösungen  gehören,  ist 
leicht  zu  sehen.  Denn  nach  Voraussetzung  haben  die  Funktio- 
nen (4)  für  <  —  ^^j  +  /it^  die  Werte  Xq  +  Jx^  und  y^  +  ^y^, 
somit  die  Fxmktionen  (6)  für  ^  =  ^q  ^®  Werte  a?Q  und  y^. 

MiO^in  liegen  in  (1)  und  (5)  zwei  Systeme  von  Differential- 
gleichungen mit  solchen  Läsungensystemen  (3)  hzw.  (6)  vor,  die 
ieide  gu  denselben  Anfangswerien  t^y  Xq,  y^  gehören. 

Unsere  Absicht  ist,  auf  die  beiden  Systeme  (1)  und  (ö) 
Ton  Differentialgleichungen  den  Hilfssatz  3  von  Nr.  687  anzu- 
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wenden.  Damals  wurde  das  erste  System  in  derselben  Weise, 
das  zweite  aber  mit 

bezeichnet.  Also  bedeuten  X  und  T  jetzt  die  Fimktionen  von 
i,  Xy  y:  __ 

\  Y  ^Y{i  +  J%,  x  +  z/a^o,  y  +  ^yo), 

während  X  und  Y  die  Funktionen  X(t,  x,  y)  und  Y{t,  x,  y)  sind. 
Es  handelt  sich  nun  noch  darum^  festzustellen,  ob  die  Voraus- 
setzungen jenes  Hilfssatzes  erfüllt  sind. 

Weun  l^t^l  =»  Z'  und  der  größere  der  beiden  Werte  \^Xq\ 
und  ji^^ol  gl^i^^h  k'  ist,  wobei  nach  einer  vorhin  gemachten 
Annahme  die  Ungleichungen  V  <il  und  K  <^'k  gelten,  erkennt 
man  sofort,  daß  sich  nicht  nur  die  Funktionen  X  und  F,  son- 
dern auch  die  Funktionen  X  und  Y  in  der  durch 

(8)    \t-t^\^l-V,   \x-x^\^'k'-''k\   ly-yol^*^~*' 

bestimmten  Umgebung  von  /^,  rr^,  yg,  die  in  der  Umgebung  (2) 
enthalten  ist,  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster  Ord- 
nung stetig  verhalteu.     Denn  man  hat  ja  z.  B.: 

und  hieraus  folgt  nach  (8),  daß  auch 

ist,  wie  es  die  erste  Ungleichung  (2)  für  t  +  jdt^  statt  f&r  i 
yerlangen  würde.  Wir  beschranken  uns  daher  auf  den  Bereich 
(8),  so  daß  l  und  h  in  dem  Hilfssatze  jetzt  durch  l  —  V  und  h  —  V 
ersetzt  werden  müssen.  Es  gibt  femer  eine  positive  Große  g' 
derart,  daß  keiner  der  absoluten  Betrage  der  partiellen  Ablei- 
tungen erster  Ordnung  von  X  und  Y  in  dem  Bereiche  (2)  den 
Wert  g'  überschreitet. 

Schließlich  muß  noch  ermittelt  werden,  wie  groß  jetzt  die 
Zahl  y  des  Hilfssatzes  in  Nr.  687  ist.     Nach  (7)  haben  vnr: 

X  -  X  -  X(^  +  dt^,  X  +  Jx^,  y  +  Jy^)  -  X(t,  x,  y\ 

Nach  dem  Mittelwertsatze  28  von  Nr.  137  (für  n  =  1)  ist  diese 

Differenz  gleich  der  Summe 
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aber  für  ein  Wertsystem  t  +  özff^,  x  +  O^x^,  y  +  0  Jy^  statt 
Sil  tjXyy  gebildet^  wobei  0  einen  positiven  echten  Bruch  be- 
deutet. Weil  auch  dies  neue  Wertsystem  im  Bereiche  (2)  ent- 
halten isty  ergibt  sich  somit 

\X-X\^g'  [\M^\^\dx^\  +  \Jy^\]. 

Dieselbe  üngleiehong  gilt  fOr  {F-  r|  statt  fOr  |Z  -  2|.  Da- 
her können  wir 

Y=^g'\\Jt^\+\/lx,\-\-^y^\\ 
setzen. 

Zum  Überflusse  sei  noch  bemerkt,  daß  die  Funktionen  fp 
und  ^  des  Hüfssatzes  in  Nr.  687  jetzt  die  Funktionen  (3)  sind, 
wahrend  ^  und  ^  die  Funktionen  (6)  bedeuten« 

Die  Anwendung  des  Hilfssatzes  lehrt  daher:  Es  gibt  eine 
positive  und  von  Null  verschiedene  Zahl  h  derart,  daß  überall 
im  Intervalle  |'  — ^ol^^  ^^^  Ungleichung  gilt: 


(9) 


^  2gh[M,\  +  \^x,\  +  \Jy,\) 
=  1  -  2g  h 


Dieselbe  Ungleichung  besteht,  wenn  darin  ^  durch  ^  und 
das  einzelne  /ix^  durch  z/y^  ersetzt  wird.  Außerdem  sind  (p 
und  i>  von  t  nebst  ihren  Ableitungen  erster  Ordnung  in  dem 
Intervalle  |^  — ^ol^^  stetig,  und  überdies  ist  der  Nenner 
1  —  2{fh  positiv. 

691.  Stetigkeit  des  Löenngensystems  In  berag 
auf  die  unabhftiigige  Verftnderliche  und  die  Anfimgs- 
werte.  In  der  letzten  Nummer  gingen  wir  von  zwei  Tripeln 
von  Anfangswerten  aus,  nämlich  von  t^y  x^  und  y^  sowie  von 
^  +  dt^y  x^  +  dx^y  y^  +  Jy^.  Wir  wollen  nun  unter  W  eine 
positive  und  von  Null  verschiedene  Zahl  verstehen,  die  kleiner 
als  h  ist,  und  noch  eine  Größe  Jt  so  wählen,  daß  \dt\<K 
wird.  Lassen  wir  dann  i  nur  noch  im  Intervalle  \t  —  t^\<^h-'h' 
variieren,  so  erhellt,  daß  die  Bedingung  { ^  —  ^o  I  ^  ^>  unter  der 
die  Ungleichung  (9)  der  letzten  Nummer  gilt,  auch  von  deni 
Werte  t  •\-  ^dt  statt  von  t  erfüllt  wird.    Deshalb  ist  dann  auch 

(1)  q>(t  +  z/<,  t^  +  ^h,  aJo  +  z/a^o,  yo  +  ^^o) 

[600,  691 


72  Kapitel  II.  EziBiensbeweise  im  reellen  Beieiche 

eine  stetige  Fanktion  von  t  mit  stetiger  Ableitung  erster  Ord- 
nung. Dies  ist  wohlbemerkt  nicht  die  in  jener  Ungleichung 
vorkommende  Funktion 

(2)  q)(t  +  Jt^,  ^  +  Jt^y  Xq  +  ^x^,  yo  +  ^yo); 

da  hier  zu  Anfang  t  -f  ^t^  statt  t  -{-  dt  steht.  Es  ist  uns  ge- 
stattet^  auch  |^^|  <C&'  anzunehmen.  Alsdann  sind  (1)  und  (2) 
die  Werte  der  Funktion        • 

gebildet  für  t  -{-  Jt  bzw.  t  +  dt^  statt  t^  also  für  Werte^  die 
dem  Intervalle  1 1(  —  /q  I  ^  ^  angehören.  Mithin  können  wir  anf 
die  Differenz  der  Funktionen  (1)  und  (2)  den  Mittelwertsatz  3 
von  Nr.  28  anwenden,  wonach  sie  gleich^) 

ist,  aber  statt  für  t  für  einen  zwischen  t  +  dt  und  t  +  dt^  ge- 
legenen Wert  ^  gebildet,  weshalb  wir  hierfür  kurz 

(3)  {'^}y'-^^) 

schreiben  wollen.  Man  darf  die  Funktion  (2)  also  durch  die 
Funktion  (1),  vermindert  um  den  Ausdruck  (3),  ersetzen. 
Deshalb  nimmt  die  Ungleichung  (9)  der  letzten  Nummer  die 
Form  an: 

(p(t  +  dt^  tQ  +  Jt^,  Xq  +  dx^y  yo  +  zf  yo)  —  ^{t^  t^y  x^,  y^  \ 


(4) 


>  1  -  ^'h 


Man  beachte,  daß  hier  die  erste  Veränderliche,  von  der  die  zu 
Anfang  stehende  Funktion  9?  abhängt,  nicht  mehr  t  +  zlt^y  son- 
dern t+  dt  ist. 

Alle  Betrachtungen  der  letzten  und  der  gegenwärtigen 
Nummer  bleiben  richtig,  wenn  wir  nunmehr  dt,  dt^y  dx^ 
und  dy^  sämtlich  irgendwie  nach  Null  streben  lassen.     Dabei 

1)  Da  9)  nicht  nnr  von  t  abhängt,  wären  eigentlich  die  Zeichen  der 
paHie/Ien  Differentiation  anzuwenden.  Aber  wir  fassen  die  übrigen  Größen, 
von  denen  qp  abhängt,  als  willkürliche  Konstanten  und  nicht  als  willkür- 
liche Veränderliche  auf. 
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hat  aach  die  rechte  Seite  der  üngleichiiDg  den  Grenzwert  Null. 
Was  die  linke  Seite  betri£Fty  so  gilt  dasselbe  von  ihren  beiden 
letzten  Gliedern,  weil  ja  die  in  der  geschweiften  Klammer 
stehende  Ableitung  von  tp  als  stetige  Funktion  von  ^  endlich 
bleibt.     Mithin  kommt: 

lim  fp(t  +  My  <o  +  ^^üj  ^0  +  ^^0^  yo  +  ^y^  "-  9ify  ki  %  Vo)- 

Dies  aber  besagt,  daß  fp{ty  t^,  x^,  y^  eine  stetige  Funktion  von 
aßen  vier  Größen  t,  to,  Xq,  y^  ist.  Dasselbe  gilt  von  ^(f,  t^  Xq,  y^). 

Hiermit  ist  das  in  der  letzten  Nummer  gesteckte  Ziel  erreicht. 
Wir  haben  daher  mit  Rücksicht  auf  Satz  5  von  Nr.  688  den 

Satz  6:  Es  liege  ein  System  erster  Ordnung  von  ewei  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen  in  der  Normalform 

vor,  und  die  lunJctionen  X  und  Y  der  drei  Veränderlichen  t,  x,  y 
mögen  sich  n^st  ihren  partidlen  Ableitungen  erster  Ordnung  in 
einem  gewissen  Bereiche  stetig  verhalten.  Zu  jedem  bdUbigen 
Wertetripd  t^^  x^,  y^  innerhalb  dieses  Bereiches  gibt  es  alsdann 
ein  und  nur  ein  Lösungensystem 

das  für  t^f^  die  Anfangswerte  x^  und  y^  hat.  Dies  Lösungen- 
system besteht  aus  zwei  Fufüctioncn  fp  und  fff  von  t,  die  nebst 
ihren  Ableitungen  erster  Ordnung  nach  t  in  einer  gewissen  Um- 
gebung von  ^  —  ^0  stetig  sind  und  daselbst  zusammen  mit  t  nur 
seiche  Wertetripd  ty  x,  y  ausmachen,  die  dem  Bereiche  angehören. 
Außerdem  aber  sind  die  Funktionen  q>  und  ^j  aufgefaßt  als  Funk- 
tion aller  vier  Größen  t,  t^,  Xq,  y^,  an  der  Stelle  (t,  t^,  Xq,  yg) 
stetig,  sobald  t  hinreichend  nahe  bei  t^  gewählt  wird, 

692.  Die  Ableitungen  des  LÖBungensystems  nach 
seinen  beiden  Anfangewerten.  Wir  behalten  die  Voraus- 
Setzungen  und  Bezeichnungen  der  beiden  letzten  Nummern  bei 
und  wenden  uns  der  Frage  zu^  ob  die  Funktionen  x=^q>,  y^^Jy 
die  ein  Lösungensjstem  vorstellen;  partielle  Ableitungen  nach 
den  Anfangs  werten  t^,  x^,  y^  haben.  Zunächst  beschäftigen  wir 
uns  nur  mit  den  Ableitungen  hinsichtlich  x^  und  y^'^  von  der 
Ableitung  hinsichtlich  t^  wird  in  der  nächsten  Nummer  die 
Bede  sein. 
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In  der  Ungleichung  (9)  von  Nr.  690  wählen  wir  z/^^  =  0 
und  /dy^  =  0;  also  nur  ^x^^  *4'  0-  Bezeichnet  ^t(p  alsdann  den 
Zuwachs,  den  <p(t,  ^,  Xq,  y^  erföhrt,  wenn  nur  x^  um  ^x^  zu- 
nimmt; so  kann  jene  Ungleichung  so  geschrieben  werden: 


'ÄI^ÄOJ. 


Bedeutet  ^^  den  Zuwachs,  den  ^(^,  Iq,  x^y  y^  erfahrt,  wenn  nur 
Xq  um  ^Xq  wächst,  so  ergibt  sich  aus  der  zu  (9)  in  Nr.  690 
hinzuzufügenden  Ungleichung  hinsichtlich  ^: 

I      ^    =   1  — 2^  Ä 

Division  mit  \^x^\  lehrt  nun,  daß  die  2)i/faren£^e»iquotienten 

den  Ungleichungen 

(2)  Iti— l|^f,     |»|^f 

genügen,  wenn  unter  €  die,  wie  wir  wissen,  positive  Zahl 

(3)  a^     '^'* 


1  -  2g'h 

verstanden  wird.  Da  femer  q>{ty  t^,  x^,  y^^  und  ^(<,  f^,  x^  y^)  fär 
^  »  ^0  die  Anfangswerte  rc^  und  y^  haben,  und  denselben  Funk- 
tionen, gebildet  für  Xq  +  ^Xq  statt  x^y  die  Anfangswerte  Xq  +  /Ix^ 
und  y^  zukommen,  erhellt,  daß  die  Differenzenquotienten  (1) 
für  ^ »  ^0  die  Anfangswerte  Eins  und  Null  haben. 

Weil  sowohl  qp,  ^  als  auch  fp  +  d^^  i^  +  ^tff  Losungen- 
systeme Xy  y  des  Systems 

(4)  ^^Xit,x,y),     ^l~T(t,x,y) 

sind,  ergibt  sich 

-^  =  X{(y  q>  +  J%  t  +  ^t)  —  Xft  %  *); 

Hieraus  folgt  durch  Division  mit  z/<,  wenn  man  noch  ^q>  und 
^tj;  nach  (1)  durch  u^x^^  und  VjJXq  ersetzt: 


(5) 


du 
dt-^ 

dv 

X(t, 

9  +  ' 

-X(«, 

[  dt  "" 

^». 
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Nach  dem  letzten  Ergebnisse  yon  Nr.  690  gibt  es  ein  Interrall 
\t  —  t^l^h,  innerhalb  dessen  sowohl  die  Ungleichungen  (2)  als 
auch  die  Formeln  (5)  gelten,  and  zwar  sind  dabei  sowohl  ty 
a:  =  9,  y  =  ^  als  auch  t,  x^  q>  +  ^fp,  y  —  ^  +  jJ^f  solche 
Wertetripel,  die  dem  Bereiche  des  Systems  (4),  vgl.  Nr.  689,  an- 
gehören. Mithin  sind  auch  die  rechten  Seiten  von  (5)  in  dem 
Bereiche 

(6)  \t-to\^K  !«*-i|^«,  M£s 

stetige  Funktionen  yon  t,  u  und  t;  mit  stetigen  partiellen  Ab- 
leitungen erster  Ordnung  hinsichtlich  t,  u  und  t;.  Zum  Überflusse 
sei  dabei  daran  erinnert^  daß  fBr  \^Xq\  in  Nr.  690  eine  obere 
Grenze  vorgeschrieben  wurde.  Unsere  Formeln  und  Schlüsse 
gelten  demnach  f&r  hinreichend  nahe  bei  Null  gelegene  Werte 
von  ^äTq. 

Nach  dem  Mittelwertsatze  28  von  Nr.  137  (für  n  —  1)  ist 
die  rechte  Seite  der  ersten  Gleichung  (5)  so  darzustellen: 

cXjt,  tp+euJx^,  ip  +  ßvJx^)  dX(t,  q>  +  euJxQ,  ijf  +  ßvJx^) 

wobei  0  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet.  Entsprechen- 
des gilt  von  der  rechten  Seite  der  zweiten  Gleichung  (5).  Da 
nun  u  und  v  infolge  von  (2)  auch  beim  Grenzübergange 
lim  ^x^  »  0  endlich  bleiben^  sieht  man: 

Beim  Grenzübergange  lim  ^rr^ » 0  streben  die  beiden 
Gleichungen  (5)  nach  den  beiden  folgenden: 

(du      dX(t,  y,  -»)  dX(i,fp,^) 

jdr         dTjt,  y,  ^)  dY(t,  qp,  TP) 

ydi         dq>      ^"^      di>  ~'^' 

Hier  sind  die  rechten  Seiten  unter  den  Bedingungen  (6)  gewiß 
stetige  Funktionen  von  i,  u  und  v  mit  stetigen  partiellen  Ab- 
leitungen erster  Ordnung  nach  u  und  v,  denn  u  und  v  treten 
linear  auf. 

Sowohl  die  Gleichungen  (5)  als  auch  die  Gleichungen  (7) 
sind  als  je  ein  System  erster  Ordnung  von  zwei  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  in  der  Normalform  für  zwei  Funktionen 
u  und  V  von  t  aufzufassen.  Man  kann  auf  beide  Systeme  den 
Hilfssatz  3  von  Nr.  687  anwenden.  Da  nämlich  das  erste  System 
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für  lim  JXq  »  0  nach  dem  zweiten  strebt  und  überdies  u  und  v 
nach  dem  Früheren  für  t^t^  die  Anfangswerte  Eins  und  Null 
haben,  folgt  daraus:  Für  hm^dxQ  »0  streben  die  Differenzen- 
quotienten u  und  t;,  die  durch  (1)  definiert  sind  und  dem  System 
(5)  genügen,  nach  demjenigen  Lösungensjstem  von  (7),  das  fftr 
t^tQ  die  Anfangswerte  Uq  =  1,  Vq  »  0  hat.  Dies  Losungen- 
system aber  ist  vorhanden  und  in  einer  Umgebung  von  t  ^^t^ 
stetig.     Mithin  haben  jene  Differenzenquotienten  (1),  nämlich 

U-  —  —  -z  "7 

^  ^  ^fe  h,  x^  +  ^x^,  yo)  —  ^(e,  fp,  gp,  yp) ^ 

^x^ 

für  limz:/ic^=0  bestimmte  Werte,  die  in  einer  gewissen  Um- 
gebung von  t^  stetig  sind.  Dies  aber  bedeutet,  daß  (p(ty  t^  x^,  y^) 
und  ^(^,  /^,  x^  y^  in  einer  gewissen  Umgebung  von  t^  stetige 
partielle  Ableitungen  erster  Ordnung  hinsichtlich  x^  haben. 

Ebenso  beweist  man,  daß  sie  daselbst  stetige  partielle  Ab- 
leitungen erster  Ordnung  hinsichtlich  y^  haben.  Der  einzige 
wesentliche  Unterschied  besteht  darin,  daß  die  Anfangswerte 
dieser  beiden  Ableitungen  für  t  ^t^  nicht  Eins  und  Null,  son- 
dern Null  und  Eins  sind. 

693.  Die  Ableitungen  des  Lösungensystenui  nach 
dem  AnfiuigBwerte  der  unabh&ngigen  Veränderlichen. 

Indem  wir  auch  jetzt  die  Voraussetzungen  und  Bezeichnungen 
von  Nr.  690  und  691  beibehalten,  gehen  wir  daran,  nachzu- 
weisen, daß  die  Funktionen  g?(^,  ^q,  x^,  y^  und  i)(ty  <q,  x^,  y^)  in 
einer  hinreichend  kleinen  Umgebung  von  ^ »  ^  auch  stetige 
partielle  Ableitungen  erster  Ordnung  nach  t^  haben.  In  vielen 
Beziehungen  verläuft  der  Beweis  entsprechend  wie  der  in  der 
letzten  Nummer;  aber  es  kommen  doch  einige  wesentliche 
Unterschiede  vor,  die  wir  besonders  hervorheben  müssen. 

Wir  gehen  von  der  Ungleichung  (4)  von  Nr.  691  aus,  in 
der  wir  Jt,  Jx^  und  Jy^  gleich  NuU  wählen.  Bedeuten  ^ip 
und  ^^  die  Zunahmen,  die  g?(<,  t^y  %  y^,)  und  ^(^,  ^,  rc^,,  y^)  er- 
fahren, falls  nur  t^  um  ^t^  wächst,  so  gibt  jene  Ungleichung 
zunächst 
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Dabei  sei  daran  erinnert,  daß  die  in  der  geschweiften  Klammer 
stehende  Ableitung  die  Ton  q>(t,  tQ  +  dt^y  x^^,  y^)  nach  t  für 
eimen  zwischen  t  und  t  +  Jt^  gelegenen  Wert  f  ist.  Wir  diyi- 
dieren  mit  |^^o|  und  bilden  auch  die  entsprechende  auf  ^  statt 
9:  bezügliche  Ungleichung.     Indem  wir 

(1)  «-3I'   «-Z? 


'0  ^-••'o 


setzen,  erhalten  wir  alsdann  die  beiden  Formeln: 


(2)  «+^J^«, 


«+ldrl/!^*- 


l  dt  j  /{ 

Dabei  bedeutet  b  wieder  die  in  voriger  Nummer  unter  (3)  an- 
gegebene positive  Zahl.  Weil  die  hier  vorkommenden  Ableitun- 
gen för  lim  jdi^  —  0  in  die  von  y (^,  ^0,  ^j^,  y«)  "^^  *(^;  ^0»  ^0^  ^o) 
übeigehen,  zeigen  die  Ungleichungen  (2),  daß  ti  und  v  auch 
für  lim  jdi^  »  0  endlich  bleiben.  Deshalb  kann  man  wie  in  der 
letzten  Nummer  schließen,  indem  jetzt  die  Formeln  (2)  an  die 
Stelle  der  Formeln  (2)  der  letzten  Nummer  treten.  Die  Glei- 
chungen (5)  der  letzten  Nummer  gelten  auch  jetzt,  wenn  man 
darin  nur  /Ix^  durch  Ai^  ersetzt.  Man  folgert  daher,  daß  u 
und  V  einem  System  erster  Ordnung  von  zwei  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  genügen,  das  für  limz/^^»  0  wieder  in 
das  System  (7)  der  letzten  Nummer  übergeht,  sodaß  man  auch 
jetzt  den  Hilfssatz  3  von  Nr.  687  anwenden  kann.  Eine  beson- 
dere Schwierigkeit  macht  dagegen  jetzt  noch  die  Feststellung 
der  Af^angswerte  von  u  und  v  für  ^  =  ^q,  die  nicht  wie  in 
voriger  Nummer  die  einfachen  Werte  Null  und  Eins  sind. 
In  dieser  Beziehung  schließt  man  so:  Die  Gleichungen 

definieren  x  und  y  als  Funktionen  von  t  in  einer  gewissen  Um- 
gebung von  t  =  Iq.  Hat  man  für  t  einen  Wert  t^  in  dieser  Um- 
gebung angenommen,  für  den  x  ==>  q>  und  y » ^  etwa  die 
Werte  x^  und  y^  haben,  so  muß  dasjenige  Lösimgensystem  von 

(4)  ^  -  X(t,  X,  y),      %  =  Y{t,  X,  y), 

das  für  t^t^^  die  Werte  x^  und  y^  hat,  nach  Satz  4,  Nr.  688,  mit 
dem  Losungensystem  (3)  identisch  sein,  da  dies  auch  für  ^  »>  ^ 
diese  Werte  annimmt.     Mithin  folgt,  daß  die  Funktionen 
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für  ^  —  <o  gleich  Xq  und  y^  werden. 

Dies  gilt  für  jeden  erlaubten  Wert  ^  von  t  Daraus  schließen 
wir:  In  einer  Umgebung  von  t^t^  bestehen  die  Gleichungen 

(5)  a;o=  ?P(<w  ^j  ^7  y)>      yo-  ^(^0»  *y  ^7  V) 

infolge  der  Gleichungen  (3),  d.  h.  diejenigen  Funktionen  x  und  y^ 
die  durch  (3)  gegeben  werden,  genügen  den  Gleichungeu  (5), 
in  denen  diese  Funktionen  implizite  rechter  Hand  vorkommen. 
Nun  wissen  wir  femer ,  daß  die  Funktionen  q>  und  ^,  die 
in  (3)  auftreten,  Ableitungen  erster  Ordnung  nach  t  haben,  Tgl. 
Satz  2,  Nr.  686,  und  in  der  letzten  Nummer  ergab  sich,  daß 
sie  auch  Ableitungen  erster  Ordnung  nach  x^  und  y^  haben. 
Mithin  kommen  den  in  (5)  auftretenden  Funktionen  q>  und  ^ 
Ableitungen  erster  Ordnung  nach  t^y  x  und  y  zu.  Indem  wir 
in  (5)  immer  unter  x  und  y  die  durch  (3)  definierten  Funk- 
tionen verstehen,  können  wir  also  die  Gleichungen  (5)  vollstän- 
dig nach  t^  differenzieren.    Die  erste  gibt: 

/g\     Q  ^  d<p{U,  t,  X,  y)       d<p(t^,  t,  Xy  y)  dx       d<p(to,  t,  x,  y)  dy^  ^ 

Hierin  ist  das  erste  Glied  rechts,  da  die  Funktionen  (3)  dem 
System  (4)  genügen,  gleich  X(^  rr^,  y^).  Fenier  sahen  wir  in 
der  letzten  Nummer,  daß 

d(p(t,t^,x^,y^)  ^j   d(p{t,  t^y  gp,  yj 
dXf^  dy^ 

für  t^tf^  die  Anfangswerte  Eins  und  Null  haben.  Infolgedessen 
kommen  auch  den  Ableitungen 

??l*o'A^'_y)  und   dfp{tQ,t,x,y) 
dx  dy 

für  /^  =»  ^  die  Werte  Eins  und  Null  zu.   Also  gibt  die  Gleichung 

(6)  für  i^t^i 

Entsprechend  kommt: 

Dies  besagt:  Falls  die  Funktionen  q>  und  ^,  die  durch  (3)  dai^ 
gestellt  werden,  partielle  Ableitungen  erster  Ordnung  nach  ^ 
69S] 
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haben,  kommen  diesen  Ableitungen  für  / »  ^^  die  Anfangswerte 

—  ^(^7  ^o;  Vo)  ^d  —  r(^o>  ^01  yo)  ^' 

Wir  erkennen  daher,  daß  die  partiellen  Ableitungen  erster 
Ordnung  der  Punktionen  y(^,  t^  x^,  y^)  und  tl;(t,  t^,  r^,  y^)  ^^^ 
i^  diejenigen  Losungen  u  und  v  des  in  der  letzten  Nummer 
unter  (7)  angegebenen  Systems  erster  Ordnung  yon  zwei  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen  sein  müssen,  die  für  ^  —  ^^ 
die  Anfimgswerte  —  ^(t^f  x^  Vo)  und  —  ¥(1^,  x^  y^)  haben. 

Nunmehr  sind  wir  an  das  Ende  unserer  Untersuchungen 
über  das  System  (4)  gelangt.  Indem  wir  den  Satz  6  von  Nr.  691 
mit  den  Ergebnissen  der  yorigen  und  gegenwärtigen  Nummer 
zusammenfassen,  können  wir  also  als  Oesamtergdmis  den  folgen- 
den Satz  aussprechen: 

Saia  7:  Es  liege  ein  System  erster  Ordnung  von  gwei  ge- 
teöhnlichen  DifferenHälgleichungen  in  der  Normalform 

^^X(t,x,y),      ^-Y(t,x,y) 

voTf  und  die  Funktionen  X  und  Y  der  drei  Veränderlichen  t,  x,  y 
mögen  sich  nebst  aüen  ihren  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung 
in  einem  gewissen  Bereiche  stetig  verhalten.  Zu  jedem  belidngen 
WertetHpd  t^,  x^,  y^  innerhalb  dieses  Bereiches  gibt  es  alsdann 
ein  und  nur  ein  Lösungensystem 

das  für  t^t^  die  Anfangswerte  x^  und  y^  hat.  Dies  Lösungen- 
System  besteht  aus  zwei  Funktionen  tp  und  ^  von  t^  die  nebst 
ihren  Ableitungen  erster  Ordnung  nach  t  in  einer  gewissen  Um- 
gebung von  I^Iq  stetig  sind  und  dasdbst  gusammen  mit  t  nur 
solche  Wertetripd  ty  x,  y  ausmachen,  die  dem  BereuAe  angehören. 
Femer  sind  die  Funktionen  tp  und  ^,  aufgefaßt  als  Funktionen 
aüer  vier  Größen  ty  t^,  x^,  y^,  an  der  Stelle  (<,  t^,  Xq,  y^)  stetig, 
sobald  t  hinreichend  nahe  bei  ^  gewählt  wird.  Überdies  haben  sie 
dann  auch  solche  partidle  Ableitungen  erster  Ordnung  nach  t^, 
nach  Xq  und  nach  y^,  die  stetige  Funktionen  von  t  sind,  und  swar 
genügen  sowohl  die  Ableitungen 

als  auch  die  Ableitungen 
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sowie  auch  die  Ableitungen 

dtp        d'^ 

dem  System  erster  Ordnung  von  zwei  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen in  der  Normalform 

du        dXjt,  y,  t/))  dX(t,  y,  ip) 

dt  d(p  d^ 

für  zwei  Funktionen  u  und  v  von  t.  Dabei  haben  die  beiden  zuerst 
genannten  Ableitungen  für  t^t^  die  Anfangswerte 

die  beiden  alsdann  genannten  die  Anfangswerte 

und  die  beiden  zuletzt  genannten  die  Anfangswerte 

Wo  =  Ö,      t7o  =  1. 

694.  Beispiele.  Es  wird  erwünscht  sein,  das  Ergebnis 
durch  ein  rechnerisch  vollkommen  durchführbares  Beispiel  zu 
erläutern.    Wir  wählen  zu  diesem  Zwecke  das  System: 

Sein  Bereich  ist  unbeschninkt,  weil  sich  die  beiden  Funktionen 

(2)  X-a:cos^,      Y  ^  xe-"^'     ^ 

nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  überall  stetig  verhalten.   Die 
erste  Gleichung  (1)  läßt  sich  so  schreiben: 

dhix  —  cos<  dt. 

Soll  o;  für  f  =  t^  den  Wert  x^  haben,  so  ergibt  sich  also  durch 

Quadratur: 

In  a;  —  In  rc^  =  sin  <  —  sin  t^ 
oder 

(3)  x^x^e^""*"^^. 

Substitution  dieses  Wertes  in  die  zweite  Gleichung  (1)  liefert: 

dy  ^  x^e-^^^dt 
Soll  y  für  t^t^  den  Wert  y^  haben,  so  folgt  durch  Quadratur: 
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(4)  y-yo=a;,e-^H<-<o)- 

Nach  (3)  und  (4)  steUt  somit 

ff 

(5)     a;  -  qp  =3  XoC-^^'-^-S      y  -  V'  -  yo  +  ^o(^  -  g^-*»'- 

dasjenige  Losungensystem  yon  (1)  dar,  das  für  ^ »  ^q  die  An- 
fangswerte  x^  und  y^  hat 

Um  den  letzten  Satz  an  diesem  Beispiele  zn  bestätigen, 
hat  man  die  Ableitungen  der  durch  (5)  gegebenen  Funktionen  tp 
und  ^  Yon  t,  t^,  x^,  y^  nach  t^,  nach  Xq  und  nach  y^  zu  be- 
rechnen.   Es  kommt: 


(6) 


3^^ «,  cos  <,«•»»'— '"'., 


ll'--x,[(t-Qcost,  +  l]e-^\ 


.^yo       '  ^yo 


Bildet  man  diese  Werte  fcLr  t  =»  %f  so  sieht  man,  daß  die  beiden 
ersten  entgegengesetzt  gleich  den  Funktionen  (2)  für  t  =^  t^^ 
^^^07  y^Vo  werden,  die  nächsten  beiden  gleich  Eins  imdNull 
und  die  letzten  beiden  gleich  Null  und  Eins.  Hiermit  wird  das 
bestätigt,  was  Satz  7,  Nr.  693  über  die  Anfangs  werte  der  Ab- 
leitungen für  ^  »  ^0  besagt 
Femer  ist  nach  (2): 

^(*7  9>,  *)  -  9  cos  t,       Y(t,  9,  f)  -  ()pe-*^'; 
also  lantet  das  in  Satz  7  fOr  u  und  v  angegebene  System  so: 

(7)  4J-cos<.«,     if  =  «-•»'.«. 

Man   sieht,   daß    die   unter  (6)  berechneten   Funktionenpaare, 
nämlich  die  Funktionen 

u  «  —  a?p cos /^e**»'— *"S      v  =  -  x^[{t  —  t^)  cos t^  +  Ije—*»^'» 
ebenso  wie  die  Fimktionen 

und  die  Funktionen 

w  «  0,      t?  =»  1 

das  System  (7)  befriedigen,  womit  der  Satz  7  bestätigt  wird. 
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Das  letzte  Funktionenpaar  besteht  aus  zwei  Eonstanten. 
Wir  benutzen  daher  diesen  Anlaß^  um  darauf  hinzuweisen,  daß 
ein  vorgelegtes  zweigliedriges  System  in  der  Normdlform 

(8)  ^  =  X{t,x,y),      ^^\^Y(t,x,y) 

immer  dann  insbesmidere  auch  ein  Konstantenpaar  als  ein  La- 
sungensystem  hat,  wenn  es  ein  Wertepaar  x^,  y^  derart  gibt,  daß  die 
Funktionen  X(t,  Xq,  j^q)  und  Y{t,  Xq,  y^)  von  t  gleich  NuU  sind. 
Natürlich  wird  dabei  vorausgesetzt,  daß  t  zusammen  mit  x^ 
und  y^  ein  Wertetripel  des  Bereiches  des  Systems  (8)  —  vgl. 
Nr.  689  —  ausmacht.  In  diesem  Falle  befriedigt  das  Eon- 
stantenpaar  x  =  x^,  V  "^  Vq  ^^  System,  wie  man  sofort  sieht. 
Es  wird  angebracht  sein,  darauf  aufmerksam  zu  machen,  wie 
es  sich  in  diesem  Falle  mit  der  in  Nr.  681  beginnenden  Betrach- 
tung verhält:  Wenn  ^,  ^,  •  •  •  <«-i  wie  damals  Zwischenwerte 
zwischen  t^  und  t  sind,  geben  die  beiden  ersten  Gleichungen  (3) 
von  Nr.  681,  weil  Xq  und  Fq,  nämlich  X(^q,  rr^,  y^  und 
^ih)  ^o>  Vo))  ^^^^  Voraussetzung  gleich  Null  sind,  einfach 
^1  ^  ^of  Vi  ■*  Vo'  Mithin  werden  X^  und  F^,  d.  h.  X(^,  x^,  y^) 
und  F(^i,  a?!,  yj,  gleich  X(ti,  Xq,  y^  und  Y{t^,  x^,  y^),  und  da 
auch  diese  Werte  nach  Voraussetzung  gleich  Null  sind,  liefern 
die  in  der  zweiten  Zeile  von  (3),  Nr.  681,  stehenden  Gleichun- 
gen weiterhin  x^^x^  und  y^^yi^  somit  auch  x^  ^  Xq,  y2  ="  y©- 
So  kann  man  weiter  schließen.  Man  bekommt  also  im  gegen- 
wärtigen Falle  gar  nicht  wie  damals  ein  Polygon,  sondern  bleibt 
beständig  an  der  Anfangsstelle  (x^,  y^). 

Ein  einfaches  Beispiel  hierzu  bietet  das  System: 

(»)  V-'.    '/{->■ 

bei  dem  die  Funktionen  X  und  F  insbesondere  von  t  unabhängig 
sind.  Denn  da  hier  X  und  F  für  rc  =  0,  y  =  0  verschwinden, 
muß  das  Eonstantenpaar  o:  »=  0,  y  =^  0  ein  Lösungensystem  sein. 
Wir  wollen  erörtern,  wie  sich  hier  aUe  Lösungensysteme  geo- 
metrisch darstellen,  wenn  man  wie  in  Nr.  678  die  Größen  x 
tmd  y  als  rechtwinklige  Eoordinaten  in  der  Ebene  auffaßt. 

Zunächst  ist  das  System  (9)   leicht  zu  integrieren,  denn 
man  kann  es  so  schreiben: 
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dhix  =»  dt^     d\ny  =  dt. 

Sollen  nun  x  und  y  für  t^^t^  die  Werte  Xq  und  y^  haben ;  so 
ergibt  sich  durch  Quadratur: 

Iny  -  Inyo  —  ^  —  <o 


Ina:- 

-Inaro 

^t- 

h^ 

oder  also: 

(10) 

X  = 

'X^&- 

Dies  Lösungensystem  yon  (9)  stellt  geometrisch,  wenn  x^  und  y^ 
nidU  beide  gleich  Ntdl  sindj  eine  Gerade  dar,  die  yom  Anfangs- 
punkte O  ausgeh ty  weil  infolge  von  (10)  der  Bruch  y:x  gleich 
y^ix^,  also  konstant  ist.    Durchlauft  t  alle  (reellen)  Werte,  so 
behalten  aber  x  und  y  immer  dieselben  Vorzeichen  wie  Xq  und 
y^.    Mithin  ist  die  Integralkurve  keine  vollständige  durch  0 
gehende    Gerade,    sondern    nur 
eine  Halbgerctde  oder  ein  Strahl 
Yon  0  aus,  dem  jedoch  0  seihst 
nidd  angehört,  weil  x  und  y  fiir 
keinen  (endlichen)  Wert  von  t 
Yerschwinden.      Rechnet     man 
die  Strahlen   positiv  im   Sinne 
wachsender  Werte  von  t,  so  sind 
die  Richtungen   aller   Strahlen 
die  vom  Anfangspunkte  fortge- 
henden, wie  es  die  Fig.  12  er- 
läutert    Man    kann   nun   aber  ^^'  '* 
auch  beide  Anfangswerte  x^  und  y^  gleich  Null  wählen.    Alsdann 
gibt  (10)  für  alle  Werte  von  t  nur  a;  =  0,  y  —  0,  d.  h.  der 
Anfangspunkt  0  ist  auch  als  ein  Integralgebüde  zu  betrachten. 
Nach  Nr.  677  ordnet  das  System  (9)  einem  Punkte  (rr,  y) 
ein  Liniendentent  zu,  das  von  ihm  ausgeht  und  mit  der  posi- 
tiven X-Achse  denjenigen  Winkel  r  bildet,  für  den 

sinT:cosT  —  Z:X  —  y:x 

ist  und  sinr  und  cosr  dieselben  Vorzeichen  wie  y  und  x  haben. 
Die  Linienelemente,  die  das  System  (9)  beliebigen  Punkten  der 
Ebene  zuweist,  sind  daher  längs  der  erwähnten  Strahlen  ge- 
legen, wie  es  sein  muß.  Für  a?  «  y  —  0  aber  bleibt  t  unbe- 
stimmt, d.  h.  dem  Anfangspunkte  0  werden  durch  das  System 
(9)  aCe  von  0  ausgehenden  Linienelemente  zugeordnet. 
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§  3.    Existenzbeweis  bei  allgemeinen  Systemen  in  der 

Normalform. 

696.    Löanngen  einer  gewöhnlichen  DUferential- 
gleichting  erster  Ordnung  in  der  Normalform.  In  Nr.  680 

wurde  erörtert ,  weshalb  der  Existenzbeweis  für  Lösungen- 
Systeme  zunächst  bei  zweigliedrigen  Systemen  von  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  in  der  Normalform  gegeben  werden 
sollte.  Wir  werden  in  der  Tat  nunmehr  die  früheren  Ergebnisse 
in  der  gegenwärtigen  Nummer  leicht  spezialisieren  und  in  der 
folgenden  Nummer  leicht  verallgemeinem  können. 

Jetzt  liege  eine  einzige  gewöhnliche  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  für  eine  unbekannte  Funktion  y  der  unab- 
hängigen Veränderlichen  x  in  der  nach  der  Ableitung  y'  auf- 
gelösten Form  wie  in  Nr.  666  vor: 

(1)  y-n-^,y)- 

Wir  setzen  dabei  yoraus^  daß  sich  die  Funktion  f  von  x  und  y 
nebst  ihren  beiden  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  in 
einem  gewissen  Bereiche  der  beiden  Veränderlichen  x  und  y 
stetig  verhalte.  Dieser  Bereich  soll  der  Bereich  der  Differen- 
tialgleichung (1)  heißen,  und  wir  beschränken  uns  stets  auf 
diesen  Bereich. 

Um  nun  die  in  den  beiden  ersten  Paragraphen  entwickelte 
Theorie  auch  auf  die  Gleichung  (1)  auszudehnen^  kann  man  so 
verfahren,  daß  man  die  bisher  durchgeführte  Betrachtung  eines 
zweigliedrigen  Systems  für  die  eines  eingliedrigen  spezialisiert. 
Dies  wäre  der  natürliche  und  nächstliegende  Weg.  Da  wir  aber 
die  zweigliedrigen  Systeme  schon  erledigt  haben,  ist  es  be- 
quemer, wenn  wir  die  Gleichung  (1)  durch  Hinzufügung  einer 
zweiten  von  einfachster  Form  zu  einem  zweigliedrigen  System 
machen,  auf  das  die  alte  Theorie  anwendbar  ist.  Wir  verstehen 
unter  z  eine  Eonstante,  so  daß 

(2)  Ä  =  ^(-,y),  Ij-o 

ist.  Jetzt  liegt  in  der  Tat  ein  zweigliedriges  System  in  der 
Normalform  vor.  Dabei  sind  y  und  z  die  gesuchten  Funktionen 
der  unabhängigen  Veränderlichen  x.  Wir  können  auf  dies  Sy- 
stem den  Satz  7  von  Nr.  693  anwenden,  indem  wir  darin  tj  x 
695] 


{  3.   Existenzbeweis  bei  allgemeinen  Systemen  in  der  Nonnalfonn      85 

und  y  durch  Xy  y  and  z  sowie  X  und  Y  durch  f{xj  y)  und  Null 
ersetzen.  Da  offenbar  die  auf  g  bezügliche  Gleichung  eines 
Losujigensystems  b  ^  z^^  lautet  und  g^  bestimmt  gewählt  werden 
darf,  z.  B.  gleich  Null,  geht  alsdann  sofort  für  die  ursprünglich 
Yorgelegte  Differentialgleichung  (1)  folgendes  Ergebnis  hervor: 
Ztt  jedem  Wertepaare  x^y  y^  in  ihrem  Bereiche  gibt  es  eine 
und  nur  eine  Lösung 

(3)  y-^^C^^^^o^yo). 

die  für  x  ^  Xq  den  Wert  y^  hat.  Dabei  ist  q>  und  ebenso  die  Ab- 
leitung Yon  (p  nach  x  in  einer  gewissen  Umgebung  der  Stelle  x^ 
eine  stetige  Funktion  von  Xy  und  zwar  machen  x  und  y  ="  fp  zu- 
sammen überall  in  dieser  Umgebung  Wertepaare  des  Bereiches 
aus.  Femer  ist  97  auch  eine  stetige  Funktion  aller  drei  Größen 
X,  a?o  und  y^y  sobald  nur  x  hinreichend  nahe  bei  x^  gewählt  wird. 
Unter  derselben  Bedingung  hat  9  partielle  Ableitungen  erster 
Ordnung  nach  Xq  und  y^y  die  beide  der  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  für  u 

genüge  leisten^  indem  die  Ableitung  von  9  nach  Xq  für  x  ^  x^ 
^n  Anfangswert  —  ({Xq,  y^y  dagegen  die  Ableitung  von  q>  nach 
y^  für  x=^  Xq  den  Anfangswert  Eins  hat.  Daraus  folgt  aber, 
weil  die  Gleichung  (4)  in  der  Form 

rfln«  =  ^J^  dx 
geschrieben  werden  kann,  daß 

ist  und  also  wegen  der  angegebenen  Anfangswerte  —  fix^y  y^ 
und  1  für  x^  Xq  durch  Quadratur  hervorgeht: 


X 


InqP,.  -  In  [-  f{x„  %)!  =-p-%''^  dx, 


*b 


Mithin  ist 
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X 


J        ^9  Q  «/         S<f 


Das  hier  auftretende  Integral  ist  nach  Satz  19,  Nr.  487,  stetig 
in  bezug  auf  x  und  Xq,  Da  man  aber  die  in  Nr.  487  angestellte 
Betrachtung  leicht  auf  den  Fall  eines  Integrals  mit  zwei  Para- 
metern verallgemeinem  kann,  ergibt  sich,  daß  das  Integral  stetig 
in  bezug  auf  x,  x^  und  y^  ist,  so  daß  sich  nach  (5)  auch  die 
partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  von  <p  nach  Xq  und  y^ 
stetig  in  bezug  auf  x,  Xq  und  Pq  verhalten.  Dasselbe  gilt  von 
der  nach  x,  da  sie  ja  infolge  von  (1)  gleich  f(x,  tp)  sein  muß. 
Einen  Teil  dieser  Ergebnisse  fassen  wir  zusammen  in  dem 
Satz  8:  Es  liege  eine  gewöhnliche  DifferenticUgleickung  erster 
Ordnung  in  der  nach  %f  aufgelösten  Form 

y'  -  f(^7  y) 

vor,  und  die  Funktion  f{Xy  y)  verhaUe  sich  nebst  ihren  beiden 
partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  in  einem  gewissen  Bereiche 
von  X  und  y  stetig.  2ju  jedem  Wertepaa/re  x^,  y^  innerJialb  dieses 
Bereiches  gibt  es  eine  und  nur  eine  Lösung 

y-<p(^>^o>yo)y 

die  für  x  =^  x^  defi  Anfangswert  y^  hat,  Sie  ist  dmiso  wie  ihre 
Ableitung  nach  x  innerhalb  einer  gewissen  Umgebung  von  x^  eine 
stetige  Funktion  von  x,  und  zwar  macht  x  eusammen  mit  y=^<p 
überall  in  dieser  Umgebung  ein  Wertepaar  aus,  das  dem  Bereiche 
angehört.  Überdies  ist  (p  als  Funktion  von  dUen  drei  Chrößen  Xy 
^07  yo  ^^  ^  Stelle  {x,  Xqj  yg)  s^^y  sobald  x  hinreichend  wenig 
van  Xq  abweicht,  und  dasselbe  gilt  von  den  drei  partiellen  Ab- 
leitungen erster  Ordnung  von  q>  nach  x,  Xq  und  y^. 
Beispiel:  Der  Bereich  der  Differentialgleichung 

(6)  y  -  xy* 

ist  unbeschränkt.  Zu  einem  ganz  beliebig  gewählten  Anfangs- 
wertepaare Xq,  y^  gehört  deshalb  stets  eine  und  nur  eine  Lösung. 
Man  findet  sie,  da  die  Differentialgleichung  in  der  Form 

-  j  =  xdx 

geschrieben  werden  kann,  sofort  durch  Quadraturen,  indem  ja 
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9o  *o 


oder 

herTorgeht^  woraus  durch  Auflösung  nach  y  die  gesuchte  Lösung 

gewonnen  wird.    Ihre  Ableitungen  nach  x^  und  y^  sind: 

/Q\         ^ — --^goyo* ^_  * 

W  axo  "  [2 -ya(^'-^o •)"]*'     ^yo      ta-yoC^'-^oTr 

Dies  steht  mit  den  Formeln  (5)  im  Einklänge^  denn  da  jetzt 

f(p^7  y)  =^  ^y^  ^8<^  /^(^;  9)  =  ^9^*  ist,  hat  man  nach  (7): 

so  daß  (5)  in  der  Tat  die  Werte  (8)  der  partiellen  Ableitungen 
liefert. 

696.  Löanngensysteme  eines  allgemeinen  Systeme 
in  der  Kormalform.  Schließlich  betrachten  wir  jetzt  ein 
allgemeines,  etwa  n-gliedriges  System  erster  Ordnung  von  ge- 
wohnlichen Differentialgleichungen  in  der  Normalform:* 

(^)  W  ^  ^»(^^  ^1'  ^«'  •  •  •  ^«)       (i  -  1,  2, . . .  n); 

Darin  bedeutet  t  die  unabhängige  Veränderliche,  während  x^^x^, 
...  AT^  die  gesuchten  Funktionen  von  t  sind.  Unter  dem  Bereiche 
des  Systems  (1)  verstehen  wir  einen  Bereich  der  n  +  1  Veränder- 
lichen t,  x^y  x^y  . . ,  x^,  innerhalb  dessen  die  gegebenen  Funk- 
tionen X^,  Xg, . . .  X„  nebst  allen  ihren  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  stetig  sind;  und  wir  beschränken  uns  stets  auf 
einen  derartigen  Bereich. 

Die  Betrachtungen  der  beiden  ersten  Paragraphen  lassen 
sich  leicht  sinngemäß  auf  den  FaU  des  Systems  (1)  veraUge- 
meinem.  Dabei  dürfen  wir  uns  auf  einige  Andeutungen  be- 
schränken, da  die  Beweise  schon  für  den  einfacheren  FaU  n  »  2 
alles  Wesentliche  dafür  enthalten.  Wenn  ein  Wertsystem 
tp,  Xj^f  x^y '  '  '^n  iimerbalb  des  Bereiches  ausgewählt  wird,  gibt 
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es  entsprechend  (2)  in  Nr.  680  eine  Umgebung 

(2)  \t-t^\<l,     ki-iri®|<*,    ...\x^-xj^\£h 

dieses  Wertsystems/  die  vollständig  im  Bereiche  enthalten  ist^ 
so  daß  die  weiteren  Schlösse  wie  in  Nr.  680  usw.  auf  der  Hand 
liegen.  In  Nr.  681  konstruierten  wir  nun  allerdings  ein  Poly- 
gon in  der  xy-^hene,  während  jetzt  n  Größen  x^,  x^y . . .  x^  sn 
die  Stelle  der  beiden  Größen  x  und  y  treten.  Aber  es  wurde 
schon  damals  hervorgehoben,  daß  man  eigentlich  der  geome- 
trischen Ausdrucksweise  nicht  bedarf,  wenn  sie  auch  besonders 
anschaulich  ist,  denn  das  Polygon  wurde  durch  die  Gleichungen 

(3)  von  Nr.  681  rein  analytisch  definiert.  Indem  wir  auch  jetzt 
einen  Wert  t  in  der  Umgebung  |^  — ^o!  1^^  ^^^  ^o  annehmen 
und  das  Intervall  von  tQ  bis  t  durch  Zwischenwerte  ^i  ^y  •  .  • 
zerlegen,  stellen  wir  nunmehr  entsprechende  Gleichungen,  aber 
in  größerer  Zahl  auf.  Wir  beschränken  uns  darauf,  zu  bemer- 
ken, daß  statt  der  beiden  ersten  Gleichungen  (3)  von  Nr.  681 
jetzt  ihrer  n  vorkommen,  nämlich 

Dabei  bedeuten  X^®,  X,^, . . .  XJ^  die  Funktionen  X^,  X„  . . .  X„ 
gebildet  fQr  das  Anfangs-Wertsystem  t^,  x^,  x^^, . . .  xj^.  Wie 
gesagt,  können  wir  alle  weiteren  Schlüsse  wie  im  ersten  und 
zweiten  Paragraphen  durchführen.  Die  einzige  Erschwerung 
besteht  darin,  daß  jetzt  jedesmal  n  Gleichungen  statt  nur  zweier 
vorkommen,  so  daß  gelegentlich  die  Zahl  n  statt  der  Zahl  2  in 
den  Formeln  auftritt,  ein  Umstand,  auf  den  schon  in  einer  An- 
merkung zu  Nr.  683  rechtzeitig  hingewiesen  wurde.  AtuA,  der 
Hüfssatg  3  von  Nr.  687,  von  dem  unr  mehrere  wichtige  Anwen- 
dungen in  Nr.  688,  690  bis  693  macMen,  ist  leicht  awf  den  FaU 
n-gliedriger  statt  eweigliedriger  Systeme  auseudehnen. 

Hiemach  düifen  wir  uns  darauf  beschränken,  das  Gesamt- 
ergebnis, das  im  Satze  7,  Nr.  693,  formuliert  wurde,  in  der  nun- 
mehr hervorgehenden  Verallgemeinerung  anzugeben.  Dabei 
ziehen  wir  es  aber  vor,  das  vorgelegte  System  (1)  etvnis  anders 
zu  schreiben,  nämlich  so,  wie  es  ursprünglich  in  Nr.  665  ge- 
schah. Die  unabhängige  Veränderliche  heiße  also  wieder  x 
statt  t,  und  die  n  gesuchten  Funktionen  seien  mit  9i>  ^t, ...  y« 
statt  mit  x^,  x^,  . . .  x^  bezeichnet.  Ferner  seien  die  rechts  in 
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(1)  auftretenden  Funktionszeichen  X^,  X^^  •  •  •  ^n  wieder  durch 
fif  fif  '  "  fn  ersetzt.     Dann  gilt  der 

Satg  9:  Es  liege  ein  System  erster  Ordnung  von  n  gewöhn- 
liehen  Differentialgleichungen  in  der  Normaiform 

vi  =  fM  Vif  yi»  •  •  •  Vn)  (»  =■  1;  2, . . .  n) 
voTj  und  die  Funktionen  /i,  /i, . . .  f^  der  n  +  1  Veränderlichen 
Xf  y^j  Vtf  ' ' '  y»  fi^g^  sich  nd>st  ihren  partietten  Ableitungen 
erster  Ordnung  in  einem  gewissen  Bereiche  stetig  verhalten,  Zu 
jedem  hdid>igen  Wertsystem  x^,  y^y  y,®,  •  •  •  y«®  innerhalb  dieses 
Bereiches  gibt  es  alsdann  ein  und  nur  ein  Lösungensystem 

y,-9,(ar,  :r^,  yl^y,^...y,ö)     (i- 1,  2, . . .  n), 

das  für  x^  x^  die  Anfangswerte  y^j  y^\  -  -Vn  *^^-  I^^  ^' 
sungensystem  besieht  aus  n  Funktionen  tp^,  q>2,  -  >-  9>«  ix>n  x,  die 
nebst  ihren  Ableitungen  erster  Ordnung  nach  x  in  einer  geu^issen 
Umgdmng  von  x  ^  x^  stetig  sind  und  daselbst  ßusammen  mit  x 
seiche  Wertsysteme  x,  y^,  y^;  •  •  •  y»  ausmat^ien^  die  dem  Bereiche 
angehören.  Femer  sind  die  n  Funktionen  <Pi,  V^,  -  -  -  q>np  (^f ge- 
faßt als  Funktionen  aller  n  +  2  Größen  a:,  x^y  y^,  y,^,  . . .  y^, 
an  der  Stelle  {x,  x^^,  y,^,  y^^  . . .  y/)  stetig,  sobald  x  hinreichend 
nahe  bei  x^  gewäJdt  wird.  Überdies  haben  sie  dann  auch  solche  par- 
tielle Ableitungen  erster  Ordnung  nach  x^^  und  nach  y^,  y,^y . . .  y^^ 
die  stetige  Funktionen  von  x  sind,  und  awar  genügen  sowohl  die 
Ableitungen 

als  auch  die  Ableitungen 

d(pi  d<Pt  ^<Pn 


für  i  =  1,  2, . . .  n  dem  System  erster  Ordnung  von  n  gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen  in  der  Normalform 

duj  ^  dfijxj  fft, '"  (Pn)  ^1        I   ^fii^^  yi > ' • '  yj  ^ 

dx  dtpi  1  T  •  •  •  T  ^^^  „ 

{%  =  1, 2, . . .  ») 

für  n  Funktionen  u^,  u^,  -  -  -u^  von  x.    Dabei  haben  die  n  zuerst 
genannten  Ableitungen  für  x  ^  Xq  die  Anfangswerte 

<  -=-  -  fi{Xo>  yA  •  •  •  y»");   •  •  •  V  -  -  fni^oy  yi';  •  •  •  y»^; 
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dagegen  die  n  nachfier  genannten  sämtlich  ^  abgesehen  von  der 
einen  Ableitung 

für  X  ^  Xq  den  Anfangswert  NuU,  während  dieser  einen  Ablei- 
tung für  X  ^  x^  der  Anfangswert  Eins  zukommt 

§  4.   Existensbewelse  ftlr  nnentwickelte  Funktionen. 

697.  ▼orbemerkungeii.  Noch  bleibt  die  Anfgabe  übrig, 
die  Beweise  für  die  Existenz  von  LösungenBystemen  für  den 
Fall  zu  führen,  wo  das  vorgelegte  System  von  gewöhnlichen 
Diflferentialgleichungen  nicht  die  Normalform  (vgl.  Nr.  665) 
hat.  Dabei  bedarf  man  aber  der  Sätze  über  die  Existenz  un- 
entwickelter Funktionen,  und  die  sollen  im  gegenwärtigen  Para- 
graphen aufgestellt  werden.  Im  folgenden  Paragraphen  wird 
die  Anwendung  dieser  Sätze  auf  die  Theorie  der  Diflferential- 
gleichungen gemacht  werden. 

Das,  was  gegenwärtig  gebracht  werden  soll,  stellt  somit 
eine  Einschaitimg  dar.  Es  muß  dabei  betont  werden,  daB  diese 
Einschaltung  nicht  nur  für  die  Theorie  der  Differentialglei- 
chungen von  Bedeutung  ist,  sondern  auch  eine  notwendige  Ver- 
vollständigung der  Betrachtungen  im  vierten  Kapitel  des  ersten 
Bandes  vorstellt.  In  Nr.  77  sahen  wir  uns  nämlich  genötigt, 
an  die  Spitze  der  Untersuchungen  eine  Forderung  Q.  über  das 
Vorhandensein  von  Funktionen  zu  stellen,  die  implizite  durch 
endliche  Gleichungen  definiert  werden.  Jetzt  wollen  wir  Satze 
über  die  Existenz  derartiger  Funktionen  beweisen,  infolge 
deren  alsdann  jene  Forderung  erfüllt  wird. 

Schon  gelegentlich,  z.  B.  in  Nr.  154,  wurde  bemerkt,  daß 
der  Satz  4  von  Nr.  21  auch  auf  den  Fall  von  mehreren  Ver- 
änderlichen sofort  ausgedehnt  werden  kann.  Da  wir  diese  Ver< 
allgemeinerung  nachher  einigemale  brauchen,  soll  sie  nunmehr 
ausdrücklich  formuliert  werden:  Wenn  fin  einem  gewissen  Be- 
reiche eine  stetige  Funktion  von  n  Veränderlichen  rCj,  a?,, ...  x^ 
ist  und  der  Bereich  die  Umgebung  einer  bestimmt  gewählten 
Stelle  (aj,  a,, ...  a^)  enthält,  an  der  die  Funktion  f  einen  von 
Null  verschiedenen  Wert  b  hat,  folgt  aus  Satz  7,  Nr.  22,  daß  es 
zu  einer  beliebig  klein  gewählten  positiven  Zahl  6  stets  eine 
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positiye  und  und  voa  Null  verschiedene  Zahl  h  derart  gibt^  daß 

(1)  IA^i;^«7    ••^»)-*l<<^ 

ist,  sobald  das  Wertsjstem  Xij  x^y , , .  x^  den  Bedingungen 

(2)  k, -aJ^Ä,    ki-ö»!^*,    •••k«-öJ^Ä 

genügt.  Wählt  man  nun  tf<  |b|,  so  ergibt  sich,  daß  f  unter 
den  Bedingungen  (2)  von  Null  verschieden  ist,  da  sonst  aus  (1) 
gegen  die  Voraussetzung  |&|  <  <y  hervorgehen  würde.  Also  gilt 
die  Verallgemeinerung  des  Satzes  4  von  Nr.  21: 

Satg  10:  Wenn  eine  Funktion  f{x^y  a:,,  . . .  rrj  an  einer 
Stelle  {a^y  a,,  ...  aj  stetig  und  von  Ntdl  verschieden  ist,  läßt 
sich  die  TJmgd)ung  der  Stelle  soweit  einschränken,  daß  die  Funk- 
tion nirgends  in  dieser  Umgdmng  den  Wert  NuU  annimmt  und 
daher  überall  in  dieser  Umgd>tmg  dassdbe  Vorigeichen  wie  an  der 

Stdle  (a^,  ^y  •  •  •  O  ^^* 

698.  Eine  unentwickelte  Funktion  von  mehreren 
Verftnderllchen.  Wir  nehmen  an,  zwischen  n  +  l  Veiunder- 
lichen  x^,  x^, , . .  x^  und  y  bestehe  eine  Gleichung: 

F{x^,x^,...x^,y)^0. 

Insbesondere  gebe  es  ein  Wertsystem  xl,  xi,  .  -  -  xi,  p^,  das 
der  Gleichung  jF  =»  0  genüge  leistet.  Unter  gewissen  Voraus- 
setzungen kann  man  alsdann  beweisen,  daß  diese  Gleichung 
eine  und  nur  eine  stetige  Funktion  y  von  x^,x^,...x^  definiert, 
die  an  der  Stelle  (a^,  rrS, . . .  xi)  gerade  den  Wert  y^  annimmt. 
Es  gilt  nämlich,  behaupten  wir,  der 

Satz  11:  Ist  F{x^,  rr,, . . .  a:„,  y)  eine  in  einer  Umgebung 
einer  Stelle  (x?,  rc?, . . .  xi,  y^  stetige  Fufüdion  von  w  +  1  V^- 
änderlichen  x^,  x^,  , , ,  x^,  y  mit  einer  stetigen  partiellen  Ablei- 
tung erster  Ordnung  hinsichtlich  y  und  ist  die  Funktion  F  an 
jener  Stelle  gleich  Null,  dagegen  ihre  Ableitung  F^  an  jener 
Stelle  nicht  gleich  Null,  so  gibt  es  zwei  positive  und  von 
NuU  verschiedene  Zahlen  h  und  k^h  derart,  daß  zu  jedem 
Wertsystem  x^,  x^, . , .  x^  des  Bereiches 

|a:i-4|^*,    \x^-si^\:^k,...\x^-xi\£k 

ein  und  mir  ein  Wert  y  im  Intervalle  !y  —  yol  ^  ^  vorhanden 
ist,  der  die  Gleichung 

F(x^,x^,.  ••^n,y)-o 
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befriedigt.  Die  demnach  in  jenem  Bereiche  dwrck  die  Gleichung 
F^Q  definierte  Funktion  y  von  x^, x^, . . . x^  ist  überaU  inner- 
halb des  Bereiches  stetig  und  hat  an  der  Stelle  (x^,  o^S, . . .  xS) 
den  Wert  y^. 

Da  man  durch  Einführang  der  neuen  Veränderlichen 

erreicht^  daß  F  eine  Funktion  von  x^,  x^,,.,x^  und  y  wird,  die 
gerade  an  der  Stelle  ^j  =  0, . . .  ^^  =  0,  y  =  0  den  Wert  Null 
hat;  dürfen  wir  uns  beim  Beweise  des  Satzes  auf  die  Annahme 
beschränken;  daß  ^^  ^>  • . .  ^^  und  y^  insbesondere  sämtlich 
gleich  Null  seien.  Außerdem  tritt  das  Wesen  des  Beweises  in 
allen  Einzelheiten  schon  deutlich  genug  heryor,  wenn  wir  n=^2 
annehmen. 

Somit  gehen  wir  von  folgenden  Voraussetzungen  aus:  F 
bedeute  eine  Funktion  der  drei  Veränderlichen  x^,  x^y  y.  Sie 
verhalte  sich  in  einer  Umgebung  der  Stelle  arj  =  0,  a:,  =  0,  y  =  0 
stetig.  Auch  habe  sie  in  dieser  Umgebung  eine  stetige  parti- 
elle Ableitung  F^  hinsichtlich  y.  Femer  sei  F  selbst  an  der 
Stelle  a?i  «=  0,  X,  =  0,  y  =»  0  gleich  Null,  dagegen  F^  nicM. 

Es  fragt  sich  alsdann,  ob  die  Gleichung 

(1)  Fix,,  x„  y)  =  0 

in  einer  hinreichend  kleinen  Umgebung  der  Stelle  a:i  =  0,  ic,  =  0 
in  der  Tat  eine  und  nur  eine  stetige  Funktion  y  von  x^  und  x^ 
definiert,  die  für  x^^O^x^^O  insbesondere  den  Wert  Null  hat. 
Zunächst  gibt  es  nach  Satz  10  der  letzten  Nummer,  ange- 
wandt auf  F^,  eine  positive  und  yon  Null  verschiedene  Zahl  h 
derart,  daß  F^  in  dem  Bereiche 

(2)  kl^Ä,     \x,\^h,     \y\^h 

überaü  von  Null  verschieden  ist  und  also  dasselbe  Vorzeichen 
wie  an  der  Stelle  o?!  —  0,  rTj  -=  0,  y  =  0  hat.  Um  einen  be- 
stimmten Fall  vor  Augen  zu  haben,  wollen  wir  sagen,  F  sei 
in  dem  Bereiche  (3)  positiv.  Bei  entgegengesetzter  Annahme 
nämlich  läßt  sich  die  folgende  Betrachtung,  entsprechend  abge- 
ändert, ebenfalls  ohne  weiteres  durchführen.  Da  nun  F{0^  0,  y) 
für  |y|  ^  %  eine  stetige  Funktion  von  y  mit  positiver  Ableitung 
ist,  nimmt  sie  nach  Satz  9,  Nr.  30,  mit  wachsendem  y  zu. 
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Weil  sie  ftLr  9  »  0  nach  VorauBBetziuig  yerschwindet,  ist  sie 
somit  negativ  f&r  y  <  0  und  positiv  für  y  >  0.  Insbesondere 
also  kommt: 

(3)  2^(0,0,-Ä)<0,     i^(0,0,Ä)>0. 

Nunmehr  werde  die  Funktion  F^x^,  x^,  h)  betrachtet.  Sie 
ist  bei  der  Annahme  |^i|^A;  i^sl^^  ^^^®  stetige  Funktion 
von  x^  und  x^.  Demnach  lehrt  Satz  10  der  letzten  Nummer, 
daß  es  eine  positive  und  von  Null  verschiedene  Zahl  k^  ^h 
derart  gibt,  daß  diese  Funktion  ^1^  \xi\  ^\,  \^t\^K  überall 
einerlei  Vorzeichen  hat.  Da  sie  f&r  rr^  »-  r^i  =»  0  nach  der 
zweiten  Ungleichung  (3)  das  Pluszeichen  hat,  folgt  also,  daß 
F{xi,  x^j  h)  unter  den  Annahmen  |^i  |  ^  Ai^;  l^s  I  ^  ^  ^^^^  posi- 
tiv and  nie  gleich  Null  ist  Ebenso  erkennt  man:  Es  gibt  eine 
positive  und  von  Null  verschiedene  Zahl  h^^h  derart,  daß 

^(phf  ^%f  ~  ^)  unter  den  Annahmen  \x^\^Tc^y  j^i!^^  ^^^ 
negativ  und  nie  gleich  Null  ist.  Wird  die  kleinere  der  beiden 
Zahlen  k^  und  To^  nunmehr  h  genannt,  so  folgt: 

Es  ist  eine  positive  und  von  Null  verschiedene  Zahl  Ic^h 
derart  vorhanden,  daß 

(4)  F{x^,Xt,h)>Q,     Fix^,x^,-h)<0 
für  alle  Wertepaare  a;^,  x^  wird,  die  den  Bedingungen 

(5)  l^iK*,   k,|<* 

genflgen,  und  insbesondere  wird  keine  von  beiden  Funktionen 
unter  diesen  Bedingungen  jemals  gleich  Null. 

Wenn  x^  und  x^  irgend  wie  bestimmt  im  Bereiche  (5)  ge- 
wählt werden,  bedeutet  demnach  F(Xi,  x^,  y)  eine  im  Intervalle 
|y|^A  stetige  Funktion  von  y,  die  nach  (4)  für  y  =  --Ä  ne- 
gativ und  f&r  y»-&  positiv  ausfallt,  folglich  nach  Satz  5,  Nr.  21, 
f&r  einen  Wert  von  y  zwischen  —  h  und  h  verschwindet. 

Man  kann  nun  erkennen,  daß  es  nur  einen  solchen  Wert  y 
gibt.  Wäre  nämlich  nach  ein  zweiter  da,  etwa  ^,  so  würde 
F{x^^  x^j  y)  eine  im  Intervalle  vom  einen  bis  zum  anderen 
Werte  stetige  Funktion  von  y  sein,  die  an  den  Ghrenzen  dieses 
Intervalls  verschwände.  Somit  würde  es  nach  dem  Mittelwert- 
satze 2  von  Nr.  28  einen  dazwischen  liegenden  Wert  geben,  für 
den  die  Ableitung  F^  von  F  gleich  Null   wäre      Dies   steht 
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jedoch  im  Widerspruche  damit,  daß  diese  Ableitung  nirgends 
im  Bereiche  (2)  gleich  Null  wird. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Definition  in  Nr.  6  steht  also  fest^ 
daß  die  Gleichung  (1)  im  Varicibilitätsbereiche 

(6)  kil^*,   1^2!  ^*,   \y\£h 

eine  Funktion  y  von  x^  und  rr,  definiert^),  die  insbesondere,  wie 
wir  wissen;  für  x^=^  x^  =  0  verschwindet. 

Schließlich  zeigen  wir  noch,  daß  diese  Funktion  y  Ton  x^ 
und  x^  stetig  ist.  Zunächst  gilt  dies  an  der  Stelle  a;^  =  2:,  »  0. 
Denn  die  Betrachtung  bleibt  richtig,  wenn  h  beliebig  verkleinert 
wird,  wobei  beachtet  werden  muß,  daß  Ic^h  ist.  Für  limÄ  =-  0 
wird  somit  auch  limX;  =  0,  sodaß  x^  und  x^  infolge  von  (6) 
ebenso  wie  y  nach  Null  streben.  Demnach  hat  die  durch  (1) 
definierte  Funktion  y  von  x^  und  x^  für  lima;^  =  0,  limx,  =  O 
den  Grenzwert  Null.  Da  dies  zugleich  der  Wert  ist,  den  diese 
Funktion  für  x^=^  x^^^^O  hat,  ist  sie  also  nach  der  Definition  in 
Nr.  22  an  der  Stelle  x^^  oi^^O  stetig. 

Nun  sei  (äi,  icS)  irgendeine  andere  Stelle,  wobei  |iC?|^Ä? 
und  I  iPj  I  ^  Ä  vorausgesetzt  werde.  Nimmt  die  durch  (1)  defi- 
nierte Funktion  y  von  x^  und  x^  an  dieser  Stelle  den  Wert  y^ 
an,  sodaß  F{3f{j  icj,  y^)  gleich  Null  ist,  so  führen  wir  die  neuen 
Veränderlichen 

(7)  li-^^i-Aj  l%--^%-A,  v-^y-Vo 

ein,  wodurch  die  Gleichung  (1)  in  die  Gleichung 

(8)  i^di  +  a;?,    1,  +  a^S,   i?  +  y«)  =  0 

zwischen  |^,  §,  und  rj  übergeht.  Ihre  linke  Seite  ist  in  einer  ge- 
wissen Umgebung  der  Stelle  6i  =  I2  ^  ^  =  ^  stetig,  ferner  ist 
die  partielle  Ableitung  der  linken  Seite  nach  rj  ebenda  stetig  und 
an  jener  Stelle  selbst  von  Null  verschieden  und  positiv,  nämlich 
gleich  j;,  gebildet  für  die  SteUe  (a;?,  afi,,  y^).  Schließlich  wird 
die  neue  Gleichung  (8)  insbesondere  durch  Si  =  0,  Sj  «  0,  ly  ==  0 
be&iedigt.  Mithin  erfüllt  die  in  (8)  links  stehende  Funktion 
von  Ij,  I2,  17  genau  dieselben  Voraussetzungen,  die  vorher  über 
die  Funktion  F  von  x^^x^^y  gemacht  wurden.    Demnach  wird 

1)  Wir  erinnern  an  die  Abmacbung,  wonach  es  sieb  immer  nur  um 
einwertige  Funktionen  handelt,  vgl.  Nr.  680. 
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17  durch  (8)  als  Fanktion  Yon  Ij  und  ^  definiert,  die  an  der 
SteUe  li  =  Is  »  0  stetig  ist,  woraus  nach  (7)  sofort  folgt,  daß 
sich  die  durch  (1)  definierte  Funktion  y  yon  x^  und  x^  an  der 
Stelle  (x?,  rrj)  stetig  YerhSlt. 

Hiermit  ist  Satz  11  fdr  den  Fall  n  »  2  und  bei  der  be- 
sonderen Annahme  ä:?  —  0,  a^'^O,  yo^^  bewiesen.  Wie  ge- 
sagt^ sieht  man,  daß  sich  der  Beweis  in  jedem  anderen  Falle 
entsprechend  f&hren  läßt 

699.  Die  Ableitungen  erster  Ordnung  einer  nn- 
entwlokelten  Funktion.  Wir  wollen  jetzt  voraussetzen,  daß 
sich  die  Funktion  F  von  rr^,  Xj^  und  y  sowie  alle  ihre  partiellen 
Ableitungen  erster  Ordnung  in  einer  Umgebung  der  Stelle 
:rj  »  0,  x^=^0,y  ^0  stetig  verhalten  und  daß  an  dieser  Stelle 
selbst  F  gleich  Null,  dagegen  F^  verschieden  von  Null  sei. 
Znimchst  wissen  wir  dann  nach  dem  Vorhergehenden,  daß  es 
zwei  von  Null  verschiedene  positive  Zahlen  h  und  h^h  derart 
gibt,  daß  die  Gleichung 

(1)  F(x„x„y)  =  0 
im  Bereiche 

(2)  \x,\£h,    \x,\£k,    \y\£k 

eine  und  nur  eine  Funktion  y  von  x^  und  x^  definiert,  die  über- 
all innerhalb  des  Bereiches  stetig  ist.  Wir  wollen  jetzt  zeigen, 
daß  diese  Funktion  y  von  x^  und  x^  ebenda  stetige  partielle 
Ableitungen  erster  Ordnung  hinsichtlich  x^  und  x^  hat. 

Zu  diesem  Zwecke  seien  drei  Werte  x^y  Xi  +  jdx^  und  x^ 
bestimmt  und  zwar  so  gewählt,  daß  ihre  absoluten  Betrage  sämt- 
lich kleiner  als  h  sind.  Dann  gibt  es  je  einen  Wert  y  bzw. 
y  +  /^y,  der  der  Gleichung  (1)  bzw.  der  Gleichung 

(3)  F{x^  +  dx,,  x^,  y  +  ^y)^0 

genügt.  Dabei  ist  |y|  ^  A  und  auch  \y  +  ^y\  ^  %•  Nach  dem 
Mittel wertsatze  28  von  Nr.  137  (förn»  1)  gibt  es  deshalb  einen 
positiven  echten  Bruch  0  derart,  daß  die  Difierenz  der  beiden  in 

(3)  und  (1)  links  stehenden  Funktionen  gleich 

(4)  [J^J  ^x,  +  [F^]  Jy 

wird,  wobei  die  eckigen  Klammem  andeuten  sollen,  daß  x^  und 
y  durch  x^+OJx^^  und  y  +  0Jy  ersetzt  werden  müssen.    Da 
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diese  Differenz  jedoch  nach  (1)  und  (3)  gleich  Null  ist,  hat  die 
Summe  (4)  den  Wert  Null,  und  da  [F^]  +  0  ist,  wie  sich  schon 
in  voriger  Nummer  ergeben  hatte,  geht  durch  Division  mit 
^x^  und  [-Fy]  hervor: 

W  Ja:,  [Fy] 

Weil  die  Gleichung  (1)  eine  stetige  Funktion  y  von  x^  und  x^ 
definiert,  wird  nun  für  lim^a;^  =«  0  auch  lim^y  =  0,  und  weil 
F^  und  F^  nach  Voraussetzung  stetig  sind,  streben  [1^^]  und 
[Fy]  für  lim^a:,  =-  0  nach  F^^  und  F^    Mithin  kommt: 


lim    - 


^y 


F. 


X, 


was  besagt,  daß  die  durch  (1)  im  Bereiche  (2)  definierte  Funk- 
tion y  von  x^  und  x^  hinsichtlich  x^  die  stetige  Ableitung 
—  F^  :  F„  hat.  Ebenso  erkennt  man,  daß  sie  hinsichtlich  x^  die 
stetige  Ableitung  —  F^^  :  F^  hat. 

Ebenso  wie  der  Beweis  in  der  letzten  Nummer  laßt  sich 
auch  dieser  Beweis  sofort  auf  alle  anderen  Fälle  verallgemeinem. 
Demnach  kommen  wir  zu  dem 

Satz  12:  Die  unter  den  Vorausseteungen  des  Saiees  11  von 
Nr.  698  im  Bereiche 

durch 

F{x, ,  a;„  . . .  x^,  y)  =  0 

definierte  Funktion  y  von  x^,  x^, , . .  x^  hat  überall  innerhalb  des 
Bereiches  stetige  partielle  Ableitungen  erster  Ordnung  hinsich&ich 
x^,  x^,  , ,  ,x^  sobald  noch  vorausgesetzt  wird^  daß  der  Funktion  F 
in  der  dort  erwähnten  Umgebung  der  Stelle  (a^,  rcj, . . .  o^,  y^)  ste- 
tige partielle  Ableitungen  erster  Ordnung  hinsichüich  x^,  x^, , , .  x^ 
zukommen^  und  zwar  ergibt  sich: 

dx^  Fy^  dx^^        F^'  dx^  ^         Fp' 

In  Nr.  54,  83  und  84  wurde  das  Vorhandensein  dieser  Ab- 
leitungen vorausgesetzt  und  alsdann  gezeigt,  welche  Werte  sie 
haben.  Durch  unsern  Satz  12  wird  jenen  Berechnungen  die 
sichere  Grundlage  gegehen. 

699] 


§  i.   Exisienzbeweise  för  unentwickelte  Funktionen  97 

Die  Voraussetzcing^  daß  F^  an  der  Stdle  (a^,  a^y..,x^,  y^) 
van  Null  verschieden  sei,  können  wir  nicht  entbehren^  wie  ein- 
fache Beispiele  leicht  zeigen.    So  definiert  die  Gleichnng 

F^y^  +  x^^O, 

die  durch  x  =^  y  ^0  und  sonst  durch  kein  Wertepaar  x,  y  er- 
f&llt  ist^  gar  Jceine^)  Funktion  y  von  x.  Hier  ist  F^  — >  2y  und  also 
gleich  Null  für  :r  =»  1/  =»  0.  Andererseits  definiert  die  Gleichung 

die  ebenMls  durch  o;  =  y  »  0  befriedigt  wird,  jswei  verschiedene 
Funktionen  y  von  x,  nämlich  y  ^  x  und  y  —  —  rr,  die  beide  für 
ic  =-  0  den  Wert  y  =»  0  haben«  Hier  ist  F^=^2y  wieder  gleich 
Null  an  der  Stelle  x  ^  y  ^0. 

700.  Mehrere  unentwickelte  Funktionen.  Unter  F^, 
F^, .  . .  F^  seien  m  Funktionen  der  n  +  m  Veränderlichen  x^, 
Xf, ...  x^  und  yiy  y^,  " *  y^  yerstanden.  Sie  sollen  sich  nebst  allen 
ihren  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  in  einer  gewissen 
Umgebung  der  Stelle 

(1)  a:^  «  0,  rri  -  0,  . . .  a:„  -  0,  y^  =  0,  y,  =  0,  . . .  y^  -  0 

stetig  verhalten.     Dann   ist   auch   die  Funktionaldeterminante 

(▼gl.  Nr.  80): 

jj  ^  /J^i  F,  .  .  .  F^\ 

\yi   Vt  '  '  '  Vm/ 

in  dieser  Umgebung  stetig.  Femer  werde  vorausgesetzt,  daB 
die  m  Funktionen  F^,  F^, . . .  jP„  an  der  Stelle  (1)  sämtlich  gleich 
Null  seien,  dagegen  die  Funktionaldeterminante  nicht: 

(2)  %  +  0. 

Der  Index  Null  soll  hier  und  im  folgenden  die  Substitution  der 
Werte  (1)  andeuten. 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  wollen  wir  be- 
weisen, daß  die  m  Gleichungen 

^1  i^u  ^%, '"  ^nf  Viy  y«;  •  •  •  yJ  =  0, 

(3)  

^«  (^1;  a;„  . . .  x^,  yi,  y„  . . .  yj  =-  0, 

die  insbesondere  durch  das  Wertsystem  (1)  befriedigt  werden, 

1)  £b  ist  yielleicht  nicht  überflüssig,  daran  zu  erinnern,  daß  es  sich 
immer  um  reelle  Funktionen  handelt,  vgl.  Nr.  680. 
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die  m  Größen  y^,  y%f  -  'tfm  ^^  einer  hinreichend  kleinen  Um- 
gebung der  Stelle  (1)  als  stetige  Funktionen  von  i^i,  x^, . .  -  x^ 
mit  stetigen  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  definieren. 
Dadurch  werden  wir  uns  von  der  in  Nr.  77  aufgestellten  For- 
derung 6  befreien^  deren  Erfülltsein  für  die  Beweise  der  Sätze 
4,  Nr.  80,  und  3,  Nr.  79,  seinerzeit  nötig  war,  vgl.  die  Bemer- 
kung in  Nr.  697.  Die  Behauptung  werden  wir  durch  melir- 
malige  Anwendung  der  beiden  letzten  Sätze  dartun,  indem  wir 
das  Gleichungensystem  (3)  nach  und  nach  hinsichtlich  der 
m  Größen  Vi,  y%,  -    •  Vm  auflösen. 

Zumlchst  sind  die  m  Ableitungen  erster  Ordnung  von  jP^ 
hinsichtlich  y^,  y,,  .  . .  y„  nicht  sämtlich  an  der  Stelle  (1) 
gleich  Null,  weil  sonst  auch  S)©  =  0  wäre.  Wir  dürfen  daher 
etwa 

annehmen,  denn  wenn  nicht  diese,  sondern  etwa  die  Ableitung 
hinsichtlich  y^^  ^^n  NuU  verschieden  wäre,  würde  es  genügen, 
y^  mit  y^  zu  vertauschen,  um  zur  Yoraussetzuug  (4)  zurück- 
zukommen. Nach  den  Sätzen  der  beiden  letzten  Nummern  läßt 
sich  nun  die  Umgebung  der  Stelle 

(5)  ^1  =•  0,  . . .  a?„  =  0,  yi  =  0,  . . .  y^_,  -»  0 

soweit  einschränken,  daß  ebenda  die  letzte  Gleichung  (3)  in 
einem  gewissen  Intervalle 

die  Größe  y^  als  stetige  Funktion  von  a?!,  . . .  a;^,  y^,  . . .  y^_^ 
mit  lauter  stetigen  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  defi- 
niert.   Diese  Funktion  sei  so  bezeichnet: 

(6)  Vm  -  9>m  (^U  ^»;  •  •  •  ^n7  Vu  Vt,  '  -  Vm-i), 

sodaß  insbesondere 

(9 Jo  =  0 
ist.  Setzen  wir  die  Funktion  y„  =  y^  in  die  Gleichungen  (3) 
ein,  so  werden  die  m  —  1  ersten  von  y^  frei,  während  die  letzte 
erfüllt  wird.  Die  darch  diese  Substitution  aus  J\,  JP,, . . .  F^_^ 
hervorgehenden  Funktionen  mögen  0^,  <&j, . . .  4>^_i  heißen.  Als- 
dann ist: 

(7)  **'=-F;K,a:„...fl;^yi,y„...y„.i,(pJ  (Ä-l,2,...m-l), 
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dagegen: 

(8)  0  -  F^(x^,  x^...  x^  yi,  y„  . . .  y„_i,  tpj, 

80  daß  Yon  nun  an  ein  System  von  nur  noch  m  —  1  Gleichungen 

(9)  *4(ari,a:„...a;^yi,ys8,...y^.i)-0    (Ä  =  1,  2, . . .  w- 1) 

Yorlic^  Nach  Satz  8,  Nr.  22,  sind  die  w  —  1  Funktionen  O^ 
in  der  vorhin  erwähnten  eingeschränkten  Umgebung  der  Stelle 
(5)  stetig.  Außerdem  haben  sie  daselbst  nach  Satz  22,  Nr.  42, 
lauter  stetige  partielle  Ableitungen  erster  Ordnung.  Da  femer 
9>^  an  der  Stelle  (5)  verschwindet,  gilt  dasselbe  nach  (7)  für 
jede  Fnnktion  $^.  Wir  behaupten  ferner,  daß  ebenda  die 
Funktionaldeterminante 


Vi       y«    •  •  •    Vm-J 


Toa  Null  verschieden  ist.   Nach  (7)  und  (8)  ergibt  sich  nämlich 

p;;*  =  ^.  +  ^  ^       (i  =  1,  2, . . .  m  -  1), 


(10) 


dyt       dVi       dy^  dyt 


für  i  =»  1,  2, ...  tu  —  1,  sobald  nur  rechts  überall  y^^  durch  9^ 
ersetzt  wird.  Die  Funktionaldeterminante  ^  ändert  nun  ihren 
Wert  nicht,  wenn  man  zu  ihrer  »*•"  Beihe  die  mit  d(p^^ :  fy^ 
multiplizierte  letzte  Reihe  addiert.  Nach  (10)  werden  dann  die 
m  —  1  ersten  Glieder  der  P^^  Reihe  die  Ableitungen  von  0^ 
'^^  Vif  y^f  *  *  •  Vm-u  dagegen  ihr  letztes  Glied  gleich  Null. 
Verfahrt  man  so  für  »  =»  1,  2, . . .  m  •—  1,  so  kommt: 

sobald  überall  y^  durch  die  Funktion  9)^^  ersetzt  worden  ist. 
Nach  (2)  und  (4)  folgt  hieraus: 

Die  Gleichungen  (9)  erfüllen  demnach,  abgesehen  davon, 
daß  ihre  Anzahl  nur  noch  m  —  1  ist  und  sie  nur  noch  m  —  1 
Ghroßen  y  enthalten,  in  einer  gewissen  Umgebung  der  Stelle  (5) 
genau  dieselben  Voraussetzungen  wie  die  ursprünglich  vorge- 
legten Gleichungen  (3)  in  einer  gewissen  Umgebung  der  Stelle 
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(1).    Deshalb  läßt  sich  dasselbe  Schlußyerfaliren  wiederholen. 
So  kommen  wir  Schritt  f&r  Schritt  zu  Auflösungen 

(Vm       -  9m       i^V  ^2»  •  •  •  ^«»  Vv  Vi,     '  '  ^m-H  Vm-ll 


(11) 


der  Gleichungen  (3).  Dabei  gibt  es  n»  +  1  positive  und  von 
Null  verschiedene  Zablen  h^,  %,,...  h^  und  k,  wobei  h  keine  der 
Zahlen  h  übersteigt,  derart,  daß  die  Yariabililätsbereiche  f&r 
jede  der  m  Funktionen  9^,  ^m-i;  -  -  -  Vv  Vi  durch  die  Unglei- 
chungen 

(12)  -*^^i^*,     .-.     — *^^i,^* 
und  diejenigen  unter  den  Ungleichungen 

(13)  -K£y^£K  "•  -K£y^^K 

angegeben  werdeu,  die  sich  auf  solche  Veränderliche  y  beziehen, 
die  in  den  Funktionen  vorkommen.  Die  übrigen  Ungleichungen 

(13)  geben  dabei  an,  in  welchen  Intervallen  die  Auflösungen 
y»47  9m-v  '  -  'Vi  vorhanden  sind.  Alle  m  Funktionen  9^,  9,, . . .  ^p^ 
haben  stetige  partielle  Ableitungen  erster  Ordnung  hinsichÜich 
aller  ihrer  Veränderlichen.  Außerdem  verschwinden  sie  samt- 
lich, wenn  alle  ihre  Veränderlichen  den  Wert  Null  annehmen. 

Setzt  mau  nun  y^  »  q)^  in  die  m  —  1  ersten  Gleichungen 

(11)  ein,  darauf  den  für  y,  hervorgehenden  Wert  in  die  m  —  2 
ersten  Gleichungen  (11),  usw.,  so  geht  ein  Gleichungensystem 
von  der  Form 

(14)  y,  -  ^^  (iCi,  a?„  . . .  x^)        (i  =  1,  2,  . . .  w) 

hervor.  Insbesondere  ist  ^^  dieselbe  Funktion  wie  q)^.  Die 
Funktionen  ^|,  ^2,  . . .  ^„,  sind  nach  Satz  8,  Nr.  22,  im  Bereiche 

(12)  stetig  und  nach  Satz  22,  Nr.  42,  mit  stetigen  partiellen 
Ableitungen  erster  Ordnung  versehen;  ferner  verschwinden  sie 
sämtlich  an  der  Stelle  x^^O,  x^  =  0,  . , .  x^^O.  Außerdem 
geben  sie  die  einzigen  Werte  der  m  Größen  y^,  Vif  - » -  tf^n  ^ 
die  den  voi^elegten  Gleichungen  (3)  im  Bereiche  (12)  unter 
den  Bedingungen  (13)  genügen. 
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Indem  wir  wieder  wie  in  Nr.  698  das  Wertsystem  x^  =  0, 
...  ^«  =»  0,  j/i  =  0,  ...  y^  — i  0  durch  ein  anderes  ersetzen, 
finden  wir  schließlich  den 

Saiß  13:  Sind  F^,  F^,  . , .  F^  solche  m  FunUionm  dern  +  m 

Veränderlichen  x^^  x^,  .  .  .  x^  y^y  t/v  -  -  -  l/mf  ^^  **•  ^***^  ^^■" 
g^mng  einer  Stdk  {x^^,  x^,  .  .  .  xj^y  y^y  y,®,  .  .  .  y^)  nebst  allen 
ihren  partidlen  AUeiiungen  erster  Ordnung  stetig  sind  und  ins- 
besondere an  jener  Stelle  selbst  verschwinde^,  während  die  Funk" 
tional€leterminante 

/F,  F,...  F\ 

Wi  y»  •  •  •  y«/ 

daseB>st  nicht  gleich  NtiU  ist,  so  definieren  die  tn  Gleichungen 

F,~0,    F,  =  0,...F^^O 

in  einem  gewissen  Bereiche 

K-Vl^*,    |a;,-VI^*.--.  kn-VI^* 

die  m  Größen  y^y  y%,  >  -  *  y^  als  stetige  Funktionen  von  x^,  x^ 
' ' '  x^  mit  stetigen  partieUen  Ableitungen  erster  Ordnung  in  der 
Arty  daß  diese  m  Funktionen  y^y  yg, . . .  y,«  f^  ^i  ^  ^l^  ^» ""  ^J^ 
, .  .x^^x^  die  Werte  y^y  y,^  -  -  -  Vm  ötwneÄfwcn  und  für  jedes 
Wertsystem  x^,  x^, . . .  x^  innerhalb  des  angegebenen  Bereiches  alle 
digenigen  Wertsysteme  y^,  y^,  . . .  y^  liefemy  die  den  vorgdegten 
m  Gleichungen  zusammen  mit  x^,  x^y . . .  x^  in  der  Umgebung 

der  Stdle  (V;  V»  •  •  •  V;  Vt^y  V^^y  •  •  •  O  genügen  und  sfwar 
innerhalb  eines  gewissen  Bereiches 

;  Vi  -  yi*^l  £  K   I  y«  ~  y%\  ^  *».  •  •  •  I  y»  -  y»®l  ^  K- 

Dabei  sind  h^,  Ag, . . .  A^  positive  Zahlen,  und  keine  ist  kleiner 
als  k. 

Hiermit  sind  die  Betrachtungen  von  Nr.  78—80  voll- 
ständig geworden,  indem  sich  gezeigt  hat,  daß  die  in  Nr.  77 
angestellte  Forderung  6  unter  den  im  Satze  13  angegebenen 
Bedingongen  in  der  Tat  erfüllt  ist. 

701.  Bie  SU  gegebenen  Fraktionen  inversen  Funk- 
tionen.   Insbesondere  liege  ein  Gleichungensystem 

Vk  ^  fk  (^y  ^2;  •  •  •  ^m)         (*  -  1,  2,  . . .  m) 
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vor,  durcli  das  m  Größen  jfi,  y^, » *  -  y^  als  Funktionen  von  eben- 
falls gerade  m  Veränderlichen  x^^  x^^  ,  .  ,  x^  definiert  werden. 
Dies  System  kann  in  der  Form 

Vk-fki^v^r  •••  ^m)==0  (*=  1,  2,  ...  m) 

dem  im  letzten  Satze  betrachteten  System  untergeordnet  wer- 
deU;  indem  gesetzt  wird: 

Fk-yk-  fki^v  ^2»  •  •  •  O  (*  =  1,  2,  . . .  m). 

Wenn  wir  nun  die  Gleichungen  nach  x^,  x^y  , . .  x^  aufzulösen 
wünschen,  haben  wir  bei  der  Anwendung  jenes  Satzes  die  Rolle 
der  X  und  y  zu  vertauschen.  Außerdem  ist  jetzt  n^m.  Wegen 
der  besonderen  Form,  die  hier  die  Funktionen  F  haben,  wer- 
den die  Voraussetzungen,  unter  denen  der  Satz  anwendbar  ist^ 
einfacher,  so  daß  sich  ergibt: 

Satß  14:  Liegt  ein  System  van  solchen  m  Funktionen 

Vk  =  fk  (^i>  x^y,..  xj        (Ä  =  1,  2,  . . .  w) 

von  m  Veränderlichen  x^y  x^,  . . .  x^  vor,  die  in  einer  Umgämng 
einer  Stelle  (x^^,  x^,  . . .  a?,„®)  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  stetig  sind  und  an  dieser  Stelle  die  Werte  y^, 
y,®, . . .  y^  annehmen,  und  ist  überdies  die  Funktionaldeterminante 


(M    /i  •  •  •  fm\ 
x^  x^  . . .  x^/ 


an  dieser  Stelle  von  Null  verschieden,  so  sind  auch  umgekelirt  in- 
folge der  m  Gleichungen  y^  ^f^  die  m  Größen  0?^,  x^, , .  .x^  in 
einer  gewissen  Umgebung  der  Stdle  {y^,  y^^, . . .  yj)  solche  stetige 
Funktionen  von  y^,  y^,  . . .  y^  mit  stetigen  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung^  die  für  y^  =  y^®,  y,  -  y,®,  . . .  y^  =  yj  die  Werte 
x^y  x^y  . . .  x^  annehmen  und  überhaupt  für  jedes  Wertsystem 
Vv  Vif  "  '  ym  i^^^^haU)  dieser  Umgebung  alle  diejenigen  Werte 
von  Xi,  a^j,  .  .  .  x^  liefern,  die  in  einer  gewissen  Umgang  der 
Stelle  (x^^,  x^, . .  .  x^^^)  mit  jenen  Werten  y^,  y,,  ...  y„^  zusammen 
die  m  Gleichungen  y^  =  /"^  befriedigen. 

Dies  ist  der  Satz  über  die  Existenz  der  zu  m  gegebenen 
und  voneinander   unabhängigen   Funktionen   gehörigen  m  in- 
versen  Funktionen,  von  denen  in  Nr.  81  die  Rede  war. 
701] 
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702.  Die  Ableitungen  höherer  Ordnung  von  nn- 
entwiokelten  Funktionen.  Wir  betrachten  wieder  das  all- 
gemeinere Gleichungensystem 

(1)       F^{^i7  ^8,  • . .  ^«,  Vv  Vv  '"Vm)-^        (Ä  -  1,  2,  . . .  m) 

des  Satzes  13  der  Yorletzten  Nummer  unter  den  dort  angege- 
benen Voraussetzungen.  Außerdem  fügen  wir  die  Voraus- 
setzung hinzu,  daß  die  Funktionen  F^,  F^,  , . ,  F^  in  der  Um- 
gebung der  Stelle  {x^,  x^j  . . .  x^j  y^,  y,®,  . . .  y^)  auch  lauter 
stetige  partielle  Ableitimgen  sweiter  Ordnung  haben.  Es  läßt 
sich  abdann  leicht  erkennen^  daß  die  durch  das  System  (1)  defi- 
nierten Funktionen  y^  y%^  --  -  y^  ^^^^  lauter  stetige  partielle 
Ableitungen  zweiter  Ordnung  haben.  Denn  zunächst  gelten  in 
Hinsicht  auf  die  Ableitungen  erster  Ordnung  nach  x^  die  h  Glei- 
chungen: 

^  ^  dXi       dyi  dXi  '^  dy^  ^^i  ^Vm  ^^i 

(Ä;  —  1,  2,  . . .  m). 

Sie  ergeben  fQr  die  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  von 
Vi-»  y^f  '  • '  tfm  hinsichtlich  x^  gebrochene  rationale  Funktionen 
der  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  von  l^j,  jP,,  . . .  F^. 
Da  aber  F^,  F^,  ...  F^  nach  Voraussetzung  stetige  partielle 
Ableitungen  zweiter  Ordnung  haben,  lassen  sich  die  gefundenen 
Werte  nach  Satz  22^  Nr.  42,  nochmals  nach  irgend  einer  der 
Veränderlichen  x^,  x^y , . .  x^  partiell  differenzieren.  Allgemein 
gelangt  man  durch  Wiederholung  des  Schlusses  zu  dem  folgen- 
den Zusätze  zu  Satz  13  der  vorletzten  Nummer: 

Säte  15:  Fügt  man  zu  den  Voraussetzungen  des  Satzes  13, 
Nr.  700,  noch  hinzu,  daß  die  Funktionen  F^,  F^^  . . ,  F^  in  der 
Umgebung  der  Stelle  {x^^,  x^,  .  . .  x^,  y^,  y,^  . . .  y^)  lauter 
stetige  partidle  Ableitungen  bis  zur  r^  Ordnung  einschließlich 
haben,  so  gut  dasselbe  von  den  durch  das  Gleichungensystem 
JP*!  —  0,  jF',  =»  0,  . . .  jF^  =  0  definierten  Funktionen  y^,  y,, . . .  y^ 
von  a?!,  x^,  . , .  x^  in  dem  in  jenem  Satze  angegebenen  Bereiche 

Hiermit  ist  die  exakte  Grundlage  für  die  allgemeinen  in 
Nr.  84  ausgeführten  Differentiationen  gewonnen. 

[70» 


104  Kapitel  II.   Existenzbeweiae  im  reellen  Bereiche 

§  5.    Existenzbeweise  bei  allgemeinen  Systemen  Ton 
gewohnlichen  Differentialgleichungen. 

703.  LÖBiingen  einer  gewöhnlichen  DilTerential- 
gleichnng  erster  Ordnnng.  Die  Ergeboisse  des  letzten 
Paragraphen  setzen  uns  instand ,  die  in  den  drei  ersten  Para- 
graphen entwickelten  Existenzbeweise  auch  auf  solche  gewöhn- 
liche Differentialgleichungen  oder  Systeme  von  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  auszudehnen^  die  nicht 
in  der  nach  den  Ableitungen  aufgelösten  Form  YorUegen.  Es 
ist  zweckmäßig,  dies  im  einfachsten  Falle  genauer  zu  erlautem. 

Es  liege  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung  Yor: 

(1)  Fix,  y,  y-)  -  0. 

Wir  kümmern  uns  Yorläufig  nicht  darum,  daß  y  eine  Funktion 
Yon  X  und  daß  y  die  Ableitung  dieser  Funktion  sein  soll,  und 
machen  über  die  Funktion  F  der  drei  Veränderlichen  x^  y,  y 
die  folgenden  Annahmen:  Es  sei  ein  Bereich  der  drei  Veränder- 
lichen Xy  y,  y  Yorhanden,  innerhalb  dessen  die  Funktion  F  und 
ihre  drei  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  stetig  sind. 
Dieser  Bereich  heiße  der  Bereich  der  IHffereiUialgleichung  (1). 
Wir  beschränken  unsere  Betrachtungen  immer  auf  einen  der- 
artigen Bereich.  Femer  möge  x  =^  a,  y  =^h  ein  bestimmtes 
Wertepaar  sein,  und  die  Gleichung 

(2)  F{a,  b,  y')  -  0 

möge  durch  zunächst  nur  einen  bestimmten  Wert  y  ^c  befrie- 
digt werden.  Dabei  soll  das  Wertsystem  a,  &,  c  dem  Bereiche 
angehören.  Wenn  nun  die  Ableitung  der  Funktion  F(Xy  y,  y') 
nach  y'  an  der  Stelle  (a,  &,  c)  Yon  Null  Yerschieden  ist,  hat  die 
Gleichung  (1)  nach  Satz  11,  Nr.  698,  und  Satz  12,  Nr.  699,  in 
einer  Umgebung  der  Stelle  (a,  &,  c)  eine  Auflösung^)  nach  y', 
d.  h.  es  gibt  eine  Funktion 

(3)  y'-my), 

die  für  x  =>  a,  y  =  b  den  Wert  c  annimmt,  ferner  in  einer  ge- 
wissen Umgebung  der  Stelle  (a,  b)  nebst  ihren  beiden  partiellen 

1)  Wir  erinnern  an  den  Unterschied  zwischen  Auf lösnng  und  Lösung, 
vgl.  Nr.  676. 
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Ableitongen  erster  Ordnung  stetig  ist  und  drittens  zu  jedem 
Wertepaare  x,  y  in  dieser  Umgebung  denjenigen  einsigen  Wert 
Ton  p  Yorstellt,  der  die  Gleichung  (1)  befriedigt^  sobald  die 
Werte  y  auf  eine  gewisse  Umgebung  von  y  ^c  beschrankt 
werden.  Alle  diese  Wertsjsteme  gehören  dem  Bereiche  der 
Differentialgleichung  an. 

Die  neue  Gleichung  (3)  ist  wie  die  alte  eine  gewöhnliche 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  ftir  die  unbekannte  Funk- 
tion y  Yon  X.     Hieraus  folgt: 

Es  sei  das  Wertepaar  x^,  y^  in  der  Umgebung  des  Werte- 
paares a,  b  beliebig  gewählt.  Zu  x  ^  x^,  y  ^  y^  gehört  alsdann 
infolge  von  (1)  ein  Wert  y  =»  y^  in  der  Umgebung  Ton  y  «  c, 
nämlich  nach  (3)  der  Wert  y^  «  f{x^j  y^),  Soll  nun  y  ^  g>(x) 
eine  Losung  von  (1)  sein,  die  für  x  ^  Xq  den  Anfangswert  y^ 
hat,  so  dafi  ihrer  Ableitung  der  Anfangswert  y^'  vorgeschrie- 
ben ist,  so  muß  y  =^  ^>{x)  auch  eine  Lösung  von  (3)  sein, 
die  för  x  ^^  x^  den  Anfangs  wert  y^  hat.  Umgekehrt:  Wird  die 
Stelle  (x^y  y^)  in  der  Umgebung  der  Stelle  (a,  V)  gewählt,  so 
ist  eine  Lösung  y  '^  (p{x)  von  (3),  die  fttr  a? «  Xq  den  Wert  yQ 
annimmt,  notwendig  eine  Lösung  von  (1). 

Nach  Satz  8,  Nr.  695,  gibt  es  nun  eine  und  nur  eine  Lö- 
sung y  —  (p(x)  der  Gleichung  (3),  die  für  x  ^  x^  den  Wert  y^ 
hat,  aber  es  wäre  irrig,  wollte  man  hieraus  schließen,  daß  auch 
der  vorgelegten  Gleichung  (1)  unter  allen  Umständen  nur  eine 
Lösung  y^^tpix)  mit  dem  fELr  x  ^  Xq  vorgeschriebenen  An- 
faogswerte  y^  zukäme.  Denn  die  Gleichung  (3)  stellt  ja  die 
Auflösung  der  Gleichung  (1)  nach  y  in  der  Umgebung  der 
Stelle  (a,  h)  nur  unter  der  Voraussetzung  dar,  daß  ^  auf  eine 
gewisse  Umgebung  des  Wertes  c  beschränkt  wird.  Es  ist  aber 
möglich  und  kommt  oft  genug  vor,  daß  die  Gleichung  (2) 
nicht  nur  durch  einen  einzigen  Wert  y^c  befriedigt  wird. 

Wir  müssen  demnach  unterscheiden,  ob  es  sich  darum 
handelt,  die  vorgelegte  Differentialgleichung  (1)  in  der  Umge- 
hmg  des  Wertepaares  x^  a,  y^h  oder  in  der  Umgebung  des 
Wert/^ripds  x^a^  y  —  &,  ^  "^c  vollständig  zu  integrieren.  Nur 
die  zweite  Aufgabe  ist  identisch  mit  der,  die  neue  Differential- 
gleichung (3)  in  der  Umgebung  des  Wertepaares  ^  »  a,  y  ->-  & 
vollständig  zu  integrieren.   Wenn  die  Gleichung  (2)  durch  ver- 
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schiedene  Werte  y  =»  Cj,  c^,  ...  befriedigt  wird  und  sonst  alle 
gemachten  Annahmen  zutreffen  ^  führt  sie  eben  nicht  nur  zu 
einer  Gleichung  (3),  sondern  zu  mehreren: 

(4)  y  -  fi{x,  y),    y  =  /i(a:,  y), . . . 

Die  vollständige  Integration  der  vorgelegten  Gleichung  (1)  in 
der  Umgebung  des  Wertepaüres  a;  =  a,  y  =-  &  ist  erst  dann  ge- 
leistet; wenn  jede  einzelne  unter  den  Gleichungen  (4)  in  der 
Umgebung  dieses  Wertepaares  vollständig  integriert  worden  ist. 

Deuten  wir  x  und  y  als  rechtwinklige  Koordinaten  in  der 
2;y-Ebene;  so  sind  x,  y  und  y  die  Bestimmungsstücke  eines 
Linienelements  (vgl.  Nr.  666).  Die  Differentialgleichung  (1)  defi- 
niert alsdann  eine  Schar  von  Linienelementen,  aber  dem  Punkte 
(a,  b)  können  sehr  wohl  mehrere  Linien  demente  zugehören, 
nämlich  dann,  wenn  sich  aus  (2)  mehrere  Werte  y'  =  c^,  Cj,  .  .  . 
ergeben.  Sollen  alle  Integralkurven  in  der  ümgdmng  des  Punktes 
(a,  b)  gefunden  werden,  so  muß  man  alle  Integralkurven  in  den 
Umgebungen  dei*  einzelnen  Linienelemente  (a,  6,  c^),  (a,  b,  c,), . . . 
bestimmen.  Dabei  braucht  kaum  erklärt  zu  werden,  was  damit 
gemeint  ist,  daß  eine  Kurve  in  einer  Umgebung  eines  Linien- 
elements {a,  by  c)  liegt.  Es  bedeutet  natürlich,  daß  die  Bestim- 
mungsstücke X,  y,  y  der  Linienelemente  der  Kurve  in  einer  Um- 
gebung des  Wertsystems  a,  &,  c  enthalten  sein  sollen. 

Hiemach  gilt  der 

Satz  16:    Es   liege  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung 

erster  Ordnung 

F{x,  y,  y')  -  0 

mit  einer  unbekannten  Funktion  y  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen X  vor.  Die  Funktion  F  der  drei  Veränderlichen  x,  y,  y 
verschudnde  für  x=^a,  y  =  &,  y  ^c  und  verhalte  sich  nebst  ihren 
partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  in  einer  Umgebung  der 
Stelle  (a,  b,  c)  stetig;  insbesondere  sei  die  Ableitung  dF:  dy  an 
dieser  Stelle  von  Null  verschieden.  Alsdann  hat  die  Differential- 
gleichung in  einer  gewissen  Umgebung  der  Stelle  (a,  6)  eine  und 
nur  eine  solche  Lösung 

y  =  ^W; 

der  für  x  =>  a  der  Anfangswert  b  zukommt,  während  ihrer  Ab- 
leitung für  x=^  a  der  Anfangswert  c  vorgeschrid>en  ist.    Diese 

TOS] 


§  5.  Exifltensbeweise  bei  allgem.  Systemen  ▼.  gewöfanl.  Differentialgln.     ]  07 

Löstmg  verhak  sich  nebst  ihrer  Ableitung  erster  Ordnung  in  einer 
gewissen   JJmgätung  von  x  =  a  stetig. 

704.  LdBiingen  eines  Systems  erster  oder  hOherer 
Ordnung   von    gewöhnlichen    Dlflterentlalgleichnngen. 

Ganz  entspreelieiide  Überlegungen  gelten  für  ein  System  erster 
Ordnung  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  für  n  un- 
bekannte Funktionen  y^  y^,  -  •  -  y^  ^^^  ^y  sobald  es  sich  auf 
Grund  des  Satzes  13  von  Nr.  700  nach  den  n  Ableitungen 
y,',  y^f  •  •  •  y,'  auflösen  läßt.  Wir  dürfen  uns  damit  begnügen^ 
die  folgende  Verallgemeinerung  des  letzten  Satzes  zu  formu- 
lieren: 

Sats  17:  Es  liege  ein  System  erster  Ordnung  von  n  ge- 
umhnlidien  Differentialgleichungen 

Fi  {x,  yi,  y,, . . .  y^  y/,  y/, ...  y/)  -  0    (i  -  1,  2,  ...  «) 

für  n  unbekannte  Funktionen  y^,  y„  . . .  y„  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen X  vor.  Alle  n  Funktionen  jP„  -F,,  . . .  F„  sollen  für 
das  Wertsystem 

X  =  a,      yi  =  \,      »2  ==  ^;  •  •  •  y«  =  Ky 

gleich  NuM  sein  und  sich  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster 
Ordnung  in  einer  Umgebung  dieses  Wertsystems  stetig  verhalten; 
ind>esonder6  sei  die  Funktionaldeterminante 


/F,  1^3 .. .  Fy 


für  dieses  Wertsystem  nicht  gleich  NuU.    Alsdann  hat  das  System 

von  Differentialgleichungen  in  einer  gewissen  Umgebung  des  Wert- 

Systems 

x-^a,     y^^^bi,     y^^b^^...y^^b^ 

ein  und  nur  ein  System  von  solchen  Losungen 

yi  =  9>i  W.     y«  -  9i  W;  •••?«•=  9n{^)j 

die  für  x^  a  die  Werte  6^,  fcj,  . . .  b^  haben,  wahrend  ihren  Ab- 
lesungen für  x  =  a  die  Werte  c^,  c^,  ...  c^  vorgeschrieben  sind. 
Die  Lösungen  verhalten  sich  nebst  ihren  Ableitungen  erster  Ord- 
nung in  einer  gewissen  Umgebung  von  a?  —  a  stetig. 

In  Nr.  663  hat  sich  gezeigt,  daß  jedes  System  von  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen,  worin  Ableitungen  höherer 
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Ordnung  der  unbekannten  Funktionen  auftreten,  in  ein  System 
erster  Ordnung  yerwandelt  werden  kann,  vgl.  den  Satz  2  eben- 
da, und  zwar  stehen  dieser  Überführung  keinerlei  Schwierig- 
keiten im  Wege,  da  nur  Substitutionen  und  keine  Eliminationen 
zu  leisten  sind.  Die  gegebenen  Existenzbeweise  lassen  sich  ab- 
dann  auf  das  gewonnene  System  erster  Ordnung  anwenden,  und 
auf  diese  Art  ist  man  imstande,  auch  das  Vorhandensein  von 
Lösungen  des  vorgelegten  Systems  zu  beweisen.  Wir  dürfen 
uns  hier  mit  diesen  wenigen  Bemerkungen  über  die  Integration 
der  Systeme  von  höherer  als  erster  Ordnung  begnügen. 
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Drittes  Kapitel. 

Gewohnliclie  Differentialgleiehnngen  erster  Ordnung. 


§  1.  Allgemeine  und  singuMre  Losungen. 

705.  AUgemeine  Lösung  der  Differentlalgleiohnng 
\/^fipc,y^.  Wenn  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  fOr  eine  unbekannte  Funktion  y  der  unab- 
hängigen Veränderlichen  x  in  der  nach  der  Ableitung  y  auf- 
gelösten Form 

(1)  y'-f{x,y) 

vorliegt^  beschranken  wir  uns  künftig  immer  stillschweigend 
auf  den  Bereich  der  Differentialgleichung,  d.  h.  nach  Nr.  695 
auf  einen  als  yorbanden  vorausgesetzten  Bereich  der  Werte- 
paare Xy  y,  innerhalb  dessen  sich  die  Funktion  f  nebst  ihren 
beiden  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  stetig  yerhält. 
Nach  Satz  8  yon  Nr.  695  gehört  zu  jedem  erlaubten  Anfangs- 
Wertepaare  x^,  y^  eine  und  nur  eine  Lösung 

(2)  y-9(^>^o>yoX 

die  also  f&r  x^  x^  den  Wert  y^  hat.  Dabei  ist  ^  in  einer 
gewissen  Umgebung  |  ^  —  ^o  I  ^  ^o  ^^^  stetige  Funktion  von  x, 
ebenso  ihre  Ableitung  nach  x,  die  ja  nach  (1)  den  Wertf{x^  (p) 
hat.  Außerdem  kann  man  diese  Umgebung  soweit  einschran- 
ken,  daß  sowohl  g)  als  auch  die  drei  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  yon  q>  nach  Xy  Xq  und  y^  an  der  Stelle 
{Xy  x^y  y^)  stetige  Funktionen  yon  Xy  Xq  und  y^  sind.  Schließlich 
ist  noch  daran  zu  erinnern,  daß  zu  den  Werten  yon  x  in  dieser 
Umgebung  \^  —  ^d^K  i^^folgö  yon  (2)  nur  solche  Werte 
Yon  y  gehören,  die  zusammen  mit  x  Wertepaare  x,  y  des  Be- 
reiches der  Differentialgleichung  ausmachen. 
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Die  Gesamtheit  aller  Lösungen  der  Differentialgleichung 
heißt  ihre  allgemeine  Lösung.  Sie  wird  symbolisch  durch  (2) 
dargestellt^  solange  x^  und  y^  willkürliche  Konstanten  bedeuten. 
Wenn  dagegen  Xq  und  y^  bestimmt  gewählt  worden  sind^  heiBt 
(2)  eine  Partihdarlösung.  Die  allgemeine  Lösung  ist  die  Ge- 
samtheit der  PartikuU^lösungen.  Wie  man  unter  Umständen 
die  wahre  Gestalt  der  durch  (2)  nur  symbolisch  angedeuteten 
allgemeinen  Lösung  ermitteln  kann^  soll  erst  in  den  folgenden 
Paragraphen  an  einer  Reihe  von  Beispielen  gezeigt  werden. 
Man  bedient  sich  dabei  anderer  Verfahren  als  der  im'  ersten 
Paragraphen  des  zweiten  Kapitels  angewandten  Methode,  die 
ja  nur  zeigen  sollte,  daß  es  überhaupt  Lösungen  gibt. 

Deutet  man  x  und  y  wie  in  Nr.  666  als  rechtwinklige 
Koordinaten  in  der  Ebene,  so  wird  der  Bereich  der  Differen- 
tialgleichung durch  ein  Flächenstück  wiedergegeben.  Die  geo- 
metrischen Bilder  der  Partikularlösungen  sind  Kurven,  die  so- 
genannten IntegrcUkurven,  Man  kann  sie  als  die  Kurv^en  defi- 
nieren, die  in  jedem  ihrer  Punkte  (x,  y)  dasjenige  Linienelement 
haben,  dessen  Winkel  mit  der  positiven  a;-Achse  den  Tangens 
f(x,  y)  hat.  Die  allgemeine  Lösung  wird  durch  die  Gesamt- 
heit aller  Integralkurven  dargestellt.  Da  von  jeder  Stelle 
(xq,  yo)  eine  und  nur  eine  Integralkurve  ausgeht,  sagt  man, 
d<iß  die  hitegralkuroen  den  Bereich  der  Differentialgleichung 
überall  einfach  überdecken.  Nirgends  nämlich  schneiden  oder 
berQhren  sich  zwei  verschiedene  Integralkurven. 

Wir  wissen  zwar,  daß  die  zu  irgendeinem  erlaubten  An- 
fangs-Wertepaare  x^y  y^  gehörige  Partikularlösung  (2)  in  einem 
gewissen  Intervalle  |  ^  —  ^o  I  ^  ^o  S^^^f  können  aber  vorläufig 
nichts  darüber  sagen,  ob  sie  nicht  auch  darüber  hinaus  besteht. 
Von  h^  wissen  wir  nur,  daß  es  eine  positive  und  von  NuU 
verschiedene  Zahl  ist,  und  wir  müssen  uns  ihre  Größe  als  von 
Xq  und  ^Q  abhängig  vorstellen.  Hieraus  ziehen  wir  einige 
Schlüsse: 

Das  Wertepaar  x^y  y^  sei  bestimmt  gewählt.  Dazu  ge- 
hört eine  Partikularlösung  (2),  die  geometrisch  durch  ein  Kur- 
venstück AB  dargestellt  wird,  das  vom  einen  Bande  bis  zum 
anderen  Rande  des  durch  |  ^  —  ^o  I  ^  ^o  definierten  Streifens 
in  der  rry- Ebene  geht  und  natürlich  auf  der  Mittellinie  des 
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Straifsns  den  Pnnkt  M^  mit  den  Koordinaten  x^  und  y^  ent- 
Iiält,  siehe  Fig.  13.    Wird  nun  eine  AbsziBse  x^  innerhalb  des 
Interralles    \  x  —  x,\  ^h„  »a.- 
genommeu  und  ist  y,  die  zuge- 
hörige Ordinate  der  Kurve  .^S, 
ist  also  nach  (3) 

(3)  y, -y(a:i,x„yo), 

so  gibt  es  auch  zu  dem  An- 
fangs-Wertepaare  *,,  y^  nach 
(2)  eine  Partikularlösung: 

(4)  p^^(x^xt,ff^). 

Sie    gelt«   etwa   im  Intervalle 

\x  —  x^  I  ^  Aji  dann  wird  sie 

durch   eine   Integralkurve  CD 

dargestellt,     die     Tom     einen 

Rfmde  des  durch  \x  —  x^\^h^  definierten  Streifens  nach  seinem 

anderen  Rande  geht  und  auf  der  Mittellinie  dieses  Streifens  den 

Punkt  (a:,,  y,)  oder  Jf,  enthäli  Aber  durch  jeden  Punkt  darf 
nur  eine  Integralkurve  gehen.  Deshalb  fällt  die  Kurve  AB 
mit  der  Kurve  CD  soweit  zusammen,  als  beide  in  demjenigen 
Gebiete  liegen,  das  beiden  Streifen  gemeinsam  und  in  Fig.  13 
doppelt  BchrafBert  ist.  Die  betrachtete  Integralknrve  geht  also 
in  Fig.  IS  mindestens  von  A  bis  D.  Man  kann  dieselbe 
SchluBweise  fortsetzen,  indem  man  fernerhin  einen  Wert  x^  ao 
K^hlt,  daß  \xt  —  Xi\^hi  ist,  darauf  für  x  =  x^ 

1f,="p{xt,x^,yi) 
ans  (4)    berechnet  und  die  zum  Anfangs- 
Wertepaare  x^  y^  gehörige  PartiknlarlSsung 

bildet,  usw.  Man  erkennt  so,  daß  keine 
IfUegrdUcvirve  an  einer  Stelle  innerhalb  des 
Bereiches  endü.  Analytisch  anageaprochen:  Jede  Partikularlösung 

gilt  nicht  nur  in  einem  gewissen  Intervalle  \x  ~  x^\  ^h^^, 
sondern    in  einem  Intervalle  a  <  x  <  &  derart,  daß  za  x  =  a 
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und  X  ^b  Steilen  auf  dem  Rande  des  Bereiches  gehören,  siehe 
Fig.  14  auf  der  vorigen  Seite. 

706.  Die  Integrattonskonstente  und  das  IntegraL 

Zunächst  wird  man  sagen  müssen,  daß  die  allgemeine  Losung 

(1)  y-9>(^y^o7yo) 

der  vorgelegten  Differentialgleichung  y'  =  f(x,  y)  eine  Funk- 
tion von  X  und  von  0wei  im  Bereiche  der  Differentialgleichung 
willkürlich  wählbaren  Eonstanten  Xq  und  ^q  ist.  Nach  dem 
Vorhergehenden  erhellt  jedoch,  daß  —  geometrisch  ausge- 
sprochen —  alle  diejenigen  Integralkurven^ 
die  eine  bestimmt  gewählte  Gerade  parallel 
der  y- Achse,  etwa  die  Oerade  x  »  x^,  schnei- 
den, siehe  Fig.  15,  auch  schon  dann  durch 
(1)  dargestellt  werden,  wenn  man  darin  für 
Xq  eben  diesen  bestimmten  Zahlenwert  setzt 
und  nur  für  y^  oine  noch  willkürlich  wähl- 
bare Eonstante  C  einführt,  deren  Intervall 
alsdann  etwa  von  einem  Werte  C=^a  bis  zu  einem  Werte 
C  ^  ß  geht,  falls  nämlich  jene  Gerade  den  RAud  des  Be- 
reiches in  den  beiden  Punkten  mit  den  Ordinaten  a  und  ß 
trifft.  Somit  stellt 
(2)  y  =  q>{x,  a^o,  C) 

die  allgemeine  Lösung  in  demjenigen  Teile  des  Bereiches  dar, 
der  geometrisch  von  allen  die  Gerade  x  ^x^  schneidenden 
Integralkurven  überdeckt  wird.  Unter  Umständen  ist  dies 
schon  der  ganze  Bereich.  Sonst  aber  stellt  (2)  jedenfalls  die 
allgemeine  Lösung  in  einem  gewissen  Intervalle  für  x  um  x^ 
herum  dar.  Weil  jetzt  x^  in  (2)  eine  bestimmte  Zahl  ist, 
braucht  sie  unter  dem  Funktionszeichen  nicht  besonders  er- 
wähnt zu  werden.  So  kommen  wir  dazu,  die  allgemeine  Lösung 
in  der  Umgebung  eines  Wertes  x^  von  x  durch  eine  FunMion 

(3)  y-'Pix,  C) 

darjmsteUen,  die  außer  von  x  noch  von  nur  einer  willkürlichen 
Konstanten  G  abhängt.  Diese  Eonstante  nennt  man  eine  Inte- 
groHonskonstante. 

Wir  behaupten  weiterhin,  daß  die  Gleichung  (3)  oder, 
was  dasselbe  ist,  die  Gleichung  (2)  nach  C  auflösbar  ist.  Weil 
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namlieh  fp{x^  x^y  y^  eine  stetige  Funktion  von  x,  x^  und  y^ 
mit  stetigen  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  nach  x, 
x^  und  y^  ist  und  insbesondere  die  Ableitung  nach  y^  fttr 
x=^  x^  einen  von  Null  verschiedenen  Anfangswert,  nämlich 
den  Wert  Eins  hat  (vgl.  Nr.  695)^  kommt  der  Gleichung  (1) 
infolge  der  Satze  11  und  12  von  Nr.  698,  699  eine  Auflösung 
nach  y^  mit  stetigen  Ableitungen  nach  x,  y  und  x^  zu,  so  daß 
Entsprechendes  yon  der  Gleichung  (2)  für  ihre  Auflösung 
nach  C  gilt  Aber  wir  brauchen  die  erwähnten  Sätze  gamicht 
heranzuziehen,  weil  wir  im  Torliegenden  Falle  die  Auflösung 
direkt  bewirken  können. 

Wir  fassen  nämlich  zunächst  ein  bestimmtes  Anfangs- 
Wertepaar  x^,  y^,  also  einen  Punkt  M^  auf  jener  Geraden 
x^x^  ins  Auge,  siehe  Fig.  16.  Dazu  ge- 
hört eine  Partikularlösung  oder  Integral- 
kunre  (1).  Wird  jetzt  ein  bdübiger  Punkt  M 
oder  {Xf  y)  auf  dieser  Kurve  angenommen, 
also  ein  Punkt,  dessen  Koordinaten  x  und  y 
die  Gleichung  (1)  befriedigen,  so  schließen 
wir  wie  in  voriger  Nummer,  daß  diejenige  ^^ 

Integralkurve,  die  von  diesem  Punkte  M 
ausgeht,  also  zum  Anfangs-Wertepaare  x,  y  gehört,  mit  der 
soeben  betrachteten  übereinstimmen  und  daher  den  Punkt  M^ 
enthalten  muß.  Analytisch  ausgesprochen:  Wenn  x  und  y  die 
Gleichung  (1)  befriedigen,  müssen  auch  x^  und  y^  die  Gleichung 
erf&llen,  die  aus  (1)  durch  Yertauschung  von  x^y  y^  mit  Xy  y 
hervonreht:  ,  . 

Lassen  wir  nun  den  Punkt  M^  auf  der  Geraden  x  ^  Xq  von 

der  Stelle  (sr^,  a)  bis  zur  Stelle  {x^y  ß)  variieren,  so  bedeutet 

y^  wieder  die  von  a  bis  ß  willkürlich  wählbare  Konstante  C. 

Demnach  definiert  die  Gleichung  C  ^  ^{x^yXy  y)  oder  also  die 

Gleichung 

(4)  y(a?o,  Xyy)^G 

mit  der  im  Intervalle  a<CC <ß  willkürlich  wählbaren  Kon- 
stanten C  implizite  aUe  diejenigen  Funktionen  y  von  Xy  die 
durch  (2)  dargestellt  werden,  d.  h.  (4)  ist  die  Auflösung  van 
(2)  nadi  C.    Wegen  der  Eigenschaften  der  Funktion  9  wissen 
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wir^  daß  die  linke  Seite  von  (4),  worin  x^  eine  bestimmte  2^1 
bedeutet^  eine  stetige  Funktion  von  x  und  y  mit  stetigen  par- 
tiellen ÄUeitungen  nach  x  und  y  ist,  und  zwar  für  Werte  von 
Xj  die  hinreichend  wenig  Ton  x^  abweichen,  während  y  in 
einem  gewissen  Intervalle  liegt. 

Bei  unseren  allgemeinen  Beti*achtungen  ist  es  nicht  immer 
möglich,  den  ganzen  Bereich  der  Differentialgleichung  zu  um- 
fassen. Auch  die  in  Fig.  16  gemachte  Annahme,  daß  die  Ge- 
rade X  =^  Xq  den  Rand  des  Bereiches  gerade  zweimal  schneide, 
braucht  nicht  immer  zuzutreffen.  Deshalb  woUen  wir  uns, 
obgleich  die  Überlegungen,  wie  das  Vorhergehende  zeigt,  unter 
Umständen  weitergehende  Oültigkeit  haben,  auf  eine  Umgebung 
einer  bestimmt  gewählten  Stdle  {Xq,  y^)  des  Bereiches  beschränken. 

In  der  Funktion  (4)  braucht  Xq  als  bestimmte  Zahl  nicht 
hervorgehoben  zu  werden.  Wir  wollen  diese  Funktion  deshalb 
mit  (D(Xy  y)  bezeichnen.     Dann  gilt  der 

SatiB  1:  Liegt  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  in  der  aufgdösten  Form  y  =  f{x^  y)  vor  und  bedeutet 
{Xq,  y^)  irgend  eine  bestimmt  gewaldte  Stelle  in  ihrem  Bereiche^ 
so  wird  die  aUgetneine  Lösung  der  Differentialgleichung  in  einer 
gewissen  Umgebung  der  Stelle  (x^^  y^)  durch  eine  Funktion 

y^q>{x,C) 

dargestellt^  die  nur  eine  willkürliche  Konstante  C  enthalt,  und 
dieselbe  Funktion  wird  implizite  durch  eine  Gleichung 

©(rr,  y)  =  C 

definiert.  Dabei  ist  q)(x,  G)  in  einer  Umgebung  des  Werte- 
paares X  ^  Xq,  C^y^  eine  stetige  Funktion  von  x  und  C  mit 
stetigen  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  nach  x  und  C. 
Ebenso  ist  a  (x,  y)  in  einer  Umgebung  des  Wertepaares  x  =  Xq, 
y  ^  yQ  eine  stetige  Funktion  von  x  und  y  mit  stetigen  partiellen 
Ableitungen  erster  Ordnung  nach  x  und  y. 

Jede  stetige  und  differenzierbare  Funktion  o  {x,  y),  die 
gleich  einer   in  einem  Intervalle   willkürlichen   Eonstanten    C 

gesetzt: 

(o{x,y)^C, 

implizite  die  allgemeine  Lösung  y  der  Differentialgleichung 

y  =  fi^7  y) 
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in  einer  gewissen  Umgebung  eines  Wertepaares  x^^  y^  defi- 
niert, heißt  ein  Integral  der  Differentiaigleichung.  Es  steht 
demnach  fest: 

Saie  2:  In  der  Umgehung  einer  Stelle  des  Bereiches  einer 
gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  der  aufge- 
lösten Form  y'=^f(x,  y)  giht  es  stets  ein  Integ^-al  (o(x,  y),  das 
ebenda  eine  stetige  Funktion  von  x  und  y  mit  stetigen  partiellen 
ÄUeüungen  erster  Ordnung  nach  x  und  y  ist, 

Beispiel:  Im  ersten  Beispiele  yon  Nr.  40  wurden  alle 
Kurven  mit  konstanter  SubnormcUe  p  bestimmt  Es  ergaben 
sich  lauter  Parabeln 

(5)  y  =  yWpx  +  C, 
die  der  gestellten  Bedingung 

(6)  ,•  -  f- 

genügen.  Diese  Bedingfung  aber  ist  eine  gewöhnliche  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung.  Wir  wollen  an  ihr  die  bis- 
her entwickelte  allgemeine  Theorie  erläutern.  Weil  die  Werte 
y » 0  Tom  Bereiche  auszuschließen  sind,  wählen  wir  y  etwa 
positir.     Da  die  Differentialgleichung  in  der  Form 

ydy^pdx 

geschrieben  werden  kann,  ergibt  sich  diejenige  Lösung,  die  für 
x=^Xq  den  Anfangswert  y^^y^  hat,  durch  die  Quadraturen: 


l 


ydy=^Jpdx, 


also  aus 


durch  Auflösung  nach  y: 


(7)  y  =  (p{x,  Xq,  yo)  -  Vy^  +  2i>(a;  -  x^, 

wobei  die  Wurzel  positiv  ist.  Nach  der  allgemeinen  Theorie 
muß  die  Gleichung  (7)  dasselbe  besagen  wie  die  Gleichung 

(8)  yo  ^  y  (^0^  ^;  y)  =-  yy^+2i>(a;o~~4 

die  durch  Vertauschen  von  rr,  y  mit  x^y  y^  hervorgeht.  In 
der  Tat  wird  (8)  durch  den  Wert  (7)  von  y  befriedigt.  Nehmen 
wir  nun  z.  B.  ar^  «  0  an,  d.  h.   beschränken  wir  uns  auf  die- 
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jenigen  Integralkurven,  die  die  positive  y- Achse  treffen^  so  gibt 
(7),  wenn  darin  y^  durch  G  ersetzt  wird: 

(9)  y  -  VC'~+J^. 

Diese  Form  der  allgeraeinen  Lösung  weicht  zwar  von  der 
Form  (5)  ab^  worin  C  ja  auch  negativ  sein  kann,  aber  der 
Orund  dafür  liegt  nur  darin,  daß  wir  uns  auf  Parabeln  be- 
schränkt haben,  die  die  ^- Achse  treffen.  Ferner  lautet  die  Olei- 
chung  (4)  wegen  Xq^O  hier  so: 

(10)  V^^^2^  =  a 

Man  sieht,  daß  dies  in  der  Tat  die  Auflösung  von  (9)  nach 
C  ist. 

707.  Tersohiedene  Formen  der  allgemeinen  Löenny , 
der  Zntegrationekonetante  und  des  Integrals.    Hat  die 

Differentialgleichung  y  =  f(x,  y)  in  der  Umgebung  einer  Stelle 
(a,  h)  ihres  Bereiches  die  allgemeine  Lösung 

(1)  y  -  q>(x,  G) 

mit  einer  Integrationskonstanten  (7,  die  etwa  von  a  bis  ß  va- 
riieren darf,  so  ist  es  leicht,  die  allgemeine  Lösung  auf  eine 
andere  Form  zu  bringen.  Ist  nämlich  ^(c)  eine  derartige 
Funktion  einer  Oröße  c,  die  bei  geeigneter  Wahl  eines  Inter- 
valles  «'  <  c  <  /J'  alle  Werte  im  Intervalle  von  cc  bis  ß  an- 
nimmt, so  stellt  augenscheinlich 

(2)  y-q>(x,tl;ic)) 

ebenfalls  die  allgemeine  Lösung  dar.  Jetzt  ist  aber  c  die 
Integrationskonstante.  Insbesondere  kann  man  die  noch  in 
hohem  Maße  beliebig  wählbare  Funktion  ^(c)  so  annehmen, 
daß  die  allgemeine  Lösung  auch  in  der  neuen  Form  (2)  stetig 
in  X  und  der  neuen  Integrationskonstanten  c  ist  und  stetige 
partielle  Ableitungen  erster  Ordnung  nach  x  und  c  hat. 

Wenn  ferner 

ca{x,  y)^C 

das  Integral  der  Differentialgleichung  ist,  das  durch  Auflösung 
von  (1)  nach  C  hervorgeht,  und  wenn  ;i;  die  zu  ^  inverse 
Funktion  bedeutet,  nimmt  i)as  Integral  durch  Auflösung  nach 
den  neuen  Integrationskonstanten  c  die  neue  Form 

(3)  x(<oix,y))^c 
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an.  Bei  geeigneter  Wahl  der  noch  in  hohem  Maße  willkür- 
lichen Funktion  %  kann  man  dabei  erreichen,  daß  auch  das 
neue  Integral  stetig  in  x  und  y  ist  und  stetige  partielle  Ab- 
leitungen erster  Ordnung  nach  x  und  y  hat. 

umgekehrt:  Es  mögen  m  (x,  y)  und  Sl  (x,  y)  zwei  Inte- 
grale derselben  Differentialgleichung  y  »  f{x,  y)  und  zwar  in 
einer  Umgebung  einer  Stelle  {x^,  y^)  sein.  Alsdann  müssen 
die  beiden  Gleichungen,  die  durch  vollständige  Differentiation 
Dach  x  aus 

(o(^,  y)  »  konst.     und    Sl(x,  y)  ^  konst 

heryorgeheUi  nämlich 

o,  +  fo^y  ^  0    und    ß,  +  fi^y  «  0, 

durch  y  » f(x,  y)  befriedigt  werden.  Dies  kann  aber  nur 
dann  der  Fall  sein,  wenn  die  Determinante 


«0 


ist    Daraus  folgt  nach  Satz  4,  Nr.  80: 

Satss  3:  Ist  o  ein  Integral  der  gewöhnlichen  Differential- 
gleidiimg  erster  Ordnung  y  =  f(Xy  y),  so  gilt  dasselbe  von  jeder 
nidU  konstanten  Funktion  von  (o,  die  in  demselben  BereicJie  wie 
o  stdig  ist  und  eine  stetige  Ableitung  nach  (o  hat,  und  außerdem 
gibt  es  in  diesem  Bereiche  kein  Integral  der  Differentialgleichung. 

Beispiel:  Die  Differentialgleichung 

y 


laßt  sich  in  der  Form 


X  '^   y   ^ 


sofort  integrieren.     Danach  ist 

oj==lna;  +  lny=  C 

ein  Integral.   Wird  unter  i{p)  die  Funktion  ef"  verstanden,  so 
lautet  die  neue  Form  (3)  des  Integrals  so: 

xy  —  c. 

Die  Integralkurven  sind  diejenigen  Hyperbel/n^  die  die  x-  und 
y  Achse  zu  Asymptoten  haben. 
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708.  Verallgemeinening  fOr  den  Fall  einer  Dlffe- 
rentlalglelohnng  F(qd,  y,  ;/)  ^  0.  Die  in  den  Nummern 
705  und  706  entwickelten  Begriffe  sollen  jetzt,  soweit  es  mög- 
lich ist;  auf  eine  gewöhnliclie  Differentialgleichung  erster 
Ordnung 

(1)  ^(«,  y,  y')  =  0 

ausgedehnt  werden,  die  nicht  in  der  nach  y  aufgelösten  Form 
vorliegt  Unter  ihrem  Bereiche  verstehen  wir  wie  in  Nr.  703 
einen  Yariahilitatsbereich  der  drei  Veränderlichen  Xy  y,  y\ 
innerhalb  dessen  sich  die  Funktion  F  nebst  ihren  drei  par- 
tiellen Ableitungen  erster  Ordnung  nach  x^  y  und  y  stetig 
verhält.  Künftig  beschränken  wir  uns  stets  stillschweigend 
auf  einen  derartigen  Bereich. 

Wie  in  Nr.  703  bedeute  a;  =«  a,  y  =  6  ein  bestimmt  ge- 
wähltes Wertepaar.  Alsdann  seien  q,c,, ...  alle  diejenigen 
von  einander  verschiedenen  (reellen)  Werte  von  y\  die  der 
Gleichung 

(2)  F{a,  6,  y)  =  0 

innerhalb  des  Bereiches  Genüge  leisten.  Außerdem  werde  in 
dieser  Nummer  vorausgetzt,  daß  die  pariieUe  Ableitung  van  F 
nach  y  an  allen  Stellen  (a,  6,  c^),  (a,  h,  c^), . . .  von  Null  ver- 
schieden sei.  Dann  hat  die  Gleichung  (1)  nach  den  Sätzen  11 
und  12  von  Nr.  698  und  699  eine  Anzahl  von  Auflösungen 
nach  y: 

(3)  y  --  fM  y),         y'  =  f^{x,  y), . . ., 

die  für  rc  =  a,  y  ==  6  die  Werte  c^,  c,, . . .  annehmen.  Dabei 
sind  f^j  fif  ' '  stetige  Funktionen  mit  stetigen  partiellen  Ab- 
leitungen erster  Ordnung.  Nach  den  Auseinandersetzungen 
von  Nr.  703  kommt  die  Aufgabe,  die  Differentialgleichung  (1) 
in  der  Umgebung  der  Stelle  (a,  b)  vollständig  zu  integrieren, 
darauf  hinaus,  dasselbe  für  jede  der  Differentialgleichungen  (3) 
zu  tun.  Diese  Differentialgleichungen  erfüllen  die  in  Nr.  705 
an  sie  gestellten  Forderungen.     Es  mögen  daher 

(*)  y  -  9i(^j  0),        y,  «  qp,(a?,  C)  . . . 

ihre  allgemeinen  Lösungen  in  der  Umgebung  der  Stelle  (a,  b) 
sein.  Die  Gesamtheit  dtter  Lösungen  (4)  stelit  die  allgemeine 
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Lösung  der  Differentialgleichung  (1)  in  der  Umgebung  der  Stdle 
(Oy  b)  dar.  Da  jede  einzelne  Gleichung  (4)  eine  Kurvenschar 
definiert,  die  diese  Umgebung  nach  Nr.  705  einfach  überdeckt, 
muß  die  Gesamtkeit  aller  Integralkurven  der  vorgelegten  Diffe- 
reniiaigleichung  (1)  die  Umgebimg  des  Punktes  {a,  b)  gerade  so 
vielfach  überdecken,  als  einzelne  Gleichungen  (3)  hervorgegangen 
sind,  denn  durch  irgend  einen  Punkt  {x,  y)  in  dieser  Umge- 
bung geht  nur  je  eine  Integralkurye  jeder  einzelnen  Differen- 
tialgleichung (3). 

Alle  Ton  einem  derartigen  Punkte  (jr,  y)  ausgehenden  In- 
t^ralkruTTen  haben  daselbst  verschiedene  Taugenten.  Denn  z.  B. 
die  beiden  ersten  Gleichungen  (3)  stellen  ja  diejenigen  Auf- 
lösungen von  (1)  nach  y  dar,  die  alle  Werte  von  y'  in  einer 
gewissen  Umgebung  von  c^  bzw.  c,  erschöpfen,  und  weil  die 
Differenz  /i  —  f^  an  der  Stelle  (a,  6)  gleich  c^  —  Cg  +  0  ist, 
gibt  es  nach  Satz  10,  Nr.  697,  eine  Umgebung  der  Stelle  (a,  &), 
innerhalb  deren  überall  f^  4"  f%  ist.  Man  hat  nun  nur  noch 
daran  zu  denken,  daß  f^  und  f^  die  Werte  von  tgr  für  die 
Tangentenwinkel  r  der  Integralkurven  sind,  um  die  Richtigkeit 
der  Behauptung  zu  erkennen,  vorausgesetzt,  daß  man  die  Um- 
gebung der  Stelle  (a,  b)  hinreichend  eingeschränkt  hat. 
Hiemach  gilt  der 

Satz  4:    Wenn  die  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster 

Ordnung 

F(x,y,y')^0 

an  der  Stelle  a?  =  a,  y  =  6  nur  durch  solche  Werte  von  y'  inner- 
halb ihres  Bereiches  befriedigt  wird,  für  die  die  partielle  Ablei- 
tung von  F  nach  y  von  NvXl  verschieden  ist,  gibt  es  eine  Um- 
gebung des  Punktes  (a,  b)  der  xy- Ebene,  innerhalb  deren  keine 
ßwei  verschiedenen  Integralkwrven  der  Differentiulgleichung  ein- 
ander berühren. 

Ist  die  Anzahl  der  Differentialgleichungen  (3)  begrenzt^ 
etwa  gleich  n,  so  kann  man  alle  n  Lösungen  (4)  in  einer 
Gleichung 

[y  -  ip,(x,  G)][y  -  (p^(x,  C)] . . .  [y  -  (p^(x,  C)]  =  0 

zusammenfassen,  die  alsdann  implizite  die  allgemeine  Lösung  y 
der  Differentialgleichung  (1)  in  der  Umgebung  der  Stelle  (er,  b) 
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als  eine  n- wertige  Funktion  darstellt  Bei  denjenigen  Diffe- 
rentialgleichungen (1),  die  man  mittels  der  elementaren  Funk- 
tionen zu  integrieren  vermag,  ergibt  sich  häufig,  daß  sich  ihre 
allgemeine  Lösung  y  durch  eine  einzige  mehrwertige  Funktion 
ausdrücken  läßt.  In  der  Theorie  sehen  wir  jedoch,  wie  schon 
öfters  gesagt  wnrde,  von  derartigen  Funktionen  grundsätzlich  ab. 
Durch  Auflösung  der  Gleichungen  (4)  nach  den  Kon- 
stanten G  gehen  Integrale 

^lip^y  y)  ==  <^>      ^%{^>  y)  =•  C^;  •  •  • 

der  einzelnen  Differentialgleichungen  (3)  hervor.  Man  kann 
sie  auch  Integrale  von  (1)  nennen.  Aber  erst  ihre  Gesamtheit 
wird  man  als  ein  vollständiges  Integral  von  (1)  bezeichnen 
dürfen.  Unter  einer  Partikularlösung  von  (1)  versteht  man 
natürlich  irgend  eine  der  Lösungen  (4)  für  einen  erlaubten  be- 
stimmten Wert  der  willkürlichen  Eonstanten  G. 

Schließlich  sei  noch  ein  Unterschied  erwähnt:  Der  Bereich 
einer  Differentialgleichung  in  der  aufgelösten  Form  if  "  f{Xy  y) 
ist  geometrisch  nach  Nr.  695  oder  705  ein  Bereich  von  Fufik- 
ten  in  der  xy-^hene,  und  durch  jeden  Punkt  dieses  Bereiches 
geht  eine  Integralkurve.  Dagegen  besteht  der  Bereich  einer 
Differentialgleichung  F(xy  y,  y)  =  0  aus  lauter  Wertetripeln 
X,  y,  y'j  d.  h.  geometrisch  ausgesprochen  aus  lauter  Linienete- 
menten  (x,  y,  y)  in  der  a;y-Ebene.  Aber  nur  diejenigen  von 
diesen  Linienelementen,  für  die  F(x,  y,  y')  den  Wert  Null  hat^ 
können  Integralkurven  angehören.  Demnach  hat  z.  B.  die  Diffe- 
rentialgleichung 

x^  +  y^  +  y*  -  0 

überhaupt  gar  keine  (reelle)  Integralkurve,  obwohl  ihr  Be- 
reich aus  allen  Linienelementen  der  Ebene  besteht. 

709.  Slngulftre  Lösungen.  Bisher  wurde  angenom- 
men, daß  für  ein  Wertsystem  a; «  a,  y  =  6,  y'  =  ^;  ^^s  der 
vorgelegten  Differentialgleichung 

(1)  F(x,  y,  yO  =-  0 

in  ihrem  Bereiche  genügt,  insbesondere  dF\dy  -^0  sei,  denn 
nur  dann  war  die  Anwendung  der  Sätze  II  und  12  von  Nr.  698, 
699  gestattet,  wonach  die  Gleichung  (1)  eine  Auflösung  von 
der  Form  y  »  f{x,  y)  hat.  Nun  soll  der  bisher  ausgeschlossene 
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Fall  erörtert  werden,  in  dem  dFidy'  för  ein  Wertsystem  ver- 
schwindety  das  der  Gleichung  (1)  genügt.  Es  empfiehlt  sich, 
alle  diejenigen  Wertsysteme  Xy  y,  y  des  Bereiches  der  Diffe- 
rentialgleichong  (1)  als  singviär  zu  bezeichnen,  für  die  zugleich 
die  beiden  Gleichungen  gelten: 

(2)  F(*,  y,  y-)  =  0,      II  =  0. 

Ebenso  sollen  die  zu  diesen  Wertsystemen  gehörigen  Linien- 
demente  (x,  y,  y')  in  der  rt;y- Ebene  singulär  heißen.  Dann  folgt 
aus  dem  Satze  4  der  letzten  Nummer  sofort: 

Satjsf  5:  Wenn  zwei  verschiedene  Integralkurven  der  ge- 
wöhnlichen Differentiaigleichung  erster  Ordnung  F{Xy  y,  y)  »  0 
einander  'berühren^  ist  ihr  gemeinsames  Linienelement  singulär. 

Zunächst  ist  es  denkbar,  daß  die  zweite  Gleichung  (2) 
bloß  eine  Folge  der  ersten  Gleichung  (2)  yorstellt.  Wenn 
z.  B.  die  gegebene  DijBFerentialgleichung  die  Form 

(3)  w  -  m  y)y  -  0 

hat,   bedeutet   F  ihre   linke   Seite,    so   daß   die   zweite   Glei- 
chung (2)  diese  wird: 
W  fr-f(x,y)^0. 

Hier  ist  es  klar,  daß  man  die  vorgelegte  Differentialgleichung 
nicht  in  der  Form  (3),  sondern  von  Tornherein  in  der  Form  (4) 
betrachten  wird,  und  dann  tritt  dieser  besondere  Fall  nicht 
mehr  ein.  Wir  wollen  yoraussetzen,  daß  die  Differentialglei- 
chung F{x,  y,  yO  "^  ^  immer  in  einer 

Form   gegeben  sei,  wobei  die  zweite       ^Jt-A»"^ — '""^^ 
Gleichung  (2)  nicht  bloß  eine  Folge   \^  /^ 

der  ersten    Gleichung  (2)   ist,    d.  h.  ^»  ^^• 

nicht  aUe  Liniendemente  der  Differentialgleichung  sotten  der 
zweiten  Gleichung  (2)  genügen. 

Gibt  es  nun  überhaupt  unbegrenzt  viele  Linienelemente 
{x,  y,  f^)y  die  beide  Gleichungen  (2)  befriedigen,  so  brauchen 
sie  nicht  notwendig  Kurven  zu  bilden.  Ein  Beispiel  zeigt  dies 
sofort:  Man  betrachte  alle  diejenigen  Linienelemente,  die  von 
den  Punkten  einer  Kurve  ausgehen  und  zu  den  Tangenten  der 
Kurve  senkrecht  sind,  siehe  Fig.  17.  Wenn  aber  singulare 
Linienelemente   in   unbegrenzter   Anzahl   vorhanden   sind  und 
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eine  Kurve  bilden,  muß  man  die  Kurve  alfi  eine  Integralkurve 
bezeichnen.  Denn  alle  Linienelemente  {x,  y,  y')  einer  Kurve 
y  ^-^{x)  werden  durch  die  beiden  Gleichungen  y  =  if{x\ 
y  »  -^'{x)  gegeben.  Wenn  nun  ihre  Bestimmungsstücke  den 
beiden  Gleichungen  (2)  genügen^  muß  insbesondere  nach  der 
ersten  Gleichung  (2)  für  alle  Werte  von  x  innerhalb  eines 
gewissen  lutervalles 

F{x,  tl;{x),  t\x))  ^  0 

sein^  d.  h.  y  =  tj;  (x)  ist  eine  Lösung  der  Differentialglei- 
chung (1). 

Alle  diejenigen  Integralkurven,  deren  Linienelemente  sin- 
gulär  sind,  heißen  singulare  Integralkurvm,  Analytisch  ausge- 
drückt: Eine  differenzierbare  Funktion  y  ^^  t(x)  heißt  eine  sin- 
gulare Lösung  der  Differentialgleichung  (1),  wenn  die  beiden 
Gleichungen  (2)  durch  die  Substitution  y  ^  tlf(x),  y  =»  tl}'(x)  be- 
friedigt werden. 

Es  erhellt,  daß  die  Differentialgleichung  (1)  außer  den  in 
der  vorigen  Nummer  betrachteten  Lösungen  und  den  etwa 
vorhandenen  singulären  Lösungen  keine  anderen  Lösungen 
haben  kann.  Die  nicht -singulären  Lösungen  bzw.  Integral- 
kurven heißen  regulär.  Es  leuchtet  ferner  ein,  daß  durch  einen 
Punkt  (x,  y)  gewiß  keine  singulare  Integralkurve  geht,  sobald 
sich  aus  der  Forderung  F{x,  y,  y')  ==  0  nur  solche  Werte  von 
y   ergeben,  für  die  dFidy  ^0  ist. 

Wenn  y  '^'^{x)  eine  singulare  Lösung  vorstellt,  müssen 
die  Werte  y  =  ^(a;)  und  y  =»  ^\x\  wie  schon  gesagt,  den 
beiden  Gleichungen  (2)  genügen.     Anders  ausgedrückt: 

Satz  6:  Die  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung  F(x,  y,  y)  =  0  hcU  dann  und  nur  dann  eine  singulare 
Lösung,  wenn  es  eine  stetige  und  differensiierbare  Funktion  y 
von  X  gibt,  die  zusammen  mit  ihrer  Ahleitwng  y  den  beiden 
Gleidiungen 

genüge  leistet. 

Da  die  vollständige  Differentiation  von  jP»0  gibt: 

W  dx  ^  cy   dx  ^  dy    dx'^^ 
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und  diese   Gleichung  sicti  w^^n  der  zweiten  Bedingung  ver- 
ein&cht  zu: 

muß  die  etwa  TorhaudeDe  Bii^ulsre  Losung  y  nebet  ihrer  Ab- 
leitung y    auch  der  Gleichung 

genOge  leisten. 

Falls  CB  zwei  Fonktioaen  t/  und  y  von  x  gibt,  die  den 
Gleichungen  (2),  also  denen  des  Satzes  6,  und  der  Gleichung  (7) 
genfige  leisten,  kann  man  umgekehrt  wie  folgt  schließen:  Da 
infolge  Ton  F  =  0  die  Gleichung  (5)  und  infolge  von  dF:  Sy" 
—  0  oUo  auch  (6)  gilt,  ergibt  sich  aus  (6)  und  (7)  auch,  daS 
y'  die  Ableitung  dy.dx  ist,  vorausgesetzt,  daß  dF-.dy  nicht 
verschwinde.  In  diesem  Falle  also  ist  eine  singulare  Lösung 
schon  dann  vorhanden,  wenn  es  zwei  Funktionen  y  und  y'  von 
X  gibt,  Tou  denen  die  drei  Gleichungen 

(8)  F  =  0,        1^  =  0,        |^  +  ^y'=0 

befriedigt  werden. 

Aus  Satz  6  folgt  schließlich  noch,  daß  aUe  etwa  vorhan- 
denen singvlären  Lösungen  allein  ^treh  Elimina^m  und  Sub- 
sOtuHon,  d.  h.  ohne  jedes  Iniegraüonsverfahren  berechne  werden 
können. 

Beispiel:  Die  Schar  aller 
Kreise  vom  Badias  r,  deren  Mittel- 
punkte auf  der  Geraden  x  —  y 
liegen  (siehe  Fig.  18),  hat  die 
Gleichung 

(x-C)^  +  (j,-Cy-  r' 
mit  der  willkOrlichen  Eonstanten  C. 
Vollständige    Differentiation    nach 
X  gibt: 

a!-C  +  (y-C)y'  =  0. 
Alle  Linienelemente  (x,  y,  y')  aller  dieser  Kreise  genügen  mit- 
hin derjenigen  Gleichung,  die  ans  den   beiden  vorhergehenden 
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Gleichungen  durch  Elimination  von  C  gewonnen  wird.  Da- 
durch ei^ibt  sich  die  Differentialgleichung: 

(9)  J*  -  («  -  y)' (1+ y")  -  r»  (1  +  y )' =  0, 

und  zu  ihren  Integralkuryen  gehören  die  Kreise  der  gegebenen 
Schar.  (Vgl.  das  Verfahren,  mittels  dessen  in  Nr.  86  die  Diffe- 
rentialgleichung einer  gegebenen  Eurvenschar  gewonnen  wurde.) 
Die  Funktion  F  von  x,  y,  y  ist  nebst  ihren  partiellen  Ab- 
leitungen überall  stetig.  Der  Bereich  der  Differentialgleichung 
umfaßt  also  alle  Linienelemente  der  Ebene.  Insbesondere  wird: 

||-2[(«-y)»-r>]y-2r». 

Die  Differentialgleichung  (9)  ist  hinsichtlich  y  quadratisch  und 
hat  daher  zwei  Auflösungen  nach  y'\ 

(10)  y Ix^r-^-f^ ' 

und  für  diese  Auflösungen  wird: 

dF 


ay'=±2(^-y)/2r«-(:r;-y)«. 

Beide  Auflösungen  sind  nur  dann  reell  und  verschieden,  wenn 
a?  —  y  +  0  und  (a;  —  y)*  <  2r*  ist,  femer  reell  und  gleich,  wenn 
entweder  rc  —  y  =  0  oder  {x  —  y)*  ^  2r^  ist,  und  drittens 
imaginär,  wenn  (x  —  y)*  >  2r^  ist.  Die  Punkte  {x^  y),  für  die 
beide  Auflösungen  reell  imd  gleich  werden,  sind  also  diejenigen, 
für  die  dF:  dy  »  0  ist,  nämlich  die  der  drei  Geraden  x  ^  y, 

X  —  y  ^  r  |/2  und  x  —  y  ^  —  r  ^2.  Die  erste  Gerade  ist  der 
Ort  der  Kreismitten,  während  die  beiden  anderen  die  Einhüllr 
enden  der  Kreisschar  vorstellen  (vgl  Nr.  210).  Außerhalb  des 
von  den  beiden  letzten  Geraden  begrenzten  Streifens  hat  die 
Differentialgleichung  (9)  nur  imaginäre  Auflösungen  nach  y', 
d.  h.  dort  gibt  es  überhaupt  keine  (reellen)  Integralkurven.^) 
Innerhalb  des  Streifens  dagegen  hat  sie  zwei  reelle  verschie- 
dene Auflösungen  nach  y',  sobald  man  von  der  Mittelgeraden 
X  ^  y  absieht.     Dies  Gebiet  wird  somit  nach  Nr.  708  durch 


1)  Zur  Vermeidung  von  MißTerständnisBen  erinnern  wir  zuweilen 
durch  den  Zusatz  des  Wortes  reell  in  Klammem  daran,  daß  wir  uns 
immer  auf  dae  reeÜe  Crtbiet  bes^änken,  vgl.  die  Festsetzung  in  Nr.  680. 
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Integralkurven  doppeli  überdeckt.  In  der  Tat  tun  es  die  Kreise 
der  Schar.  Daher  stellen  sie  alle  r^ularen  Integralkuryen  vor. 
Der  Satz  4  von  Nr.  708  wird  bestätigt:  In  dem  Streifen,  ab- 
gesehen Ton  seiner  Mittellinie,  für  deren  Stellen  dFidy  "^0 
ist,  berühren  keine  zwei  der  Kreise  einander. 

Die  singulären  Linienelemente,  f&r  die  ja  F  und  dF:  dy 
Terschwindet,  gehen  von  den  Punkten  der  drei  Geraden  aus. 
Insbesondere  für  diejenigen,  deren  Punkte  (o;,  y)  auf  den 
Geraden  x  ^  y  ^r  y2  und  rc  —  y  «  —  r  ^2 liegen,  ergibt  sich 
aus  (9)  oder  (10)  der  Wert  y  =  1, 
d.  h.  es  sind  die  Linienelemente 
der  beiden  Geraden  selbst,  siehe 
Fig.  19.  Dagegen  geht  für  die- 
jenigen singulären  Linienelemente, 
deren  Punkte  (x,  y)  auf  der  Mittel- 
geraden X  ^  y  liegen,  y'  =  —  1 
herror,  d.  h.  diese  Linienelemente 
sind  zur  Mittelgeraden  senkrecht. 
Kurven  werden  also  nur  von  den 
singulären  Linienelementen  der  bei- 
den Geraden  x  —y  =^  ±r  |/2  gebildet,  die  also  die  einzigen 
singtdären  IntegralJcurven  vorstellen,  d.  h.  die  beiden  Funk- 
tionen y  »  ^  =F  f  )/2  sind  die  einzigen  singulären  Lösungen, 

Wir    wollen    sie    auch    nach    Satz    6    bestimmen.      Die 
Gleichung 

ergibt  hier  entweder 

y  =  rr    oder    y=-»icTrV^. 

Die  Ableitungen  dieser  Funktionen  y  von  x  haben  den  Wert 
y  =- 1.  Nim  genügen  die  Funktionen  y  ^  x,  y'  =«  1  der  Glei- 
chung jP  =»  0  oder  (9)  nicht,  d.  h.  die  Gerade  y  ^  x  ist  keine 
singulare  Integralkurve.  Dagegen  befriedigen  die  Funktionen 
y^x'^  r y2,  y'  =  1  die  Gleichung  (9),  d.  h.  die  beiden  Gera- 
den y»a;Try2  sind  die  einzigen  singulären  Integralkurren. 

710.    Sie  BinhfUIeude  einer  Schar  von  Integral- 
knrven  als  slngnl&re  Integralknrve.     Es  ist  leicht  zu 
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zeigen,  daß  eine  etwa  vorhandene  EinhüUende  einer  Schar  von 
Integralkurven    stets    eine   singulare   Integralkurve    sein   muß. 
Stellt  nämlich 

(1)  y  =  q>{x,  C) 

eine  Schar  yon  Integralkurven  der  Di£Perentialgleichung 

F{x,  y,  y)  =  0 

Yor^  wobei  die  Veränderliche  x  und  die  willkürliche  Konstante 
C  gewissen  Intervallen  angehören,  so  ist: 

(2)  F[x,^{x,G),^-^^^Q. 

Nach  Nr.  210  hat  die  Schar  eine  Einhüllende,  wenn  es  eine 
Funktion  u  von  x  und  y  gibt,  die  der  Gleichung 

(3)  djpM  _  Q 

genügt,  und  wenn  überdies 

(4)  y^(p(x,a) 

die  Veränderliche  y  als  stetige  und  differenzierbare  Funktion 
von  X  definiert.  Die  Werte,  die  dabei  der  Funktion  a  für  die 
verschiedenen  Punkte  (x,  y)  der  Einhüllenden  (4)  zukommen, 
sind  diejenigen  Werte,  die  der  willkürlichen  Konstanten  C  in 
der  Schar  (1)  gestattet  sind. 

Die  Ableitung  der  Funktion  (4),  nämlich: 

/       gy(ag,g)        dtp  (a?,  cc)  da 
y  ^       dx        "^        da       di' 

nimmt  nach  (3)  den  Wert  an: 

(5)  y'-'-^- 

Da  nun  die  Gleichung  (2)  für  alle  Werte  x  und  C  (in 
den  erlaubten  Intervallen)  gilt  und  da  die  Funktion  a  die- 
selben Werte  annimmt,  die  der  willkürlichen  Konstanten  C  ge- 
stattet sind,  gilt  die  Gleichung  (2)  auch  nach  der  Substitution 
von  a  statt  (7-,  alsdann  aber  besagt  sie  nach  (4)  und  (5),  daß 
die  Funktion  (4)  in  der  Tat  eine  Lösung  der  Differentialglei- 
chung ist.  Die  Einhüllende  muß  demnach  eine  Integralkurve  sein. 

Geometrisch  ergibt  sich  dasselbe  so:  Alle  Linienelemente 
aller  Integralkurven  (1)  gehören  zu  denen  der  Differentialglei- 
710] 
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chang,  und  weil  die  Einhüllende  (4)  mit  jeder  Xntegralkurye 
nach  Satz  17,  Nr.  212,  ein  Linienelement  gemein  hat,  gehören 
folglich  alle  ihre  Linienelemente  zu  denen  der  Differentialglei- 
chung, d.  h.  sie  ist  ebenfalls  eine  Integralkurve. 

Dafi  nnn  die  Einhüllende  eine  singulare  Integralkurve  sein 
mnß,  folgt  sofort  daraus,  daß  durch  jeden  ihrer  Punkte  zwei 
yersehiedene  LitegnJkurven  gehen,  die  einander  dort  berüh- 
ren, nämlich  erstens  die  Einhüllende  und  zweitens  eine  Eurre 
der  Schar  (1);  mithin  sind  alle  LiDienelemente  der  Einhüllen- 
den nach  Satz  5,  Nr.  709,  singulär.    Wir  haben  also  den 

Sais^  7:  H<xt  eine  Schar  von  IniegraJkurven  einer  gewöhn- 
liehen DifferenHalgleichung  erster  Ordnung  F{Xj  y,  y')  ^  0  eine 
EinhäUendey  so  ist  die  EinküUende  eine  singulare  Integralkurve, 

Es  ist  aber  hiermit  nickt  gesagt,  daß  jede  singulare  Inte- 
gralkurve eine  Einhüllende  einer  Schar  von  Integralkurven  sein 
müßte.     Zum  Belege  diene  das 

Beispiel:  Die  singulären  Linienelemente  der  Differential- 
gleichung 

F«y'«  +  yV-0 

sind  diejenigen,  deren  Bestimmungsstücke  x,  y,  y'  dieser  Glei- 
chung und  der  Gleichung 

genügen.  Für  sie  wird  y'  =»  0  und  y  »  0,  d.  h.  die  a:-Achse  ist 
die  einzige  singulare  Integralkurve.  Im  übrigen  aber  gibt  es 
gar  keine  (reellen)  Integralkurven,  auch  keine  regulären,  denn 
die  Gleichung  J^^O  gibt  nach  y   aufgelöst: 

also  nur  imaginäre  Werte,  abgesehen  vom  Falle  y  =»  0. 

711.  Dlskriminantenort  der  Bifferentialgleiohimg 
F{pCy  yy  {/)  M  O.     Wenn  die  beiden  Gleichungen 

(1)  F{x,  y,y')-0,  |J  -  0, 

denen  alle  singulären  Linienelemente  der  Differentialgleichung 
F«0  genügen,  durch  Elimination  von  y'  zu  einer  Gleichung 

(2)  *(^,y)  =  0 
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führen  y  gibt  (2)  den  Ort  der  Punkte  aller  singulärer  Linien- 
elemente der  Differentialgleichung  F ^0  an. 

Ist  insbesondere  F  eine  ganze  rationale  Funktion  von  x, 
y  und  y\  so  gilt  dasselbe  Yon  dFidy.  Alsdann  gelingt  es 
durch  Determinantenbildung,  y  aus  den  beiden  Gleichungen  (1) 
zu  eliminieren,  wodurch  eine  Gleichung  (2)  heryorgeht,  deren 
linke  Seite  0  eine  ganze  rationale  Funktion  von  x  und  y  ist 
Man  nennt  diese  Funktion  0  die  Diskriminante  der  Funktion 
F  hinsichtlich  y  und  die  Gleichung  4ß  —  0  die  Diskriminan- 
iengleichung. 

Indem  man  die  Bezeichnung  verallgemeinert,  nennt  man 
auch  sonst  die  durch  Elimination  Ton  y  aus  den  Gleichungen 
(1)  gewonnene  Gleichung  (2)  die  Diskriminantengleiehung  der 
Differentialgleichung  jP  —  0.  Dementsprechend  soll  im  folgen- 
den der  geometrische  Ort  der  Punkte  aller  singulärer  Linien- 
elemente der  Differentialgleichung  F ^0  der  Diskriminanienart 
der  Differentialgleichung  heißen.  Es  ist  nicht  gesagt,  daß  er 
stets  durch  eine  Gleichung  (2)  darstellbar  sei,  vielmehr  kann 
er  aus  mehreren  Kurven  und  aus  einzelnen  Punkten  bestehen. 

Differentialgleichungen  von  der  Form  y'  =  f(x,  y)  haben, 
da  hier  F^  y  —  f  und  also  dFicy  =^  1  ist,  in  ihrem  Bereiche 
(vgl.  Nr.  705)  nie  einen  Diskriminantenort  wie  überhaupt  nie 
eine   singulare   Lösung.      Obgleich    eine    Differentialgleichung 

■^(^7  V}  iT)  '^^  ^^^^  ^®^  Betrachtungen  in  Nr.  708  in  der 
Umgebung  einer  Stelle  x  =^  a,  y  ^b  auf  eine  Anzahl  von 
Gleichungen  von  dieser  Form  y  =»  f(Xj  y)  zurückkommt,  darf 
doch  nicht  geschlossen  werden,  daß  ihre  regulären  Integral- 
kurven nirgends  Stellen  mit  dem  Diskriminantenorte  gemein 
hätten,  denn  jene  Betrachtungen  bezogen  sich  immer  nur  auf 
eine  Umgebung  einer  Stelle  (a,  b). 

Eine  Integralkurve  ist  vielmehr  nach  Nr.  709  nur  soweit 
als  regulär  zu  bezeichnen,  als  ihre  Linienelemente  nicht  sin- 
gulär  sind.  Es  kann  sehr  wohl  vorkommen,  daß  eine  Losung 
y  ^  q)(x)  auch  dann  noch  stetig  und  differenzierbar  bleibt, 
wenn  x  einen  Wert  erreicht,  für  den  y  =^  q>{x)  und  y  =»  9'  (x) 
ein  singuläres  Linienelement  bestimmen.  Dies  war  z.  B.  bei 
den  Kreisen  in  dem  Beispiele  von  Nr.  709  da  der  Fall^  wo  sie 
die  Geraden  y  =  rc  T  r  }/2  berühren,  und  da,  wo  sie  die  Ge- 
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rade  ff  ^  x  schneiden.  Ebenso  ist  es  stets  der  Fall  bei  einer 
Schar  yon  Integralkurven^  die  eine  Einhüllende  hat,  nach 
SatE  7,  Nr.  710. 

In  einem  Interyalle,  in  dem  eine  Integralknrve  .V  »  9?  (x) 
regolär  bleibt,  hat  (p(x)  überall  eine  stetige  Ableitung,  folg- 
lich tritt  dort  nirgends  ein  singtdärer  Punkt  der  Kurve  (ygl. 
Nr.  187  und  191)  auf.  Aber  es  kann  sein,  daß  die  Integral- 
kurve  an  den  Grenzen  des  Interralles  singulare  Punkte  hat, 
indem  sie  zugleich  aufhört,  regulär  zu  sein,  d.  h.  indem  sie 
dort  singulare  Linienelemente  hat.  Alsdann  aber  liegen  diese 
aingolären  Punkte  als  Punkte  von  singulären  Liuienelementen 
auf  dem  Diskriminantenorte. 

Demnach  sagen  wir  zusammenfassend: 

Satjs  8:  Dem  Diskriminantenorte  der  gewöhnlicJien  Differen- 
tiaigleidMng  erskr  Ordnung  F(x,  y,  y)  ^0  gehören  alle  etwa 
vorhandenen  Beruhrungsjpunkte  eunschen  Integrälkurven,  aUe  etwa 
vorhandenen  singulären  Punkte  von  Integralkurven,  alle  etwa  vor- 
handenen Einhüllenden  von  Scharen  von  Integralku/rven  sowie  alle 
etwa  vorhandenen  singvUären  Integralkurven  an, 

1.  Beispiel:  Nach  (4)  in  Nr.  232  ist 

die  Differentialgleichung  derjenigen  getneinen  Zykloiden^  die 
durch  Rollen  eines  Sjreises  vom  Radius  a  längs  der  oberen 
Seite  der  Abszissenachse  hervorgehen.  Weil  BF:  dy  den  Wert 
2yy  hat,  ist  f&r  den  Diskriminantenort  entweder  y  ==^0  oder 
y  =  0.  Im  Falle  y  =^0  geht  aus  der  Differentialgleichung,  die 
allgemein 


W2a--y 


ergibt^  noch  y  =»  ±  oo  hervor,  im  Falle  y'  =  0  dagegen  y  =■  2  a. 
Der  Diskriminantenort  besteht  demnach  aus  den  beiden  Ge- 
raden y «-  0  und  y » 2a,  doch  sind  die  von  den  Punkten 
beider  Geraden  ausgehenden  singulären  Linienelemente  von 
verschiedener  Art.  Denn  diejenigen,  deren  Punkte  auf  der 
Abszissenachse  y  »  0  liegen,  stehen  auf  dieser  Achse  senkrecht, 
während  diejenigen,  deren  Punkte  auf  der  Parallelen  y=»2a 
zur  Abszissenachse  liegen,  auch  die  Richtung   der  Parallelen 
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haben.  Deshalb  bilden  nur  die  Elemente  der  zweiten  Art  eine 
singulare  Integralkurre,  nämlich  die  Qerade  y  ~  2a,  die  Ein- 
hüllende aller  Zykloiden.  Die  AbsEiBSenochse  dagegen  ist  der 
OM  der  Spitaen  aller  Zykloiden.    Siehe  Fig.  20. 


Die  DifTerentialgleichongen  von  der  Form  y'  ■=  f(x,  y) 
haben,  vie  schon  bemerkt  wurde,  gar  keine  Bingo^re  Inte- 
gralkurre;  aber  auch  dann,  wenn  die  Int^ralknrren  einer 
Differentialgleichung  F{x,  y,  y")  "0  einen  Bereich  mehr&ch 
überdecken  (Tgl.  Nr.  708),  brancht  nicht  stets  eine  singnläre 
Integralkarve  Torhanden  zu  sein.  Vielmehr  kann  der  Diskri- 
minantenort  aus  lauter  singuUren  Punkten  bestehen.  Als  Be- 
leg diene  das 

ä.  Beispiel:    Die  Differentialgleichung 
F-iy'-Qx-^O 
gibt,  nach  ^  aufgelöst: 

Demnach  stellt 

y  -  ±  ifV^^dx  -±x  Y^+  C 
die  allgemeine  Lösung  dar.    Alle  lotegralkurren  gehen  aus  der 
Kurve  y  —  ±x  Yx  oder  y*  —  a:*  =»  0,  die  in  Nr.  184  untersucht 
nnd  daselbst  in  Fig.  33  wiedergegeben  wurde,  durch  Terschie- 
bung  längs  der  ^- Achse  um  willkflrlicb 
gewählte  Strecken  C  hervor,  siehe  Fig. 
21.    Wegen  3 F:  9i/  =  By  ist  der  Dis- 
kriminantenort  die  Gerade  x^O,  die 
alte  Spitzen  der  Kurven  enthält.     Die 
aingulären  Linienelemente,  die  von  den 
Punkten  der  Geraden  x  =  0  ausgehen, 
sind  zur  x-Ächae  parallel.    Es  gibt  dem- 
nach    keine     singulare    Integralkurve. 
Kg.  II.  Das  Gebiet  a;  >  0  wird    doppelt,    das 
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Gebiet   x  <0  gar  nicht   von   (reellen)   Integralkurven    über- 
deckt. % 

Schließlich  muß  noch  erwähnt  werden:  Eine  Integralkurve 
braucht  da^  wo  sie  den  Diskriminantenort  trifPt,  durchaus  nicht 
entweder  eine  singulare  Stelle  zu  haben  oder  yon  einer  singu- 
laren  Integralkurve  berührt  zu  werden.  Denn  wenn  der  Punkt 
X  =^  a,  y  ==b  auf  dem  Diskriminantenorte  liegt,  besagt  dies 
zwar,  daß  die  Gleichungen 

für  X  ^  a,  y  =^b  eine  gemeinsame  Auflösung  ^f  ^  c  haben, 
so  daß  das  Linienelement  (a,  hj  c)  singulär  ist;  aber  die 
Gleichung  F^O  kann  für  x  ^  a,  y  =«b  außer  f/  =  c  immer 
noch  eine  andere  Auflösung  y  haben,  für  die  d  F:dy'  nicht 
yerschwindet.  Alsdann  geht  durch  den  Punkt  (a,  V)  eine  re- 
guläre Integralkurve,  die  dort  den  Diskriminantenort  schneidet. 
Das  Beispiel,  das  die  nächste  Nummer  bringt^  dient  auch 
zur  Erläuterung  dieser  Erscheinung. 

712.  SingnUre  Integralkurven  als  Orenilagen  von 
regulären  Integralkunren.    Stellt 

(1)  y-q>{x,a) 

eine  Schar  von  regulären  Lösungen  der  Differentialgleichung 
jP  {Xy  Vfy')  ^0  so  lange  dar,  als  die  willkürliche  Eonstante  C 
auf  das  Innere  eines  Interyalles  a  <^C  <i  ß  beschränkt  wird, 
so  kann  der  Fall  eintreten,  daß  dieselbe  Fimktion  für  C  ^  a 
oder  C  =^  ß  eine  singulare  Lösung  wird.  In  einem  solchen 
Falle  zu  sagen,  daß  die  singulare  Lösung  zugleich  eine  Parti- 
kularlösung sei,  ist  irrig,  denn  die  Partikularlösungen  sind 
nach  den  Definitionen  in  Nr.  705  und  708  stets  regulär. 

Es  kann  sein,  daß  die  besprochene  für  (7  =>=<  a  oder  C  ^  ß 
etwa  Torhandene  singulare  Lösung  y  '^  q>(x,  a)  oder  y  ^  (p{x,  ß) 
überdies  eine  Einhüllende  der  Schar  (1)  Yorstellt.  Dann  ist  es 
ebenfalls  irrig  zu  sagen,  daß  die  Einhüllende  zur  Schar  der 
regulären  Integralkurven  (1),  d.  h.  zur  allgemeinen  Lösung  der 
Differentialgleichung  gehöre. 

Man  darf  nur  sagen,  daß  die  für  C  ==  a  oder  C  =»  /S  her- 
Torgehende  singulare  Lösung  aus  den  regulären  Lösungen  beim 
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Grenzübergange  lim  C  ^  a  oder  lim  C  ^  ß  entsteht,  also  eine 
Grenze  für  die  Schar  ist     Znr  Erlfetterung  diene  das 
Beispiel:  Liegt  die  Parabelschar 

(2)  y^Cix^C)^ 
YOty  80  ergibt  sich  dnrch  Differentiation: 

(3)  y'  =  2C{x-C), 

daher  durch  Elimination  von  C  ans  beiden  Gleichungen  die 
Differentialgleichung 

(4)  l^-y'»-4a:y/  +  8y»-0, 

die  aUe  Parabeln  der  Schar  (2)  zu  Integralkuryen  hat.  Aber 
nicht  alle  Parabeln  sind  regul&re  Integralkurven.  Um  dies  zu 
erkennen,  bestimmen  wir  den  Diskriminantenort.   Da 

ist,  muß  y'^  ^  ^  xy  \vL  (4)  eingesetzt  werden,  wodurch  zunächst 

herTorgeht.  Für  die  singularen  Linieneleraente  ist  deshalb 
entweder: 

(5)  y-0,  y'  =  0 
oder: 

y  -  i  ^y\      y'*  -  i  ^y- 

Die  beiden  letzten  Gleichungen,  in  denen  y'  4=  0  gewählt  wer- 
den muB,  weil  sie  sonst  auf  (5)  zurückkommen,  ergeben: 

(6)  y  =  >  x^,       y'  -  ^  x\ 

Sowohl  in  (5)  als  auch  in  (6)  ist  der  für  y  gefundene  Wert 
die  Ableitung  der  für  y  gefundenen  Funktion  von  x.  Dem- 
nach sind  die  Abszissenachse  y » 0  und  die  Kurve  dritter 
Ordnung  y  =>  -^^  x^  singulare  Integralkurven.  Beide  zusammen 
bilden  den  Diskriminantenort.  Nun  geht  die  Gleichung  y  ^  0 
auch  aus  (2)  im  Falle  0—0  hervor.  Demnach  sind  alle  Pa- 
rabeln (2),  abgesehen  von  der  Geraden  y  =  0,  reguläre  Inte- 
gralkurven. 

Die  Einhüllende  der  Parabelschar  (2)  geht  hervor,  wenn 
die  Gleichung  (2)  nach  C  differenziert  wird: 

(a;-(7)«~2C(a:-C)«0, 
71»] 
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worauf  die   hieraus    folgenden  Werte   C-~z  oder  C^\x  in 
(2)  eincnsetcea   sind   (nach  Nr.  210).     Dadurch    ergeben   Bicfa 
wieder  die  beiden  sin- 
ffulären  Int^p^kur- 
Tfln     y   =>   0      nnd 

»-■•,^- 

Die  Gleichung 
der  einen  Einhüllen- 
den y  =  0  der  regu- 
lären Integralkurven 
geht  ewar  auch  beim 
Grenzübergänge  lim 
C  =  0  aus  der  Ghi- 
chuTtg  dieser  Kmven 

hervor,  definiert  aber  "'•  '*^ 

dennoch  eine  ainguüh'e  IrUegralkurve.    Siehe  Fig.  32. 

Die   Differentialgleichung   (4)   ist   in    bezng   auf  g'   rom 
dritten  Grade  und  hat  für 

(7)        a:  >  0,    0  < y  <  A  a:»   und   x  <  0,    ^x*<g<<i 

drei  rerschiedene  reelle  Wurzeln  t/,  so  daß  also  die  beideu 
dnrch  (7)  bestimmteo  Gebiete,  die  in  Fig.  22  nicht  schrafBert 
sind,  dreifaek  von  Int^ralkurven  überdeckt  werden.  Das 
schraffiert«  Gebiet  gehört  zu  denjenigen  Wertepaaren  x,  y, 
für  die  sich  ans  (4)  nur  ein  reeller  Wert  und  zwei  konju- 
giert komplexe  Werte  TOn  y'  ergeben.  Dieser  Bereich  wird  von 
den  (reellen)  Parabeln  (2)  nur  einfach  Oberdeckt.  Die  Kurve 
y  — =  ,*  X*  ist  der  Ort  derjenigen  Funkte  {x,  y),  für  die  der 
Gleichung  (4)  eine  reelle  Doppelwurzel  y'  und  eine  davon  ver- 
schiedene einfache  Wurzel  y  zukommt,  womit  im  Einklänge 
steht,  daß  durch  jeden  solchen  Punkt  auSer  zwei  einander 
berührenden  Integralkurveu  noch  eine  dritte  geht  Diese  dritte 
Parabel  ist,  obwohl  sie  dort  den  Diskriminantenort  sehneidet, 
dennoch  ebenda  eine  reguläre  Integralkurye  (vgl.  die  letzte 
Bemerkung  in  der  vorigen  Nummer).  SchlieBlich  fallen  alle 
drei  Wurzeln  y  der  Gleichung  (4)  in  eine  reelle  Wurzel  zn- 
sammen,  falls  y  —  0  ist.  In  der  Tat  gehen  durch  jeden  Ponkt 
x  =  a,  jr  —  0  der  Abszissenachse  drei  Integralknrven,  die  ein- 
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ander  dort  berühren^  nämlich  außer  der  Geraden  y  =  0  selbst 
noch  eine  doppelt  zählende  Parabel  (2),  weil  (2)  fOr  ^  =  a, 
y  =  0  eine  Doppelwurzel  C  ^  a  hat  Daß  die  Parabel  doppelt 
zählt^  erkennt  man  auch  geometrisch,  wenn  man  zunächst  einen 
der  :r- Achse  benachbarten  Punkt  des  nicht-schraffierten  Gebietes 
ins  Auge  faßt  und  ihn  nach  der  o;- Achse  streben  läßt. 

§  2.  Integration  einiger  Klassen  Ton  gewohnlichen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung« 

713.  Vollständige  Differentiale,  insbeeondere  ge- 
trennte Yerftnderliolie.  Nachdem  wir  die  aUgemeinen 
Grundlagen  der  Theorie  der  gewöhnlichen  DijBferentialglei- 
chungen  entwickelt  haben,  besprechen  wir  einige  Verfahren^ 
mittels  derer  die  Integration  gewisser  Klassen  von  gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen  erster  Ordnung  auf  Quadraturen 
(ygL  Nr.  674)^  unter  Umständen  verbunden  mit  Eliminationen, 
zurückfQhrbar  ist.  Auf  die  Frage,  ob  die  Quadraturen  oder 
Eliminationen  wirklich  geleistet  werden  können,  gehen  wir 
dabei  nicht  ein  wie  überhaupt  auch  nicht  auf  die  Erörterung 
derjenigen  Voraussetzungen,  die  über  die  auftretenden  Funk- 
tionen zu  machen  sind.  Liegt  eine  bestimmte  Differentialglei- 
chung Yor,  auf  die  man  eine  der  zu  entwickelnden  Methoden 
anwenden  will,  so  muß  man  sich  über  diese  Voraussetzungen 
auf  Grund  der  Theorie  des  zweiten  Kapitels  Klarheit  verschaffen. 

Wenn  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung in  der  nach  'jf  au%elösten  Form 

y-fiPyV)    oder    %^f{x,y) 

vorliegt,  kann  sie  nach  Nr.  676  in  eine  totale  verwandelt 
werden,  indem  man  die  Funktion  f  (x^  y)  in  einen  Bruch  zer- 
legt und  alle  Nenner  entfernt.  Wir  ziehen  es  hier  vor,  den 
Bruch  nicht  wie  in  Nr.  676  mit  Y :  X,  sondern  mit  —  U :  V 
zu  bezeichnen: 

sodaß  die  totale  Differentialgleichung  die  Form  annimmt: 

(1)  U{x,y)dx+  V{x,y)dy^Q. 
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Der  einfachste  Fall  ist  nun  dieser: 

Die  liiüce  Seite  der  Gleichung  (1)  kann  ein  vollständiges 
Differential  sein.  Dazu  ist  nach  Satz  1^  Nr.  609,  erforderlich^ 
daß  die  beiden  Funktionen  U  und  V  der  Bedingung  genügen: 

^  '^  dy         dx 

Ist  sie  erfüllt^  so  kann   man   nach  jenem   Satze  durch  Qua- 
draturen eine  Funktion 


(3) 


o  -^fUix^y)  dx  +JV(a,y)  dy 


finden,  deren  vollständiges  Differential  d(o  mit  der  linken  Seite 
Yon  (1)  identisch  ist,  so  daß  dm  =^0  die  Differentialgleichung 
Torstellt.  Für  ihre  Losungen  muß  daher  o  konstant  sein.  Die 
Gleichung 

(4)  (D  (x,  y)  »  C, 

in  der  C  eine  willkürliche  Eonstante  bedeutet,  definiert  dem- 
nach implizite  alle  Lösungen  y  der  Differentialgleichung.  Oder 
auch:  Die  Funktion  mix^y)  ist  ein  Integral  der  Differential- 
gieiehung  (1),  deren  allgemeine  Integration  also  nur  die  Aus- 
f&lirang  der  Quadraturen  (3)  yerlangt.  Dabei  können  die  in 
(3)  auftretenden  Eonstanten  a  und  b  bestimmt  gewählt  werden. 
Insbesondere  liegt  der  besprochene  Fall  stets  vor,  wenn 
die  Veränderlichen  in  der  Differentialgleichung  (1)  getrennt  sind, 
d.  h.  wenn  die  Funktion  U  nur  Yon  x  und  die  Funktion  V  nur 
Ton  y  abhängt^  also  im  Falle: 

(5)  ü{x)dx+r{y)dy''0, 

da  «.ladftwTi  die  Bedingung  (2)  erfüUt  ist.  Hier  lautet  das 
Integral: 

(6)  fU{x)  dx  +fr{y)  dy  -  C. 

a  b 

Verlangt  man  insbesondere  diejenige  Lösung  y,  die  für  o;  «-  a 
den  Wert  b  annimmt,  so  braucht  man  in  (6)  nur  C »  0  zu 
setzen.  Wenn  also  für  C  der  Wert  Null  gesetzt,  aber  b  will- 
kürlich gelassen  wird,  definiert  (6)  immer  noch  die  allgemeine 
Lösung.     Alsdann  ist  b  die  Integrationskonstante. 
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Es  ist  öfters  möglich^  eine  Differentialgleichung,  in  der 
die  Veränderlichen  nicht  getrennt  sind,  durch  Multiplikation 
mit  einer  geeigneten  Funktion  auf  die  Form  (5)  zu  bringen. 

1,  Beispiel:  Die  Differentialgleichung 

(7)  (l_,jt^y'+(l_y«)_0 

läßt  sich  durch  Division  mit  1  —  a;*  und  1  —  y'  auf  jene  Form 

bringen: 

äx  dy  ^ 

1  -  o;»  "^  1  -  y«         • 
Nach  (6)  hat  sie  demnach  das  Integral: 

4.1„L.+  *  +  i^.l,il±y„C    oder   ilnf|  +  ii;  +  yi-C. 

Nach  Satz  3,  Nr.  707,  ist  folglich  auch 

ein  Integral.     Auflösung  nach  y  gibt  die  allgemeine  Lösung. 

Wenn  man  darin  die  willkürliche  Konstante  (c  +  1)  *  (^  ~  I) 

mit  k  bezeichnet,  nimmt  die  allgemeine  Lösung  die  bequemere 

Form  an: 

kx  —  1 

Ihre  Auflösung  nach  A;  muß  wieder  ein  Integral  geben: 

(9)  ^-i  -  *. 

Die  linke  Seite  von  (8)  ist,  wie  es  nach  Satz  3,  Nr.  707^  sein 
muß,  eine  Funktion  dieses  Integrals,  da  sie  sich  so  schreiben  läßt: 

^ti  +  i 
^  +  y c. 


xy+  1  _  j 

2,  Beispiel:  Bei  wdchen  Kurven  in  der  Ebene  ist  die 
Tangente,  gemessen  vom  Berührungspunkte  M  bis  mm  Schnitt- 
punkte T  mit  einer  festen  Geraden,  von  konstanter  Länge  a? 
Eine  solche  Kurve  beschreibt  ein  Endpunkt  M  eines  schweren 
Stabes  MT  auf  einer  wagerechten  Ebene,  falls  der  andere 
Endpunkt  T  die  feste  Gerade  durchläuft,  siehe  Fig.  23.  Deshalb 
heißen  die  gesuchten  Kurven  SchUppkurven  oder  Traktrieen  mit 
gerader  Leitlinie. 
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Wird  die  feste  Gerade,  die  Leitlinie,  als  Abszissenachse  ge- 
wählt^ so  zeigt  der  Id  Nr.  170  angegebene  Wert  Yon  MT^  daß 

l\  (1  +  y'*)  -  «» 

die  analytische  Bedingung   der   Aufgabe   ist.      Sie  steUt  eine 
gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung  Yor: 

(10)  (a»  _  y»)  y'«  -  y»  -  0, 

deren  Auflösung  nach  y  liefert: 

(11)  y'-^-/-.' 

wobei  die  Wurzel  positiv  oder  negativ  sein  kann.     Reell  kann 


Fig.  SS. 

eine  Integralkurve  hiernach  nur  im  Bereiche  |y|^a  sein; 
dies  leuchtet  auch  geometrisch  ein.    In  der  Form 

y        ^ 

sind  die  Yeranderlichen  getrennt.  Die  Ausführung  der  Qua- 
dratur gibt  mittels  der  Substitution  ^'  »  a'  ^  y^  und  mit 
Rücksicht  auf  Nr.  461  das  Integral: 

Weil  a  —  yä'  —  y*  nie  negativ  wird,  gilt  beim  Numerus  das 
obere  oder  untere  Vorzeichen,  je  nachdem  y  >  0  oder  <  0 
ist.  Wir  beschränken  uns  auf  das  Gebiet  y  >  0  oberhalb  der 
X-Achse.  Wird  rermöge  y  »  a  sin  t  eine  Hilfsveranderliche  r 
eingeführt,  so  ist  alsdann  r  auf  den  Bereich  0  ^  r.  ^  ^  zu 
beschranken,  und  es  geht  eine  Parameterdarstellung  der  Trak- 
trizen  in  der  Form 

(12)  a?  —  a  (cos  r  +  In  tg  ^-t)  —  C,   y  —  a  sin  r 
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hervor.   Insbesondere  stellt  die  Fig.  23  die  za  C  «»  0  gehörige 

Traktrix 

(13)  ic  —  a  (cos  r  +  In  tg  ^  t),     y  ==  a  sin  t 

dar;  alle  übrigen  gehen  aus  dieser  darch  Verschieben  längs 
der  o;- Achse  hervor.  Sie  überdecken  das  Gebiet  0  <  y  <  a 
doppdtj  was  damit  im  Einklänge  steht,  daß  die  Differential- 
gleichung (10)  in  diesem  Gebiete  zwei  verschiedene  reelle 
Wurzeln  y  hat  (vgl.  Nr.  708).  Die  Hilfsveranderliche  t  ist 
übrigens  wegen  ^  »  a  sin  r  der  Tangentenwinkel  der  Traktrix 
(vgl.  Nr.  ltJ9). 

Durchläuft  x  den  ersten  Quadranten,  so  wächst  x  von 
—  (X>  bis  0,  durchläuft  r  den  zweiten,  so  wächst  x  weiter  von 
0  bis  -|-  oo.  Die  Kurve  (13)  ist  zur  ^ Achse  symmetrisch  und 
hat  auf  ihr  eine  Spüze.  Dies  entspricht  dem  Satze  8,  Nr.  711, 
denn  den  Diskriminantenort  der  Differentialgleichung  (10)  ge- 
winnt man  durch  Elimination  von  yf  aus  (10)  und  aus  der 
Gleichung 

die  durch  Differentiation  von  (10)  nach  y  hervorgeht.  Für 
die  singulären  Linienlemente  ist  demnach  entweder  y  »  0 
oder  y  ^  a.  Im  Falle  y'  »  0  gibt  (10)  noch  y  ■-  0,  also  die 
Abszissenachse  als  Ort  singulärer  Linienelemente.  Die  Ab- 
szissenachse ist  daher  eine  singulare  Integralkurve.  Femer 
ergibt  sich  für  y^a  aus  (10)  oder  (11)  der  Wert  y' =  c», 
so  daß  auch  alle  diejenigen  Linienelemente  singuIär  sind,  deren 
Punkte  auf  der  Geraden  y  ^  a  liegen  und  deren  Richtungen 
zu  dieser  Geraden  senkrecht  sind.  Die  Gerade  y  »  a  ist  folg- 
lich keine  singulare  Integralkurve,  dagegen  ist  sie  der  Ort  der 
Spitzen  aller  Integralkurven.  Nach  Nr.  171  erkennt  man 
leicht,  daß  die  Abszissenachse  eine  Asymptote  ist. 

Nebenbei  sei  bemerkt,  daß  die  Evolute  der  Traktrix  (13) 
die  Kettenlinie  (vgl.  Nr.  225)  ist: 

y  =  i  a  (^=*  +  c-*="). 

3,  Beispiel:  Es  liege  die  Differentialgleichung  vor: 

(-|-+lny)d^-h(y +lna;)dy-0. 

Hier  sind  die  Veränderlichen   nicht  getrennt;  sie  lassen  sich 
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auch  nicht  durch  Maltiplikation  der  Gleichung  mit  einer  pas- 
send gewählten  Funktion  trennen.  Aber  die  linke  Seite  ist 
ein  YoUstandiges  Differential,  weil  die  Bedingung  (2)  erfüllt 
isL  Wird  in  der  allgemeinen  Integralformel  (3)  insbesondere 
a  =»  b  =»  1  gewählt,  was  geschehen  darf,  so  sind  die  Quadra- 
turen ausführbar.  Man  hat  nämlich  nach  Satz  1,  Nr.  609, 
nacheinander  zu  berechnen: 

/  (-|-  +  lny)rfa?-ylni»  +  a?hiy  — ky,       /  -^  — Iny^ 
1  1 

so  daB  das  Integral 

ylna;  +  a;lny— C 

hervorgeht,  das  sich  durch  das  Integral 

af  .y»=.  c 

ersetzen  läßt. 

714.  BinflUinmg  Ton  nenen  TeriUiderllohen.  Sehr 
oft  macht  man  von  dem  Umstände  Gebrauch,  dafi  eine  Yor- 
gel^te  Differentialgleichung  F(Xf  y  y')  » 0  durch  die  Ein- 
führung geeignet  gewählter  neuer  Veränderlicher  ]C  und  \)  an- 
stelle Yon  X  und  y  auf  eine  für  das  Integrationsgeschäft  be- 
quemere Form  gebracht  werden  kann.  Die  dabei  auszuführende 
Rechnung  wurde  schon  in  Nr.  94  besprochen,  weshalb  wir  uns 
hier  kurz  fassen. 

Wenn  x  und  y  als  voneinander  unabhängige  Funktionen 

(1)  x~-X{ic,t)),       y-r(j,9) 

der  neuen  Veränderlichen  ;  und  tf  gewählt  werden,  kommt: 

Dabei  bezeichnet  tf  den  Differentialquotienten  dX^ :  d%.  Mithin 
geht  die  Differentialgleichung  F{Xy  y,  y)  «=  0  vermöge  der  Ein- 
führung der  neuen  Veränderlichen  ;  und  t)  über  in: 

(3)  f(x(e,9),    r(|,  9),   i-+'x^')-^- 

8  TT 

Dies  aber  ist  eine  Gleichung  in  jr,  ^  und  \3fy  d.  h.  eine  gewöhn- 
liche Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  eine  unbekannte 
Funktion  ^  von  jr. 
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Wenn  man  die  Gleichung  (3),  die  unter  Umstanden  ein- 
facher als  die  ursprünglich  vorgelegte  Qleichung  F  (x^  y,  y)  ^  0 
sein  kann^  zu  integrieren  yermag  und  also  z.  B.  \f  ^  0  (je) 
eine  ihrer  Lösungen  ist,  braucht  man  hierin  nur  rückwärts 
wieder  die  alten  Veränderlichen  x  und  y  einzuführen,  um  zu 
einer  Gleichung  in  x  und  y  zu  gelangen,  die  y  implizite  als 
Lösung  der  vorgelegten  Differentialgleichung  F ^0  definiert 
Denn  man  kann  die  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  ]C 
und  t)  t^  die  Einführung  eines  neuen,  im  allgemeinen  krumm- 
linigen Koordinatensystems  in  der  Ebene  deuten,  so  daß  also  der 
Punkt  (x,  y)  genau  derselbe  wie  der  Punkt  ({,  tf)  ist,  sobald 
die  Gleichungen  (1)  bestehen.  Dann  aber  werden  die  Kurven 
der  Ebene,  insbesondere  die  Integralkurven  der  Differential- 
gleichung F(Xfy,y')=^Q  durch  die  Einführung  der  neuen 
Veränderlichen  ^  und  Q  nicht  geändert,  sie  bekommen  eben 
nur  eine  andere  analytische  DarsteUung. 

Bei  manchen  geometrischen  Aufgaben  wird  es  sich  z.  B. 
empfehlen,    statt    der    rechtwinkligen    Koordinaten    x  und   y 
PoUxrkoordinaten  a  und  q  einzufahren  (wie  in  Nr.  94).     Als- 
dann ist  statt  (1)  imd  (2)  zu  setzen: 
/  j  \  .  ,       p'  sin  m  A-  Q  cos  m 

(4)  X  =^  Q  cos  CD,    v  =  p  sin  CD,    y  «=  —, ^-    .    -  , 

wobei  q'  den  Differentialquotienten  dg:  da  bezeichnet. 

Beispiel:  Welche  Kurven  in  der  Ebene  schneiden  alle 
Badienvektoren  unter  einem  konstanten  Winkel  gi?  Da  der  Ra- 
diusvektor des  Punktes  (x,  y)  mit  der  positiven  a!;-Achse  einen 
Winkel  bildet,  dessen  Tangens  den  Wert  y :  x  hat,  während  y 
den  Tangens  des  Winkels  bedeutet,  den  die  Kurventangente 
mit  der  positiven  :r- Achse  bildet,  ist  zu  fordern: 

(5)  ^  =  tgf*. 

X 

Diese  Differentialgleichung  wird  durch  die  Einführung  der 
Polarkoordinaten  bedeutend  vereinfacht,  denn  dann  geht  sie 
nach  (4)  über  in: 


|r-«tg/t    oder    y  =  ctg/t, 
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was  nach  (4)  in  Nr.  206  yoranszusehen  war.  In  der  neuen 
Form  der  Differentialgleichung,  die  auch  so  geschrieben  werden 
kann: 

—  =»  ctg  II .  da  f 

sind  die  Veränderlichen  q  und  to  getrennt.     Also  ergibt  sich 

durch  Quadratur 

lag  ^  m ctg fi  +  konst. 
oder 

Die  gesuchten  Kurven  sind  demnach  logarithmische  Sptralen, 
was  nach  Nr.  247  vorauszusehen  war.  Auch  das  Quadrat  von  C 

gibt  ein  Integral.  Werden  wieder  x  und  y  eingeführt,  so  folgt, 
daß 

em  Integral  der  vorgelegten  Differentialgleichung  (5)  ist.  — 
Oben  wurde  die  allgemeinste  Art  der  Einführung  neuer 
Veränderlicher  i  nnd  \)  statt  x  und  y  besprochen.  Sehr  oft 
ist  es  zweckmäßig,  nur  stau  y  eine  neue  Funktion  einmfiihren 
und  die  unabhängige  Veränderliche  x  beiaubehaÜen.  In  einem 
solchen  Falle  sei  die  neue  Funktion  0  genannt.  Sie  soll  ver- 
möge einer  Annahme 
(6)  y-Tix^e) 

eingeführt  werden,  wobei  y  nicht  nur  von  x  abhängen  darf, 
also  Yg=^0  sein  muß.  Alsdann  wird  mit  y  auch  z  eine 
Fmiktion  von  x,  so  daß  vollständige  Differentiation  nach  x 
liefert: 

y   =-Y:c  +  TmIS', 

demnach  die  Differentialgleichung  F{Xfy,y')=^0  übergeht  in: 

(7)  Fix,Tix,0),  r.+  ry)  =  o, 

nämlich  in  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung für  die  Funktion  0  von  x. 

Ein  anderer  spezieller  Fall  ist  der,  durch  den  ein  Wechsel 
ewisGhen  den  BoUen  herbeigeführt  wird^  die  x  und  y  spielen. 
Wird  nämlich 
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(8)  x^%    y^ic 

gesetzt;  so  kommt: 

1/'  =  ^  =  ^  =  JL 
^       dx      dt^       ^'    ' 

wenn  tf'  die  Ableitung  von  t)  nach  £  bedeutet^  so  daß  die 
Dififerentialgleichnng  F(x,  ff,y')  =  0  übergeht  in: 

(9)  F(t),  E,  i)  =  0. 

Nach  (8)  bedeutet  dies  diejenige  Differentialgleichung,  in  die 
sich  die  vorgelegte  verwandelt^  wenn  nicht  x,  sondern  y  als 
die  unabhängige  Veränderliche  und  dementsprechend  nicht  y, 
sondern  o?  als  die  gesuchte  Funktion  aufgefaßt  wird. 

Die  Einführung  neuer  Yerilnderlicher  lag  auch  der  Sub- 
stitutionsmethode bei  der  Berechnung  von  Quadraturen  (vgl. 
Nr.  417)  zu  gründe.  Im  zweiten  Bande  kamen  öfters  Qua- 
draturen vor,  die  erst  nach  und  nach^  d.  h.  nach  AusfOhrong 
einer  Anzahl  von  einzelnen  Substitutionen,  auf  eine  berechen- 
bare Form  gebracht  wurden.  Entsprechendes  gilt  auch  hier:  Da 
man  bei  einer  vorgelegten  Differentialgleichung  F{x,  y,y^  '^  0 
von  vornherein  nicht  weiß,  welche  Substitutionen  neuer  Ver- 
änderlicher zweckmäßig  sind,  wird  man  schrittweise  vorgehen 
und  bei  jedem  einzelnen  Schritte  nur  möglichst  einfach  ge- 
baute Substitutionen  anwenden.  Alsdann  kann  man  sich  nach 
jedem  einzelnen  Schritte  überlegen,  ob  ein  Fortschritt  erzielt 
wurde  oder  nicht. 

In  den  folgenden  Nummern  werden  wiederholt  Verhältnis* 
mäßig  einfache  Substitutionen  neuer  Veränderlicher  angewandt 
werden. 

716.  Homogene  Differentialgleiohungen.  Eine  Diffe- 
rentialgleichung y  =»/"  (j:,  y)  heißt  homogen,  wenn  f{x,y)  eine 
homogene  Funktion  nullten  Grades  von  x  und  y,  d.  h.  nach 
Nr.  91  eine  Funktion  von  y  :  x  allein  ist: 

Hier  empfiehlt  es  sich,  y :  x  eis  neue  unbekannte  Funktion 
jg  einzuführen,  also 

(2)  y  -=-  X0,      i/  ^  z  +  xz' 

zu  setzen,  wodurch  (1)  übergeht  in: 
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B  -\-  xz'  ^  f(g)      oder      x/  «» f{si)  —  0. 

Denn  wenn  man  0'  wieder  mit  de :  dx  bezeichnet,  sieht  man, 
dafi  die  Veränderlichen  x  und  g  in  der  nenen  Differential- 
gleichung in  der  Form: 

dx  dz  ^ 

-^  +  z—f{z)  "  ^ 

getrennt  sind  (vgl.  Nr.  713).  Durch  Quadratur  ergibt  sich  so- 
mit das  Integral: 

(3)  ta  «  +/r^,  ■ 


c. 


Ist  die  Quadratur  erledigt  worden,  so  führt  man  nachtraglich 
wieder  B^y.x  ein.  Dann  geht  ein  Integral  der  vorgelegten 
homogenen  Differentialgleichung  (1)  hervor. 

Eine  nicht  schon  nach  y  aufgelöste  Differentialgleichung 
F{Xy  y^  y)  ^0  heißt  homogen,  sobald  sie  eine  Auflösung  von 
der  Form'  (1)  zuläßt.  Dies  ist  der  Fall,  wenn  F  hinsichtlich 
X  und  y  eine  homogene  Funktion  von  irgend  einem  Grade  m 
ist  Denn  dann  läßt  sich  die  Gleichung  nach  Nr.  91  in  der 
Form 

schreiben,  und  der  Faktor  af^  kann  gestrichen  werden. 

Beispiel:  Bei  todchen  Kurven  in  der  Ebene  ist  jeder 
KurvenpunJU  gerade  so  weit  wie  der  Schnittpunkt  seiner  Tangente 
mit  der  y-Achse  vom  Anfangspunkte  entfernt?  Weil  y  —  xy  die 
Ordinate  des  Schnittpunktes  der  Tangente  des  Kurvenpunktes 
{Xj  y)  mit  der  y- Achse  ist,  besteht  die  Forderung  in  der 
Differentialgleichung 

(4)  (y_a;y')._(^.  +  y»)=.0, 

deren  linke  Seite  vom  zweiten  Grade  homogen  in  x  imd  y  ist. 
Die  Substitution  (2)  gibt  die  Gleichung 

dx  dz      ^ 

worin  die  Wurzel  positiv  oder  negativ  sein  kann.  Da  jetzt 
die  Veränderlichen  getrennt  sind,  geht  durch  Quadratur  (mit 
Rflcksicht  auf  Nr.  461)  das  Integral 

hl  a;  -  In  [±  (^  +  yT+T*)]  =-  konst 
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hervor.    Man  sieht  aber^  daß  hieraus^  wie  auch  das  Vorzeichen 
des  zweiten  Numerus  gewählt  sein  mag^  stets 

C 


folgty  WO  C  eine  Konstante  bedeutet.  Wird  die  Wurzel  durch 
geeignetes  Quadrieren  entfernt  und  wieder  0  ^y  :x  sustituiert^ 
so  nimmt  die  allgemeine  Lösung  die  Gestalt  an: 

y^  2 G  ^ 

so  daß  sich  diejenigen  Parabdn  ergeben,  die  den  Anfangspunkt 
zum  Brennpunkte  und  die  y- Achse  zur  Achse  haben.  Die  Ab- 
leitung der  linken  Seite  von  (4)  nach  y  ist  gleich  Null  f&r 
X  ^0  und  für  y  «  xy.  Daraus  folgt  nach  Nr.  709:  Die  sin- 
gularen  Linienelemente  sind  alle  diejenigen^  deren  Punkte  auf 
der  2^- Achse  liegen.  Mithin  ist  die  y-Achse  die  einzige  singulare 
Litegralkurv^e.  Aber  auch  jeder  einzelne  Punkt  der  y-Achse 
kanU;  da  aUe  von  ihm  ausgehenden  Linienelemente  singnlar 
sindy  als  eine  Losung  der  Aufgabe  bezeichnet  werden^  wenn 
man  ihn  als  Ausartung  einer  Kurve  betrachtet  (vgl.  das  Bei- 
spiel in  Nr.  694).  Alle  Geraden  durch  den  Punkt  hat  man 
nämlich  dann  als  die  Tangenten  aufzu&ssen,  und  sie  erfüllen 
die  in  der  Aufgabe  gestellte  Bedingung,  weil  für  sie  der  Be- 
rührungspunkt  und  der  Schnittpunkt  mit  der  y- Achse  zusam- 
menfallen. 

716.  Lineare  Dlfferentialfflelchangen.  Eine  gewöhn- 
liche Differentialgleichung  erster  Ordnung  heißt  linear,  wenn 
sie  die  Ableitung  y'  der  gesuchten  Funktion  y  als  eine  ganze 
lineare  Funktion  von  y  definiert,  deren  Koeffizienten  noch  von 
X  abhängen  können: 

(1)  y' -/«(%  + /;(«)• 

Zwischen  ihr  und  einer  anderen  Differentialgleichung  besteht, 
wie  wir  nachher  sehen  werden,  eine  wichtige  Beziehung. 
Wenn  man  nämlich  das  Glied  fi(x)  streicht,  geht  die  soge- 
nannte ssfAgeliärige  verkürzte  lineare  Differentialgleichung  hervor: 

(2)  ^  y'-U  («)  y- 

Natürlich  sind  ihre  Lösungen  y  andere  als  die  der  Gleichung  (1). 
Zunächst  wollen  wir  die  verkürzte  Gleichung  (2)  betrachten. 
715,  716] 


§  2.  Integzation  einiger  Klaasen  t.  gewöhnl.  Differeutialgleichangen     145 
Sie  ist  in  der  Form 

weil  die  Yeranderlichen  hier  getrennt  sind,  darch  Quadratur 
integrierbar: 

X 

(ß)  Iny  ^  j  f^  (x)  dx  +  konst. 

a 

Wenn  die  Quadratur  auf  der  rechten  Seite  von  einer  bestimmt 
gewählten  unteren  Grenze  a  au  ausgef&hrt  wird,  ergibt  sich 
eine  Partikularlösung  von  (2),  die  u  heißen  möge: 

(4)  tt-e' 

Mittels  u  wird  die  allgemeine  Losung  y  von  (2)  nach  (3)  so 
dargestellt: 

fMx)dx 

Die  allgemeine  Losung  der  yerkürzten  linearen  Differential- 
gleichung (2)  ist  mithin  gleich  irgend  einer  ihrer  Partikular- 
lösnngen,  multipliziert  mit  einer  willkürlichen  Eonstante  C. 

Dies  ist  eine  Eigenschaft,  die  nur  den  verkürzten  linearen 
Differentialgleichungen  zukommt.  SoU  nämlich  eine  gewöhn- 
liche Differentialgleichung  erster  Ordnung  y'  *»  f{x,  y)  eine 
allgemeine  Lösung  von  der  Form  y  »  Cu(x)  haben,  wo  C  die 
Int^rationskonstante  bedeutet,  die  in  u(x)  nicht  auftritt,  so 
geht  die  Differentialgleichung   durch   Elimination  von   G  aus 

y  =  Cu(x)      und      y  =  Cu(x) 

hervor  in  der  Form: 

y'  ^u'jx) 

Wird  nun  u  (x)  :  u  (x)  mit  f^  (x)  bezeichnet,  so  ergibt  sich 
y  =^  f^  (x)  y  wie  in  (2).     Demnach  gilt  der 

Sat»  9:  Eine  gewohnliche  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung ist  dann  und  nur  dann  eine  verkünde  lineare,  wenn  ihre 
allgemeine  Lösung  aus  einer  Partikularlösung  durch  MuUipli- 
koHan  mit  einer  willkürlichen  Konstante  hervorgettt, 
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Wir  wenden  uns  nun  zur  allgemeinen  linearen  Differential- 
gleichung (1).  Wir  behaupten,  daß  sie  integriert  werden  kann, 
sobald  man  eine  Partikularlösung  u(x)  der  zugehörigen  ver- 
kürzten linearen  Differentialgleichung  (2)  kennt.  Wenn  näm- 
lich eine  Funktion  u(x)  bekannt  ist,  die  der  Bedingung 

(5)  u'(x)-f,ix)u{x) 

für  die  Partikularlösungen  y  ^u  der  verkürzten  Gleichung 
genügt,  werde  in  (1)  eine  neue  unbekannte  Funktion  sf  vermöge 
der  Substitution 

(6)  y^u{x)js,       y'  ^u(x)0  +  u(x)/ 
eingeführt,  wodurch  sie  übergeht  in: 

u  (x)0  +  u (x) 0  =  /o(a;) u(x)js  +  fi{x). 

Diese  Gleichung  aber  wird  wegen  (5)  frei  von  den  Gliedern, 
die  mit  z  hehaftet  sind,  so  daß  bleibt: 

ß   =  — r-r  • 

Eine  Quadratur  gibt  demnach: 


Cmdx  +  c, 


b 

wobei  die  untere  Grenze  b  hesiimmt  gewählt  werden  darf,  also 
nach  Multiplikation  mit  u{x)  wegen  (6): 


P)  y  -  «  (*) 


jm "' + « 


Dies  also  ist  die  allgemeine  Lösui^  der  Differentialgleichung  (1). 
Da  u  {x)  die  Form  (4)  hat,  kann  die  allgemeine  Lösung  von  (1) 
auch  so  geschrieben  werden: 

X  t  X 

ffo{x)dx\       X  '-f/o{')dx 

(8)  y  =  e"  //i(^)^"  dx  +  C 

Es  ist  einerlei,  ob  die  Grenze  b  bestimmt  und  C  willkürlich 
gelassen,  oder  ob  b  willkürlich  gelassen  und  C  etwa  gleich 
Null  gesetzt  wird.  Deshalb  läßt  sich  die  allgemeine  Lösung 
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von  (1)  auch  schreiben: 

fMx)dx        X  ^fMx)dx 

(9)  y^e^  •//;(«)  ö"  dx. 

Eier  ist  a  eine  zwar  hdiehig^  aber  bestimmt  wählbare 
Grense,  dagegen  e  die  wiUkürlich  bleibende  Integrationskonstante. 

Für  die  prfLktische  Anwendung  ist  es  vorteilhafter,  sich  statt 
der  umständlichen  Endformel  nur  das  Verfahren  eur  Integration 
der  allgemeinen  linearen  Differentialgleichung  eu  merken.  Es 
besteht,  kurz  zusammengefaßt,  in  folgendem: 

Es  tüird  y  =  ug  substituiert  und  dadurch  e  als  neue  unbe- 
kannte Funktion  eingeführt,  während  die  passende  Wahl  der 
Funktion  u  von  x  vorbehalten  bleibt.    Dann  geht  (1)  über  in: 

(10)  u'b  +  usf^  fo(x)u0  +  f,(x). 

Man  wähit  nun  u  so,  daß  sich  die  mit  0  behafteten  Glieder  fort- 
heben, d.  h.  man  unterwirft  u  der  Bedingung 

w  =/"o(^)w, 
ans  der  sofort 


dlnu 


=  /"o  {x) ,       also       tt  =  c 


fMx)dx 


a 


dx 

folgt,  wobei  a  bestimmt  gewählt  werden  dai-f.   Nunmehr  ist  von 

(10)  übriggeblieben: 

«/=./;(:.),       d.h.      ^'^, 

woraus  sich  0  durch  Quadratur  mit  unllkürlich  gelassener  unterer 
Orenze  ergibt  Multiplikation  von  0  mit  u  liefert  schließlich 
die  gesuchte  allgemeine  Lösung  y  der  vorgelegten  linearen 
Differentialgleichung  (1). 

Da  die  Differentialgleichung 

(11)  F,{x)  +  F,{x)y  +  F,ix)y'^0 

durch  Division  mit  F^(x)  auf  die  Form  (1)  gebracht  werden 
kann^  gehört  sie  zu  den  linearen  und  ist  ebenso  zu  behandeln. 
Beispiel:  Die  lineare  Differentialgleichung 

(l+x')y'^xy=^l 

geht  vermöge  der  Substitution  y  =  U0  über  in: 
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(1  +  a?)  {u'g  +  üb')  —  xu0^l. 
Nullsetzen  des  Koeffizienten  yon  g  gibt: 

(l+x^)u'^xu^O      oder     ^-^j-^,. 


Also  darf  Inu  gleich  In  y  1  +  oc^,  d.  h.  u  «  y'l  +  x^   gewählt 
werden.    Nunmehr  ist  noch  zu  integrieren: 

(1  +  x^)  uz  ==  1       oder      jbt'  =  -^j- . 

Hieraus  folgt: 

Vl  +  x* 


Multiplikation  mit  u  »-  yi  -{-  ^*  gibt  die  gesuchte  allgemeine 
Lösung: 

y^x  +  c  yi  +  x^. 

Die  Form  (8)  der  allgemeinen  Lösung  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichung (1)  zeigt,  daß  die  Lösung  eine  ganze  lineare 
Funktion  der  Litegrationskonstante  C  ist.  Dies  ist  eine  für  die 
linearen  Differentialgleichungen  charakteristische  Eigenschaft. 
Denn  wenn  die  Differentialgleichung  y'  ^  f{x,  y)  eine  all- 
gemeine Lösung  Ton  der  Form 

(12)  y--C(p{x)  +  i;{x) 

mit  der  Litegrationskonstante  C  hat,  geht  die  Differentialglei- 
chung selbst  durch  Elimination  von  C  aus  dieser  Gleichung 
und  der  Gleichung 

y'^Gg>'(x)  +  t'(x) 
in  der  Form 

y-^(a:)     (p(x) 

y-^'{x)    tp'{x) 

hervor.  Sie  ordnet  sich  in  der  Tat  der  allgemeinen  Form  (11) 
unter.     Somit  gilt  der 

Satz  10:  Eine  geuöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung ist  dann  und  tiur  dann  linear,  wenn  ihre  allgemeine  Lösung 
als  eine  Funktion  dargestdU  werden  kann,  die  hinsichäich  der 
Integrationskanstante  ganz  und  linear  ist 

Es  muß  hierbei  beachtet  werden,  daß  es  leicht  ist,  die  all- 
gemeine Lösung  auf  eine  Form  zu  bringen,  in  der  sie  nicht 
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mehr  eine  ganze  lineare  Funktion  der  Integrationskonstante 
Torstellt.  Denn  in  (12)  läßt  sich  ja  eine  neae  Integrations- 
konstante c  Termöge  einer  Substitution  C  ^  iff{c)  einführen 
(ygL  Nr.  707). 

717.  Differentialgleiohiingen,  die  anf  lineare  lu- 
rftokgefiUirt  werden  können.  Hierher  gehören  zunächst 
die  BemouUischen  Differentialgleichungen,  nämlich  die  Yon  der 
Form: 

(1)  y'-/"o(«)y  +  /i(«)y", 

worin  n  eine  Eonstante  bedeutet^  die  yon  Null  und  Eins  yer- 
schieden  angenommen  werden  kann,  denn  im  Falle  n  »  0  wäre 
die  Oleichung  eine  lineare  und  im  Falle  n  =»  1  eine  verkürzte 
lineare.  Wird  eine  neue  unbekannte  Funktion  0  mittels  der 
Substitution 

(2)  y^0   -^,     y' -A_5--"^/ 

eingef&hrt,  so  geht  eine  lineare  Di£ferentialgleichung  für  e 
heryor: 

0'  --{l  -n)  f,(x)0  +  (1  -n)f,ix). 

Femer  gehören  hierher  die  veraügemeinerten  homogenen 
Differentialgleichungen,  nämlich  diejenigen  yon  der  Form 

(3)         9>i^y y){^y  - y)  +  z(^» y) y  +  t{x, y) - o, 

deren  linke  Seiten  also  ganze  lineare  Funktionen  yon  xy  —  y 
und  y  sind;  während  die  Koeffizienten  ipy  %,  ^  solche  Funk- 
tionen yon  X  und  y  sein  sollen^  deren  Verhälinisse  homogene 
Funktionen  von  gleichem  Grade  sind.  Zunächst  gibt  die  Diyi- 
sion  mit  q>(x,  y)  eine  Differentialgleichung  yon  der  Form: 

xy  -y  +  u{x,  y)y  +v{x,  y)  «  0, 

worin  u  und  v  homogene  Funktionen  gleichen  Grades  bedeuten, 
etwa  yom  Grade  m.    Wie  in  Nr.  715  machen  wir  die  Sub- 
stitution: 
(4)  y^xz,     y^'g  +  XB'. 

Dabei  gehen  u  und  t;  nach  (1)  in  Nr.  91  über  in  Funktionen 
yon  der  Form  af^  0(0)  und  x^  ^(ßf),  so  daß  kommt: 

/  +  af^-^9(0)  {0  +  X0^  +  sf^'^  V{0)  =  0. 
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Nun  werde  ein  Wechsel  in  der  Bedeutung  von  x  und  g  ein- 
geführt, d.  h.  von  jetzt  an  soll  0  als  die  unabhängige  Veränder- 
liche und  X  als  die  unbekannte  Funktion  von  z  betrachtet  wer- 
den, vgl.  (8)  und  (9)  in  Nr.  714  Zu  diesem  Zwecke  wird  / 
durch  djsidx  ersetzt  und  die  Gleichung  nach  dx'.de  aufgelöst: 

\y)  dg         z^  +  ^^     z^+w^ 

Da  $  und  W  nur  die  unabhängige  Veränderliche  z  enthalten, 
liegt  jetzt  für  die  unbekannte  Funktion  x  von  b  eine  Bemoul- 
lische  Differentialgleichung  vor,  deren  Integration  oben  be- 
sprochen wurde. 

Hat  man  x  als  Funktion  von  z  und  von  einer  Integra- 
tionskonstante G  gefunden,  so  gibt  nach  (4)  die  Substitution 
von  0  ^y  :x  eine  Gleichung  zwischen  Xy  y  und  C,  deren  Auf- 
lösung nach  y  die  allgemeine  Lösung  der  vorgelegten  Differen- 
tialgleichung (3)  liefert.  Nur  im  Falle,  Yfo  0^  +  W  gleich 
NuU  ist,  versagt  dies  Verfahren.  Man  erkennt  leicht,  daß  die 
vorgelegte  Differentialgleichung  (3)  alsdann  auf  die  einfache 
Form  xy  —  y  =  0  zurückkommt,  deren  allgemeine  Lösung 
y  ^  Cx  ist. 

718.  Allgemeiiie  BiooatiBOlie  Bllferentialgleloliim- 
gen.  Um  die  Sätze  9  und  10  von  Nr.  716  zu  verallgemeinem, 
suchen  wir  die  Form  derjenigen  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen, die  eine  allgemeine  Lösung  von  der  Gestalt  haben: 


(1)  y- 


0(Pi  (x)  +  %  (x) 


Gq>t  {X)  +  1^,  {X)  ^ 

d.  h.  eine  allgemeine  Lösung,  die  hinsichtlich  der  Integrations- 
konstante C  eine  gebrochene  lineare  Funktion  ist.  Ein  spezieller 
und  schon  durch  Satz  10  von  Nr.  716  erledigter  Fall  liegt  vor, 
wenn  diese  Funktion  ganz  ist 

Statt  (1)  kann  man  schreiben: 

(yvs  —  Vi)  c^  +  y^j  —  ^1  =  0, 

und  hieraus  geht  durch  vollständige  Differentiation  nach  x 
hervor; 

(y>2  +  yv%  —9>i')G  +  yt%  +  y*/  -  ti  =  o. 

Elimination  von  C  aus   den  beiden  letzten  Gleichungen  gibt 
diejenige  Differentialgleichung 
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=  0, 


yVs  +  yVi  -  9i       yt%  +  y^t  -  */ 

deren  allgemeine  Lösang  darch  (1)  dargestellt  wird.  Multipli- 
ziert man  die  Determinante  aas,  so  lieben  sich  die  Glieder 
mit  y/  forty  nnd  es  ergibt  sich  eine  Differentialgleichung,  die 
sich  der  folgenden  Form  unterordnet: 

(2)  y'-/öWy'  +  2/i(a:)y  +  /i(^). 

Jede  Differentialgleichung  von  dieser  ForA  heißt  eine  Riccatische. 

Wir  wollen  umgekehrt  nachweisen,  daß  ihre  allgemeine 
Losung  stets,  wie  auch  die  Funktionen  f^  {x\  f^  {x)y  f^  {x)  ge- 
wählt seiu  mögen,  auf  die  Form  (1)  gebracht  werden  kann. 
Mit  diesem  Nachweise  verbinden  wir  zugleich  das  Verfahren, 
mittels  dessen  die  Riccatische  Gleichung  (2)  integriert  werden 
kann,  voraasgesetßt,  daß  irgend  eine  ihrer  ParHkularlöstmgen 
S€^on  bekannt  ist. 

Es  sei  nämlich  u(x)  eine  schon  bekannte  Funktion  von 
X,  die  der  Riccatischen  Differentialgleichung  (2)  genügt,  d.  h. 
es  eei: 

(3)  «'  =.  f,  (x) «»  +  2/;  (x)  «  +  ^  («) . 

Wird  nun  in  (2)  vermöge  y  —  m  =■  ier  oder 

(4)  y^u  +  g,        y  =  w'  +  / 

eine  neue  unbekannte  Funktion  e  eingeführt,  so  kommt: 

u+z^  f^(x)  (u^  +  2u0  +  z^  +  2  f,{x)  iu  +  z)  +  U{x). 
Da  u   den  Wert  (3)  hat^  verbleibt  hiervon  nur: 

(5)  z'  =  Uixy  +  2[f,{x)u{x)  +  A(^)]  ^ . 

Dies  ist  wieder  eine  Riccatische  Differentialgleichung  für  z,  aber 
von  spezieller  Form:  Es  fehlt  rechts  das  von  z  freie  Glied. 
Außerdem  ist  dies  aber  auch  eine  BemouUische  Differential- 
gleichung, vgl.  (1)  in  Nr.  717,  worin  jetzt  n  =  2  angenommen 
werden  muß.  Entsprechend  der  dort  unter  (2)  gemachten 
Substitution  führen  wir  demnach  eine  neue  unbekannte  Funk- 
tion Z  statt  z  vermöge 

(6)  z^Z-\        z'^^Z'^Z 
ein,  wodurch  (5)  übergeht  in: 

(7)  Z /-oC«)  -  2[/;(a:)u(a;)  +  fM\Z. 
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Hier  liegt  nun  eine  lineare  Differentialgleichung  f&r  Z  ror,  die 
wir  nach  Nr.  716  zu  integrieren  yermögen. 

Nach  Satz  10  in  Nr.  716  läßt  sich  die  allgemeine  Losung 
der  Gleichung  (7)  auf  die  Form  einer  Funktion  hringen,  die 
hinsichtlich  der  Integrationskonstante  C  ganz  und  linear  ist. 
Wenn  also  etwa 

Z«  Cip(x)  +  Jl;(x) 

die  allgemeine  Lösung  ron  (7)  Torstellt,  folgt,  da  nach  (4)  und  (6) 

(8)  y-«  +  J 

ist,  daß  die  allgemeine  Lösung  der  Biccatischen  Gleichung  (2) 
die  Form  erhält: 

oder: 

y  Cg>(x)  +  i>{x) 

Dies  aber  ist  wirklich  eine  gebrochene  lineare  Funktion  ron  C. 

Mit  Rücksicht  auf  Satz  10  von  Nr.  716  läßt  sich  somit 
der  Satz  aussprechen: 

Satz  11:  Die  allgemeine  Lösung  einer  gewohnlidien  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  kann  dann  und  nur  dann  auf 
die  Form  einer  Funktion  gd)racht  werden,  die  hinsicktlich  der 
Integrationskonstante  C  linear,  also  von  der  Form 

^  Cyi(g)+^i(a?) 

ist,  wenn  die  Differentialgleichung  eine  Riccatische  ist,  d,  h.  die 
Form  hat: 

Die  in  Bede  stehende  lineare  Funktion  ist  insbesondere  dann 
und  nur  dann  eine  ganze  lineare  Funktion  von  C,  wenn  die 
Differentialgleichung  linear  ist,  d.  h.  wenn  /J)(a;)  verschwindet. 

Zugleich  haben  wir  erkannt,  daß  und  wie  die  Riccatische 
Differentialgleichung  integriert  werden  kann,  sobald  eine  Parti- 
kularlösung  von  ihr  bekannt  ist 

Beispiel:  Die  Differentialgleichung 
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in  der  P  und  Q  Funktionen  Ton  x  sein  sollen  und  k  eine 
Konstante  bedeute^  ist  eine  Riccatische.  Man  sieht  sofort,  daß 
die  Konstante  y  ^h  selbst  eine  Lösung  ist^  denn  für  sie  ist 
y  » 0.  Folglich  läßt  sich  die  vorliegende  Gleichung  allge- 
mein integrieren.  In  der  Substitutionsformel  (8)  ist  u  »  Jb  zu 
setzen,  d.  h.  wir  führen  die  neue  unbekannte  Funktion  Z  yermöge 

ein  und  erhalten  f&r  Z  die  lineare  Differentialgleichung 

Z'^--{Pk  +  Q)Z^P, 

deren  allgemeine  Losung  nach  (1)  und  (9)  in  Nr.  716  sofort 
mittels  Quadraturen  gefunden  wird.  Man  findet  aus  ihr 
BchlieBlich  als  allgemeine  Lösung  der  vorgel^ten  Differential- 
gleichung: 

m 
f{Pk^Q)dx 

y  -  * ^ . 

jFt^  dx 

e 

Hier  ist  a  bestimmt  wählbar  und  c  die  willkürliche  Inte- 
grationskonstante. 

719.  Die  speslelle  SiooatiBClie  DUFerentialglel- 
ehnnff.  Darunter  versteht  man  die  von  Biccati  selbst  unter- 
sachte Differentialgleichung 

(1)  y'  +  ay^-^hsr, 

in  der  a,  h  und  m  Konstanten  bedeuten.  Man  bemerkt,  daß 
sich  diese  Gleichung  der  allgemeinen  Form  (2)  in  voriger 
Nummer  unterordnet,  indem  hier  /i  =»  —  a,  /i  =  0  und  /i  —  6af" 
ist.  Da  aber  keine  Partikularlösung  der  Gleichung  (1)  bekannt 
ist^  kann  das  in  der  letzten  Nummer  entwickelte  Integrations- 
verfahren nicht  benutzt  werden. 

Im  Falle  a  »  0  ist  die  Integration  allerdings  augenschein- 
lich sofort  zu  leisten.  Ebenso,  wenn  a  4"  0  und  m  =  0  ist, 
denn  in  diesem  Falle  liegt  die  Gleichung 

(2)  y'  +  oy»  =  & 

Tor,  in  der  sich  die  Veränderlichen  in  der  Form: 
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y  — 


+  adx  —  0 


trennen  lassen.    Ist  &:a>0^  etwa  h  ^  aT^y  so  kommt 


/< 


/       lÄ/— i^Ä  +  aa;  =  konst. 


oder,  wenn  die  Quadratur  ausgeführt,  die  Integrationskonstante 
mit  aC  bezeichnet  und  die  Gleichung  nach  y  aufgelöst  wird: 

Ist  dagegen  & :  a  <  0,  etwa  &  =  —  ay?y  so  kommt: 


J  y'-pr«  +  «^  -  konst., 


woraus  ebenso  folgt: 

(4)  y--Ätg[Äa(:c-(7)]. 

Wenn  endlich  6  =  0  ist,  ergibt  sich  noch  einfacher: 

1 

y^  ai^x  —  C)' 

Die  spezielle  Riccatische  Oleichung  (1)  ist  aber  noch  in 
gewissen  anderen  Fällen  mittels  Exponentialfunktionen  oder 
goniometrischer  Funktionen  integrierbar,  und  zwar  gelingt  dies 
dadurch,  daß  man  in  diesen  anderen  Fällen  die  Gleichung  (1) 
durch  geeignete  Substitutionen  auf  die  soeben  besprochene 
besondere  Form  (2)  bringt. 

Es  seien  nämlich  unter  u  und  v  Funktionen  von  x  yer- 
standen,  deren  geeignete  Wahl  noch  yorbehalten  bleibe.  Ver- 
möge 

y  =  W0  -f  t?,    y'  =  üb'  +  US  +  ^' 

werde  eine  neue  unbekannte  Funktion  z  in  ^)  eingeführt.  Dann 
kommt: 

uz'  +  {u  +  2auv)z  +  awV  +  t;'  +  av^  —  baf^  «-  0. 

Insbesondere  lassen  sich  u  imd  v  so  wählen,  daß 

v'  +  at?*  =-0,     u  +  2auv  =  0 

wird,  denn  die  erste  Bedingung  ist  bei  der  Annahme  v  =  l:  ax 
erfüllt  und  infolge  davon  die  zweite  bei  der  Annahme  u^l  :  x\ 
719] 


§  2.  Integration  einiger  Klassen  ▼.  gewöhnl.  Differentialgleichungen  155 
Also  soll  in  (1)  die  Substitation 

gemacht  werden,  wodurch  hervorgeht: 

(6)  «'  +  a4-6«"+*-0. 

Im  Falle  m  =  —  2  ist  dies  eine  homogene  Differential- 
gleichung für  xr,  die  also  nach  Nr.  715  durch  eine  Quadratur 
integriert  werden  kann.  Ist  dagegen  m  +  —  2^  so  liegt  eine 
Differentialgleichung  für  e  vor,  die  zwar  nicht  mehr  die  Form 
der  speziellen  Riccatischen  Gleichung  hat,  jedoch  durch  eine 
geeignete  neue  Substitution  wieder  auf  diese  Form  gebracht 
werden  kann.  Einerseits  werde  nämlich  als  neue  unabhängige 
Veränderliche  x^  die  Potenz  x^-^^  und  anderseits  als  neue  un- 
bekannte  Funktion  y^   der   reziproke  Wert   von  a  eingeführt, 

d.  h.  es  werde  gesetzt: 

i_ 

(7)  x^xr^'\    e^j-- 
Dabei  iat: 

,       dz  y  *  ^*  X  ^'^^ dy 

80  daß  aus  (6)  hervorgeht: 

Dies  ist  in  der  Tat  eine  spezielle  Riccatische  Gleichung  von 
der  Form  (1).  Fassen  wir  die  beiden  Substitutionen  (5)  und 
(7)  zusammen,  so  folgt: 

Wird  in  die  spezidle  Biccatisehe  Gleichung  (1)  eine  neue 
unabhängige  Veränderliche  x^  und  eine  neue  unbekannte  Funk- 
tion ffi  vermöge- 

1     .    1 


^  ^  1        '     »^       x*yi       ax 

eingrfükrty  so  geht  wieder  eine  spezielle  Eiccatische  Gleichung 

(10)  |g  +  «,y,'-6i^i"' 
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hervor,  und  ewar  haben  hier  die  drei  Konstanten  die  Werte: 

(11)        «i=^«r+8'   ^^^-m+i>  ^1  —  ;ir+3' 

Dies  Verfahren  ist  wiederholt  anwendbar,  d.  h.  weiterhin 
setzen  wir  entsprechend  (9): 

und  fähren  dadurch  x^  und  y^  ein,  usw.  Nach  insgesamt  k  An- 
wendungen desselben  Verfahrens  geht  eine  spezielle  Riccatische 
Gleichung 

(12)  äg  +  «»J^  -  ***r* 

hervor;  und  zwar  gelten  dabei  nach  der  letzten  Gleichung  (11) 
die  Rekursionsformeki: 

*  m-\-V        *  iWi  +  a'  *  *»*-!+ 3 

woraus  man  leicht  findet: 

Da  nun  die  spezielle  Riccatische  Gleichung  (1)  im  Falle 
m  »  0  integriert  werden  kann,  folgt:  Die  Ar  malige  Anwendung 
des  Verfahrens  führt  zu  einer  mittels  Exponentialfunktionen 
oder  goniometrischer  Funktionen  integrierbaren  Gleichung, 
wenn  m. »  0  wird,  d.  h.  wenn  die  Zahl  m  die  Form  hat: 

wo  k  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Daß  hier  k  auch  eine  negative 
ganze  Zahl  sein  darf,  folgt  daraus,  daß  das  Verfahren  auch 
rückwärts  angewandt  werden  kann:  Wenn  nämlich  rr,  y,  a,  b 
und  m  mit  x^,  y^,  a^,  b^  und  m^  yertauscht  werden,  folgt  aus  (9) 
und  (11): 

(15)  x^x,  '"'^S    y-3  ^ 


«i(&a^yi  +  «»  +  i)' 

und  vermöge  dieser  Substitution  geht  die  spezielle  Riccatische 
Gleichung  (1)  in  die  Gleichung  (10)  über,  wobei  aber  jetzt  statt 
(11)  die  Formeln  gelten: 
/iß\  b  y  a  ^m  +  4 

(16)     oi---^-,     b, -:pj,    m,^-^:^y. 
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Hier  geht  statt  (13)  bei  X:-maliger.  Anwendung  des  Verfahrens 

*"*""         *lfl  +  (2ifc  — 1) 

her?or,  so  daß  m^  =  0  £Ür  m  «-  —  4t :  (1  +  2k)  wird.  Dieser 
Wert  ergibt  sich  aber  auch  aus  (14)^  wenn  darin  k  durch  —  k 
ersetzt  wird. 

720.  OlalrautBOha  SUferentialgleiohiuigeiL  So  heißen 
Differentialgleichungen,  die  eine  Beziehung  zwischen  y  —  xy' 
und  y  allein  ausdrücken.  Sie  lauten  in  der  nach  y  —  xy  auf- 
gelösten Form: 

(1)  y  -  xy' -^  fiy')    oder:    y  ^  xy' +  fdf'). 

Die  Differentialgleichung  (1)  ordnet  einem  Punkte  Mq 
oder  (Xqj  y^)  ein  Linienelement  (x^,  y^,  y^')  zu,  für  das: 

(2)  y,  -  «ov,'  +  fM 

ist    Dies  Element  liegt  auf  der  Geraden: 

geschrieben  in  den  laufenden  Koordinaten  x,  y.  Wegen  (2)  läßt 
sich  die  Gleichung  der  Geraden  so  schreiben: 

(*)  y  -  y«'«  =  /•(yoO. 

Ist  nun  M  oder  (x,  y)  irgend  ein  Punkt  der  Geraden ,  so  gehört 
auch  ihm  yermoge  der  Differentialgleichung  (1)  ein  Linien- 
element (x,  y,  y)  zu.  Die  Verglei- 
chong  Ton  (l)  und  (4)  lehrt  aber^ 
daß  die  Gleichung  (1)  durch  den  Wert 
y'  ■■  Vo  befriedigt  wird,  d.  h.  die 
Differentialgleichung  ordnet  jedem 
Punkte  M  der  Geraden  (3)  ein  Linien- 
element zuy  das  auf  derselben  Ge- 
raden liegt  (siehe  Fig.  24).  Mithin 
ist  die  Gerade  (3)  oder  (4)  eine  Ivh 
i^graJkurve. 

Wir  können  aber  auch  rein  analytisch  bestätigen;  daß 
iie  Clairautsche  Differentialgleichung  lauter  Geraden  $u  regu- 
lären Integralkurven  hat.     Denn  eine  ganze  lineare  Funktion 

y  '^  Cx  +  a 

[719,  7»0 


Flg.  U. 


158    ^&P-  in.    GewObnliche  Differentialgleichungen  enter  Ordnung 

hat  die  Ableitung  y'  »  G,  Einsetzen  beider  Werte  in  (1)  gibt 
nun  einfach  a  »  /*(0).  Demnach  ist  die  ganze  lineare  Funktion 

(5)  y  -  Gas  +  f(C) 

für  jeden  Wert  der  Eonstante  C  eine  Lösung. 

Vergleichung  Ton  (1)  und  (5)  lehrt,  daß  sich  die  Clai- 
rautsche  Differentialgleichung  (1)  sofort  in  ihre  aUgemeine  Lösung 

(5)  verwanddty  wenn  man  die  Ableitung  y  durch  die  Integra- 
Uonshonstante  G  ersetet. 

Die  Geradenschar  (5)  hat  eine  EinhüUende.  Zu  ihrer  Be- 
stimmung ist  die  Gleichung  (5)  nach  G  zu  differenzieren: 

(6)  0  =  »  +  fiC) 

und  dann  die  hieraus  folgende  Funktion  G  von  x  in  (5)  einzu- 
setzen. Oder  auch:  Wenn  statt  G  in  (5)  und  (6)  eine  Veränder- 
liche t  geschrieben  wird,  geht  die  Darstellung 

(7)  x^-nt),  y=at)-tr(t) 

der  Einhüllenden  mittels  einer  Hilfsveränderlichen  t  hervor. 
Die  Einhüllende  ist  nach  Satz  1,  Nr.  710,  eine  singulare  Inte- 
gralkurve,  und  man  erkennt,  daß  t  den  Tangens  ihres  Tan- 
gentenwinkels bedeutet. 

Um  alle  singularen  Linienelemente  zu  bestimmen,  bildet 
man  nach  Nr.  709  die  durch  Differentiation  Ton  (1)  nach  y 
hervorgehende  Gleichung: 

Wenn  man  y'  mit  t  bezeichnet,  werden  also  durch 

alle  singularen  Linienelemente  (x,  y,  y)  dargestellt,  und  man 
sieht,  dafi  es  einzig  und  allein  die  der  Einhüllenden  (7)  sind, 
die  somit  die  einzige  singulare  Integralkurve  ist. 

Man  kann  die  Betrachtung  umkehren:  Jede  getvöknlidie 
Differentialgleichung  erster  Ordnung,  die  eine  Schar  von  Geraden 
zu  IntegrdUcurven  hat,  ist  eine  Glairautsche.  In  der  Tat  wird 
eine  Geradenschar  allgemein  in  der  Form 

y^Cx  +  f{C) 

mit  einer  willkürlichen  Eonstante  G  dargestellt.  Hieraus  aber 
folgt  y  «  C7,  so  daß  zwischen  Xy  y,  y'  die  Gleichung  (1)  besteht. 
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721.  Beispiele  von  OUdraiitBohen  Differential- 
gleiohimgen.  Eine  gewöhnliche  Differentialgleichnng  erster 
Ordnung  F{Xf  y^lT)^^  drückt  eine  Eigenschaft  aus,  die  den 
Linienelementen  {x,  y,  y)  einer  Enryenschar,  der  Schar  der 
Integralkurven,  zukommt^  d.  h.  eine  Eigensch(xft,  die  den  Punk- 
ten (x,  y)  der  Kurven  und  ihren  Tangenten  zukommt  Insbeson- 
dere aber  kann  diese  Eigenschaft  von  der  Lage  der  Berdhrungs- 
ponkte  der  Tangenten  unabhängig^  also  eine  Eigenschaft  der 
Tangenten  dllein  sein.  Da  die  Gleichung  der  Tangente  des 
Eurvenpunktes  {Xy  y)  in  den  laufenden  Koordinaten  £,  ^  lautet: 

(1)       ^-y-f/i.i-^)  oder  9-'y's  +  (y-^y'); 

hangt  die  Lage  der  Tangente  nur  von  i/  und  y  —  xy*  ab.  Die 
in  Bede  stehende  Eigenschaft  wird  somit  durch  eine  Gleichung 
zwischen  y  und  y  —  xy  allein,  also  durd^  eine  Clairautsehe 
Differentialgleichung  ausgedrückt.  Von  vornherein  ist  dann  klar, 
daß  alle  Geraden,  denen  diese  Tangenteneigenschaft  zukommt, 
zu  den  Eurren  mit  der  yorgeschriebenen  Eigenschaft  gehören. 
Sie  bieten  geringeres  Interesse  als  die  krummlinigen  Eurven, 
denen  dieselbe  Eigenschaft  zukommt.  Dies  aber  sind  nach 
voriger  Nummer  die  Einhüllenden  der  Geraden. 

Aufgaben  also,  in  denen  es  sich  um  die  Ermittelung  von 
solchen  Eurven  handelt,  deren  Tangenten  eine  von  ihren  Be- 
rührungspunkten unabhängige  Eigenschaft  haben,  bieten  das 
Eigentümliche,  daß  niiM  die  regulären,  sondern  nur  die  singu- 
lären  Lösungen  die  interessanten  sind.  Nach  den  Entwicke- 
lungen  der  letzten  Nummer  verlangt  die  vollständige  Er- 
ledigung derartiger  Aufgaben  keinerlei  Integration. 

1.  Beispiel:  Gesucht  werden  diejenigen  Kurven  in  der 
EbenCj  bei  denen  das  Produkt  der  Abstände  der  Tangenten  von 
zwei  festen  Punkten  F  und  F'  konstant  ist.  Jede  Gerade,  deren 
Abstände  von  F  und  F'  das  gegebene  Produkt,  etwa  b^,  haben, 
ist  eine  Losung  der  Aufgabe.  Die  Schar  dieser  Geraden  umhüllt 
die  einzige  krummlinige  Integralkurve.  Obgleich  sie  ohne 
die  Theorie  der  Differentialgleichungen  nach  Nr.  210  gefunden 
werden  kann,  soll  doch  die  Clairautsehe  Differentialgleichung 
des  Problems  aufgestellt  werden:  Das  Achsenkreuz  sei  so  ge- 
wählt, daß  F  und  F'  auf  der  Abszissenachse  liegen  und  die 
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Abszissen  ±  c  haben.  Die  Gleichung  der  Tangente  (1)  lautet 
in  der  Normalform: 

Vi+y'"' 

so  daB  die  linke  Seite  für  £  »  ±  c^  9  »  0  die  Abstände  von 
F  und  F'  angibt.  Diese  Abstände  können  verschiedene  Vor- 
zeichen haben.  Daher  setzen  wir  das  Produkt  gleich  ±  bK 
So  gehen  die  beiden  Glairautschen  Differentialgleichungen  des 
Problems  hervor: 

i  +  y'"  =^^- 

Auflösung  nach  y  —  a;y'  gibt,  wenn  noch  c*  ±  6*  =  a*  gesetzt 
wird: 

Wird  y'  durch  die  Integrationskonstante  C  ersetzt;  so  geht  die 
allgemeine  Lösung 

hervor,  die  lauter  Geraden  darstellt.  Nach  (7)  in  voriger 
Nummer  geben  die  Gleichungen 


die  singulare  Lösung,  und  die  Elimination  der  Hilfsverander- 
liehen  t  zeigt,  daß  diese  Lösung  eine  Ellipse  oder  Hyperbd 

(t)*±(I)*-' 

mit  den  Brennpunkten  F  und  F'  vorstellt. 

2.  Beispiel:  Gesucht  werden  diejenigen  Kurven  in  der 
Ebene,  von  deren  Tangenten  die  Koordinatenachsen  eine  Strecke 
von  konstanter  Länge  a  abschneiden.  Zunächst  ist  jede  Gerade, 
von  der  die  Achsen  diese  Strecke  abschneiden,  eine  reguläre, 
aber  triviale  Lösung  der  Aufgabe.  Die  einzige  interessante 
Lösung  ist  die  singulare  Integralkurve,  die  Einhüllende  dieser 
Geraden,  nämlich  nach  Nr.  249  die  Astroide: 

i        4        ^ 
x^  -{-y^  ^a^. 

Die  Behandlung  der  Aufgabe  mittels  der  zugehörigen  Glairaut- 
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sehen  Differentialgleichung 

y  —  xy  —   ,— — 

sei  dem  Leser  überlassen. 

723.  BlnHIhniBg  der  Ableitung  y'  als  neuer  unab- 
hiagicer  Terftaderllolier.  Schließlich  soll  ein  Integrations- 
yerfahren  besprochen  werden^  das  auf  dem  Gedanken  beruht^ 
die  Ableitung  y  der  gesuchten  Funktion  y  von  x  als  neue 
unabhängige  Veränderliche  einzuführen.  Wenn  nämlich  die 
Integralkuryen  der  vorgelegten  Differentialgleichung 

(1)  Fix,  y,  yO  -  0 

keine  (Geraden  sind,  d.  h.  die  Differentialgleichung  keine 
Glairaatsche  (vgL  Nr.  720)  ist,  stellt  sich  die  allgemeine  Lo- 
sang  y  als  eine  Funktion  von  x  dar,  deren  Ableitung  y'  nicht 
konstant^  yielmehr  eine  Funktion  Yon  x  ist  und  daher  als  un- 
abhängige Veränderliche  benutzt  werden  darf.  Es  fragt  sich 
nrm,  wie  dies  analytiBch  za  erreichen  ist 

Zunächst  empfiehlt  es  sich,  die  Ableitung  y'  anders  zu 
bezeichnen,  etwa  mit  pi 

Die  Differentialgleichung  (t)  hat  alsdann  die  Form: 

(3)  i^(^,y,i>)-o, 

und  ToUständige  Differentiation  gibt: 

(4)  F,dx  +  F^dy  +  F^dp  -  0. 

Nach  (2)  ist  außerdem: 

dy^pdx. 

Werden  die  beiden  letzten  Gleichungen  mit  dp  dividiert,  so 
gehen  zwei  lineare  Gleichungen  für  dx :  dp  und  dy :  dp  her?or, 
deren  Auflosung  ergibt: 

(T\\  ^  —  ^j>  dy         —pFp 

^^  dp       F^  +  pF,>      dp       F^  +  pF/ 

Dies  sind  die  Werte,  die  den  AUeüimgen  von  x  und  y  nach  y 
oder  p  zukommen. 

Die  Große  p  als  unabhängige  Veränderliche  zu  benutzen, 
empfiehlt  sich  nun  insbesondere  dann,  wenn  die  vorgelegte  Dif- 
ferentialgleichung (1)  in  der  nach  y  oder  x  aufgelösten  Form 
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y  -  /"(y';  ^)      bzw.      X  -  f{y,  y) 
gegeben  ist. 

Wenn  nämlich  eine  Differentialgleichung  von   der  Form 

(6)  y  =-  f(3/,  ^) 

vorliegt,  ist  F  gleich  y  —  f{y\  x)  oder  y  -—  f(p,  x)  zu  setzen,  so 
daß  die  erste  Oleichung  (5)  liefert: 

0)  ^  -  zr^ 


dp       P  —  fx 

Rechts  treten  nur  p  und  x  auf,  d.  h.  in  (7)  liegt  eine  getoohn- 
liche  DifferenHalgleichung  erster  Ordnung  für  die  unbekannte 
Funktion  x  von  p  vor.  Wenn  a?  =  9  (jp,  C)  ihre  allgemeine 
Lösung  mit  der  Integrationskonstante  C  darstellt,  folgt  aus  (6) 
oder  y  «  f{p^  x)  durch  Substitution  des  Wertes  g>{p,  C)  für  x 
auch  der  Ausdruck  von  y  durch  p  und  (7,  d.  h.  man  gelangt 
zu  Gleichungen 

(8)  x^ip{p,C),    y--i^(p,C), 

vermöge  derer  die  gesuchten  Integralkurven  mittels  der  Hüfsver- 
änderlidien  p  oder  y   dargesteUt  werden. 

Entsprechende    Schlüsse    lassen    sich   machen,   wenn   die 
vorgelegte  Differentialgleichung  (1)  in  der  nach  x  aufgelösten 

Form  gegeben  ist: 

(9)  x  =  f(if',y). 

Denn  dann  ist  F  gleich  x  —  f{y\  y)  oder  x  —  /"(p,  y)  zu  setzen, 
sodaß  die  zweite  Gleichung  (5)  liefert: 

dy         Pfp 


Hier  treten  rechts  nur  p  und  y  auf,  d.  h.  dies  ist  eine  ge- 
wöhnliche Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  die  unbe- 
kannte Funktion  y  von  p.  Läßt  sich  ihre  allgemeine  Lösung 
y  ^'il>{py  C)  finden,  so  gibt  die  Substitution  dieses  Wertes  in 
(9)  oder  x  « f(jp,  y)  auch  x  als  Funktion  von  p  und  C,  so 
daß  man  wieder  zu  einer  Darstellung  der  gesuchten  Integral- 
kurven in  der  Form  (8)  gelangt. 

Die  vorgelegte  Differentialgleichung  auf  eine  Differential- 
gleichung zwischen  p  und  x  bzw.  zwischen  p  und  y  in  der 
Form  (7)  bzw.  (10)  zurückzuführen,  wird  sich  natürlich  nur 
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dann  empfehlen,  wenn  die  neue  Differentialgleichung  auf 
irgend  eine  Art  integriert  werden  kann.  Da  das  Verfahren 
wesentlich  auf  der  Benutzung  der  durch  vollständige  Differen- 
tiation gewonnenen  Gleichung  (4)  beruht,  bezeichnet  man  es 
gelegentlich  nicht  ganz  zutreffend  als  Methode  der  Integration 
durch  Differentiation. 

Weil  p  oder  y  den  Tangens  des  Winkels  t  bedeutet, 
den  die  Eurventangente  mit  der  positiven  rr-Achse  bildet, 
geben  die  Gleichungen  (8)  oder 

(11)  a;  =  (p(tgr,C),    y-^(tgr,C) 

eine  Darsteüung  der  IntegraJkurven  mittels  des  Tangentenwin- 
Ms  X  (wie  in  Nr.  213). 

728.  Differentlalf  leiohnngen,  die  in  beiden  Ver- 
ftnderliolien  linear  sind.  Die  soeben  entwickelte  Methode 
dient  insbesondere  zur  Integration  von  Differentialgleichungen 

F{x,  y,  vi  ■=  0, 

bei  denen  die  linke  Seite  in  x  und  y  linear  ist: 

(1)  9(y>  +  x(y^)y  +  i>(3f')''0. 

Da  diese  Gleichung  für  jeden  bestimmten  Wert  c  von  y  eine 
Gerade  der  Geradenschar 

9(c)a;  +  x(c)y +  *(c)  =  0 

darstellt,  sind  ihre  Litegralkurven  diejenigen  Kurven,  die  jede 
eingdne  Gerade  dieser  Schar  in  derselben  Richtung  durchsetzen. 
Diese  Richtung  ist  aber  im  allgemeinen  von  Gerade  eu  Gerade 
eine  andere. 

Wenn  zunächst  x(tf')  =  0  ist,  ergibt  sich  eine  Differen- 
tialgleichung von  der  Form: 

(2)  *  -  röO  =  fiP), 

und  dieser  Fall  ordnet  sich  der  Gleichung  (9)  der  letzten 
Nummer  unter;  insbesondere  ist  hier  f{p)  in  der  dort  ange- 
gebenen Differentialgleichung  (10)  zwischen  p  und  y  frei  von 
y,  sodaß  eine  Quadratur  liefert: 

(3)  y  -fpf'dp  +  G. 

Die  Gleicliaiigen  (2)  und  (3)  stellen  zasammen  die  regaUren 
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Integralkurven  dar,  ausgedrückt  mittels  der  HilfsTeränder- 
lichen  p. 

Wenn   dagegen   %iji)   in   (1)   nicht  gleich  Null  ist,  laßt 
sich  die  Gleichung  auf  die  Form  hringen: 

(4)  »  =  ^^(j^)  +  ft(y'). 

Sie  ordnet  sich  der  Form  (6)  der  letzten  Nummer  unter,  so 

daß   die  dort    angegebene   Differentialgleichung  (7)   zwischen 

p  und  X  hervorgeht.     Weil  hier  f{p)  gleich  xX{p)  +  fi(j))  zu 

setzen  ist^  kommt: 

dx      xV  +  jk 
dp''  p  —  i  f 

also  eine  lineare  Differentialgleichung  für  die  gesuchte  Funk- 
tion X  Yon  p,  TgL  (1)  in  Nr.  716,  worin  x,  y  und  y'  durch  Pj 
X  und  dx :  dp  sowie  f^  und  /i  durch  X' :  (p  —  A)  und  ft' :  (p  —  i) 
zu  ersetzen  sind,  so  daß  die  dort  unter  (8)  angegebene  allge- 
meine Lösung  jetzt  so  lautet: 

hdp  r-     ^  _  frdp 

(5)  x^e<^         l/i-i""        ^^  +  ^ 


Wird  dieser  Wert  yon  x  in  (4)  eingesetzt,  so  wird  auch  y 
als  Funktion  yon  p  und  G  gefunden. 

In  dem  Falle  jedoch,  wo  sich  il(p)  auf  p  selbst  redu- 
ziert, versagt  dies  Verfahren,  weil  p  —  A  in  den  Nennern  der 
Integranden  auftritt.  Dies  ist  nicht  überraschend,  denn  dann 
ist  (4)  eine  Glairautsche  Differentialgleichung  (nach  Nr.  720), 
bei  der  das  Verfahren  der  letzten  Nummer  ja  überhaupt  nicht 
angewandt  werden  kann. 

Beispiel:  Die  Differentialgleichung 

(6)  y-2n;y'-y'«  =  0 

gehört  zu  denen  von  der  Form  (4).  Da  hier  l  =  2p,  fi'='P^ 
zu  setzen  ist,  ergeben  die  Quadraturen  für  a  —  1  und  ft  »  0, 
nämlich  «  « 

f-ZTi  ^^'AP  -  /-  ^^^'dp  =  f-  2p* dp  -  -  Ip», 


0 
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nach  (5)  und  (6): 


X 


^-^Py 


20       .    , 


Wird  3C7  mit  e  bezeichnet,  so  lauten  die  Gleichungen  der  Inte- 
gralkarven: 

Durch  Elimination  Ton  p  geht  die  in  x  und  y  algebraische 
Gleichung  hervor: 

(8)  3a;y  -  Us^  +  4y»  —  ^cxy  -  c*  -  0; 

die  Integralkurren  sind  demnach  älgd>rai9che  KtJirven  vierter 
Ordnung  (nach  Nr.  187).  Man  kann  sie  auch  so  darstellen: 

(dxy  +  2ix^  +  ey  -  4(y  +  x^\ 

Die  singularen  Linienelemente  (x,  y,  jf)  genügen  aufier  der 
Gleichung  (6)  noch  der  durch  Di£Ferentiation  nach  y'  aus  ihr 
herrorgehenden  Gleichung  ^  -»  —  a;,  so  daß  durch 

y  -=  —  a;*,    y^  —  x 

alle  singularen  Elemente  dargestellt  werden.  Sie  sind  aber 
mid^t  die  Linienelemente  der  Kurve  y  ^  —  x^,  des  Ortes  ihrer 
Punkte,  weil  y'  =  —  a;  nicht  die  Ableitung  von  y  =  —  a?*  ist. 
Eine  singulare  Lösung  gibt  es  also  nicht.  Der  Diskriminan- 
tenort  y  ^  —  x^  ist  vielmehr  eine  Parabel,  auf  der  die  singu- 
laren Punkte  (Spitzen)  \jr'  ♦v^n 
der  LitegnJkurven  (8)  ^ 
liegen.  In  der  Tat: 
Nach  Nr.  191  erfüllen  ,* 
die  singularen  Punkte 
(Xj  ff)  der  Kurven  (8) 
außer  dieser  Gleichung 
noch  die  beiden  aus  ihr 
durch  partielle  Diffe- 
rentiation nach  X  bzw. 
y  hervorgehenden  Glei- 
chungen: 

xy^  —  2cx^  —  (jy  =»  0, 

a?V  +  2y*  —  CO?  =  0.  Fig.  f6. 
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Alle  drei  Gleichungen  ergeben: 

(9)  x^V'e,    y=-V?. 

Zu  jedem  Werte  von  c  gehört  eine  Integralkorre  (8),  und  sie 
hat  die  durch  (9)  bestimmte  Spitze.  Der  Ort  aller  Spitzen 
geht  aus  (9)  in  der  Form  y  =  —  o?*  hervor  und  ist  demnach, 
wie  zu  erwarten  war,  der  Diskriminantenort. 

In  Fig.  2ö  (S.  165)  sind  einige  Integralkurven  dargestellt, 
zusammengehörige  Zweige  tragen  die  gleiche  Nummer.  Für 
c  »  0  zerfällt  die  Integralkurve  in  die  doppeltzahlende  j^-Achse 
und  die  Parabel  y  »  —  f  ^',  die  in  der  Nähe  des  Anfangs- 
punktes wenig  von  derjenigen  Parabel  y  =  —  o;*  abweicht,  die 
den  Diskriminantenort  bildet. 

§  3.  MnltipUkatoren  gewohnlicher  Differentialgleichungen 

erster  Ordnung. 

724.  Bzistenibeweis  für  die  Mnltiplikatoren.  Wenn 

die  linke  Seite  der  Differentialgleichung 

kein  vollständiges  Differential  ist,  kann  man  die  Gleichung 
doch  nach  Nr.  713  mittels  zweier  Quadraturen  integrieren,  so- 
bald sich  ihre  linke  Seite  durch  Multiplikation  mit  einer  pas- 
send gewählten  Funktion  Jf,  d.  h.  mit  einem  sogenannten 
Eiderschen  IntegrdbüüätsfaMor  oder  MtdtiplikcUor,  zu  einem 
vollständigen  Differential  machen  läßt.  Schon  in  Nr.  612  wurde 
die  Bedingung  für  einen  Multiplikator  aufgestellt.  Es  soll 
jetzt  noch  gezeigt  werden,  daß  es  stets  Multiplikatoren  gibt. 
Dabei  werde  vorausgesetzt,  daß  die  Funktionen  ü  und  V 
von  X  und  y  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung 
in  einer  Umgebung  einer  Stelle  x  ^  ay  y  ^h  stetig  seien.  Femer 
soU  diese  Umgebung  keine  Stelle  enthalten,  an  der  sowohl  U  als 
auch  V  verschwindet.  Nach  Satz  1,  Nr.  706,  gibt  es  dort  als- 
dann ein  stetiges  Integral  o  (o;,  y)  ^  G  der  Differentialglei- 
chung (1)  mit  stetigen  partiellen  Ableitungen  o^  und  d^. 
Die  Richtung  dy :  dx  der  durch  den  Punkt  (x,  y)  gehenden 
Integralkurve  ergibt  sich  aus: 

fo^dx  +  co^dy  —  0, 
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d.  1l  es  ist  dy :  dx  sowohl  gleich  —  C:  F  als  auch  gleich  —  ©^ :  (o^, 
woraus  folgt: 

cöj^ :  (Dy  =-  U:  F. 

Demnach  gibt  es  eine  Funktion  M  derart,  daß 
(2)  (o.^MU,    öy-JtfF 

wird.  Mithin  geht  die  linke  Seite  von  (1)  durch  Multiplika- 
tion mit  M  in  das  vollständige  DifiPerential  d(o  über,  d.  h.  üf 
ist  ein  Multiplikator.  Weil  M  nach  (2)  gleich  (Oj^'-Ü  oder 
o^:  F  ist  und  cd,,  ©y,  U  und  F  stetig  sind,  indem  U  und  F 
auch  nirgends  zugleich  yerschwinden,  ist  auch  M  in  der  Um- 
gebung der  Stelle  (a,  b)  stetig.     Mithin  gilt  der 

Saia  12:  Liegt  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster 
Ordnung 

üix,y)dx+V(x,y)dy^O 

vor  und  sind  ü  und  V  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster 
Ordnung  in  einer  Umgebung  einer  Stelle  stetige  Funktionen  von 
X  und  y,  während  ü  und  V  an  keiner  Stelle  der  ümgdmng 
gleichzeitig  verschwinden,  so  hat  die  Differentialgleichung  in  dieser 
Umgebung  Mtdtiplikatoren,  die  stetige  Funktionen  von  x  und  y 
sind. 

Daß  'sie  nicht  nur  einen,  sondern  unzählig  viele  Multi- 
plikatoren hat,  folgt  daraus,  daß  die  Differentialgleichung  nach 
Nr.  707  unzählig  viele  Integrale  o  hat. 

Zu  jedem  Multiplikator  M  der  Differentialgleichung  (1) 
gehört  ein  Integral  <o(x,  y),  nämlich  dasjenige,  dessen  vollstän- 
diges Differential  M{üdx  +  Vdy)  ist.  Jede  Funktion  von  oj 
mit  stetiger  Ableitung  stellt  nach  Satz  3,  Nr.  707,  wiederum 
ein  Integral  vor;  umgekehrt  ist  jedes  Integral  eine  derartige 
Funktion  von  o  allein.  Nach  den  Sätzen  von  Nr.  614  ergibt 
sich  daher  der 

Satz  13:  Ist  M  ein  MüUiplikator  und  <o  ein  Integral  der 
DifferenHaigleichung  TJdx  -f  Vdy  =  0,  so  ist  jede  Funktion  von 
der  Form  SKjo) .  M  d>enfaüs  Multiplikator;  andererseits  hat 
jeder  MviHplikaior  diese  Form.  Der  Quotient  zweier  Multipli- 
laioren  steUt,  wenn  er  nicht  konstant  ist,  ein  Integral  vor,  d.  h, 
er  ist  fHm  der  Form  Sl{a}).  Dabei  bedeutet  Sl  eine  Funktion  von 
(D  mü  stetiger  Ableitung  nach  (o, 
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Wenn  ein  Multiplikator  M  der  Differentialgleichung  (1) 
bekannt  ist,  liefern  zwei  Quadraturen  wie  in  Nr.  713  ein 
Integral: 

(3)     <o  {X,  y)  ^jMix,  y)  U{x,  y)dx  +fM{a,  y)  V{a,  y)  dy. 

a  b 

Aber  im  allgemeinen  ist  es  nicht  leicht,  einen  Multiplikator 
zu  finden,  weil  die  Bedingung,  die  er  erfüllen  muß,  nämlich 
nach  (3)  in  Nr.  612  die  Gleichung 

W  dy    ^    dx   ' 

keine  einfache  Gestalt  hat.  Bei  gewissen  Klassen  yon  Diffe- 
rentialgleichungen, die  schon  im  vorigen  Paragraphen  be- 
sprochen wurden,  gelingt  es  aber  doch.  Man  kommt  so  zu 
anderen  Verfahren,  jene  Differentialgleichungen  zu  integrieren; 
aber  daß  man  dabei  zu  denselben  Ergebnissen  gelangen  muß, 
ist  selbstverständlich.  Wir  führen  in  den  folgenden  beiden 
Nummern  zwei  Beispiele  Yor. 

726.  MnltipUkator  einer  homogenen  DlStoential- 
glelohnng.    Nach  Nr.  715  heißt  die  Differentialgleichung 

(1)  Udx  +  Frfy  «  0 

homogen,  wenn  ü :  V  eine  homogene  Funktion  nullten  Grades 
von  y :  x  ist.  Man  kann  dann  durch  Multiplikation  mit  einer 
geeigneten  Funktion  immer  erreichen,  daß  U  und  V  homogene 
Funktionen  gleichen  Grades  m  werden. 

Unter  dieser  Voraussetzung  läßt  sich  nun  leicht  ein  Mul- 
tiplikator M  finden.  Man  wird  nämlich  vermuten,  daß  ein 
homogener  Multiplikator  yorhanden  sei.  Demnach  bedeute  M 
eine  homogene  Funktion  n*^  Grades  von  x  und  y,  so  daß  MU 
homogen  vom  (m  +  n)*^  Grade  wird,  also  nach  Satz  9,  Nr.  91, 
die  Gleichung  besteht: 

^dMU   .      dMÜ       f      ,     .T^rj 
^-j^  +  y   j^'-(fn  +  n)MU. 

Nach  der  in  Yoriger  Nummer  angegebenen  Bedingung  (4)  für 
einen  Multiplikator  kann  dMüidy  durch  dMVidx  ersetzt 
werden,  sodaß  kommt: 


dMÜ   ,      dMV      f      ,     .T^yj 

^  -^zT  +  y  -j^^  -=-(»»  +  ^)  -a^  ^' 
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Die  linke  Seite  wäre  nun  die  partielle  Ableitung  yon  M{  üx  +  Vy\ 
wenn  noch  der  Summand  MU  aufträte.  Demnach  addieren  wir 
ihn  beiderseits  und  erhalten: 

—   ^^    y^  ^{fn  +  n  +  \)MÜ. 

Ebenso  kommt: 

Über  den  Grad  w  des  gesuchten  homogenen  Multiplikators 
steht  noch  die  Verfügung  frei.  Wird  er  gleich  —  m  —  1  ge- 
wählty  so  lehren  beide  Gleichungen,  dafi  M{JJx  +  Vy)  konstant 
sein  muß.  Da  ein  konstanter  Faktor  beim  yoUständigen  Diffe- 
rential Jf  ( Udx  +  Vdy)  unwesentlich  ist,  kann  er  auch  beim 
Multiplikator  bestimmt  gewählt  werden.  Somit  schlieBen  wir 
auf  den  Multiplikator: 

Ld  der  Tat  ist  dies  eine  homogene  Funktion  Tom  Grade 
—  m  —  1,  und  man  bestätigt  leicht,  daß  dieser  Multiplikator 
die  Bedingung  (4)  der  letzten  Nummer  erfüllt.  Hiemach  ist 
die  Unke  Seite  der  Gleichung 

(3)  TS^-0 

ein  vollständiges  Differential  ^  faüs  U  und  V  homogene  Funk- 
tionen gleichen  Grades  sind.  Zwei  Quadraturen  liefern  also 
das  Integral. 

Bei  dem  Verfahren  in  Nr.  715  wurde  y  =^  xz  eingeführt 
und  dadurch  die  Trennung  der  Veränderlichen  bewirkt.  Das 
neue  Verfahren  fährt  zu  demselben  Ergebnisse.  Dort  näm- 
lich wurde  die  Differentialgleichung  in  der  Form 

ttngenoinmeii.  Dann  aber  ist,  wie  die  Yergleichung  mit  (1) 
lehrt: 

F  — fffl. 

sodafi  die  linke  Seite  von  (3)  die  Form  annimmt; 
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y 

Dies  ist  mithin  ein  vollständiges  Differential  und  bleibt  es  auch, 
wenn  y  =  xg,  d.  h.  dy  =  edx  +  scdz  eingesetzt  wird.  Dann  er- 
gibt sich  das  vollständige  Differential 

dx  dz 

einer  Funktion  von  x  und  z^  so  daß  man  in  der  Tat  zu  dem- 
selben Integral  (3)  wie  in  Nr.  715  gelangt. 

£s  kann  sein,  daß  die  linke  Seite  der  homogenen  Diffe- 
rentialgleichung (1)  selbst  schon  ein  vollständiges  Differential 
ist.  Dies  tritt  ein,  wenn  die  homogenen  Funktionen  ntf^  Grades 
U  und  V  die  Bedingung 

W  dy^dx 

erfüllen.  Alsdann  ist  außer  dem  Multiplikator  (2)  noch  der 
Multiplikator  üf  =»  1  bekannt.  Der  Quotient  von  beiden,  also 
die  Funktion  üx  +  Vy,  muß  nach  Satz  13  der  letzten  Num- 
mer ein  Integral  sein,  falls  er  keine  Konstante  ist. 

Wenn  aiso  die  hütnogene  Differentialgleichung  (1)  so  be- 
schaffen ist,  daß  die  Gleichung  (4)  besteht  und  Ux  +  Vy  nicht 
konstant  wird,  ist  Ux  +  Vy  ein  Integral,  so  daß  man  die  voll- 
ständige Lösung  ohne  Integrationsverfahren  gewinnt. 

Noch  ist  hinzuzufügen:  Wenn  die  beiden  homogenen 
Funktionen  gleichen  Grades  U  und  V  so  beschaffen  sind,  daß 
Ux  +  Vy  konstant  ist,  liefert  (2)  den  Multiplikator  JK"«kon»t, 
d.  h.  die  linke  Seite  der  Differentialgleichung  (1)  ist  auch  in 
diesem  Falle  ein  vollständiges  Differential. 

726.  Multiplikator  einer  linearen  DilTerentialglei- 
chnng.    Die  lineare  Differentialgleichung 

vgl.  Nr.  716,  lautet,  als  totale  Differentialgleichung  geschrie- 
ben, so: 

Hier  ist  J7  -  /iy  +  f^   und  V 1.    Wegen  U^  -  f^{x)  und 
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F,  =  0  Tennuten  wir,  daß  sich  die  Bedingung  (4)  in  Nr.  724 
f&r  die  Multiplikatoren,  die  hier  die  Form 

dy  "^  dx  ^ 

hat^  durch  eine  nur  von  x  abhängige  Funktion  M  erfttUen 
laßt.    In  der  Tat  geht  sie  fBr  eine  derartige  Funktion  über  in: 

W.  +  ^-O    oder    ^--/;, 
so  daß 

X 

-ffo{')dx 
Jüf— 6« 

bei  bestimmter  Wahl  der  Eonstante  a  einen  Multiplikator  yor- 
stellt.  Daher  ist  die  linke  Seite  der  Differentialgleichung  in 
der  Form 

X 

-fM*)dx 

ein  vollständiges  Differential,  nämlich  offenbar  das  von: 


/' 


/iß**       dx—  ye 


X 

a 


b 

Wird  dies  Integral  gleich  —  G  gesetzt,  so  ergibt  sich  durch 
Auflösung  nach  y  die  in  Nr.  716  gefundene  allgemeine  Lö- 
sung (8)  der  linearen  Differentialgleichimg. 

727.  Ermittelung  eines  MoltipUkators  ans  seiner 
geometrischen  Dentong.  Wenn  c?  (x,  y)  ^  C  ein  Integral 
der  Differentialgleichung 

(1)  Udx  +  Fdy  =  0 

isty  lehrt  der  Satz  5  von  Nr.  613,  worin  wir  f  durch  a  und 
den  Zuwachs  /4  a  Yon  f  durch  ^co  ersetzen  wollen,  daß  der 
zugehörige  Multiplikator  M  als  der  Grenzwert 

(2)  M^]im—£^=-^ 

dargestellt  werden  kann.  Hierin  bedeutet  jdfo  den  Zuwachs, 
den  die  Funktion  m  (x,  y)  erfahrt,  wenn  ein  Punkt  {x,  y)  einer 
Integralkurve  o  »  C  längs  ihrer  Normale  um  eine  Strecke  h 
bis  zu  einem  Punkte  {x  +  ^Xy  y  +  ziy)  entlang  wandert. 
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Bei  geometrischen  Problemen,  in  denen  man  aus  den  For- 
derungen etwas  über  den  Abstand  zwischen  Integrslkurren  er- 
mitteln kann,  ehe  die  Enrven  selbst  bestimmt  worden  sind^ 
gelingt  es  znweilen,  mittels  dieses  Orenzwertes  (2)  einen  Mul- 
tiplikator ausfindig  zu  machen.    Hierzu  ein 

Beispiel:  Angenommen,  es  sei  (1)  die  Differentialglei- 
chung einer  Schar  von  ParaUdkurven,  unter  einer  solchen 
Schar  wird  Folgendes  yerstanden:  Ist  k^  eine  Kurve  der  Schar, 
so  BoU  jede  andere  Kurye  k  der  Schar  aus  ihr  dadurch  her- 

Yorgehen,  dafi  man 
alle  Punkte  von  k^ 
längs  der  Normalen 
um  eine  gleiche  be- 
liebige Strecke  C 
TJxv^uf  wandern  läßt^  siehe 
Fig.  26.  Wenn  y 
die  Eyolute  yon  k^ 
ist,  leuchtet  nach 
Nr.  201  ein,  daß 
die  ParaUeOcurven- 
sdiarausaUenEvol. 
venien  van  y  besteht.  Weil  zu  jedem  Werte  yon  C  eine  Kurye  k 
der  Schar  gehört,  dürfen  wir  annehmen,  daß  (oipc^y)  »  G  die 
Gleichung  der  Schar  sei.  Allerdings  ist  das  Integral  o  (o;,  y) 
noch  unbekannt.  Es  sei  nun  (rr,  y)  ein  Punkt  einer  Kurve  k 
oder  (o{x,y)  ^  Cy  und  er  wandere  längs  ihrer  Normale  um 
eine  Strecke  h  entlang  bis  zu  einem  Punkte  {x  +  ^x^  y  +  ^y). 
Dieser  neue  Punkt  liegt  alsdann  auf  der  zu  C7  -f  A  gehörigen 
Kurve  der  Schar,  was  bedeutet,  daß  o  den  Zuwachs  zf  o  »  fc 
erföhrt.  Die  Formel  (2)  wird  somit  frei  von  h  und  gibt  den 
Säte  14:  Wenn  die  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster 

Ordnung 

U{x,y)dx+  r{x,y)dy^O 

in  der  Ebene  mit  den  rechtwinkligen  Koordinaten  x  und  y  eine 
Schar  von  ParaUdkurven  definiert^  ist 

M L^ 

tin  MidtiplikdUorder  Oleiehung. 
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Es  ist  bemerkenswert^  daB  sich  dies  ergeben  hat,  obgleich 
die  Form  der  Differentialgleichung  selbst  noch  nicht  gefunden 
ist.  Sie  läßt  sich  leicht  angeben.  Denn  die  Tangenten  der 
£Tolute  y  müssen  nach  Nr.  720  die  regulären  Integralkurven 
einer  Glairautschen  Differentialgleichung 

sein.  Weil  nun  die  Kur\ren  J;  alle  diese  Tangenten  senkrecht 
sehneiden,  geht  ihre  Differentialgleichung  einfach  dadurch  her- 
Tor,  dafi  man  %f  durch  —  1  :  y'  ersetzt: 

»— f+r(-f). 

Diese  Differentialgleichung  hat  die  allgemeine  Form: 
(3)  F{3,',  X  +  yy)  -  0. 

Will  man  eine  Differentialgleichung  von  dieser  Form  auf 
Grand  des  Satzes  14  integrieren,  so  muß  man  sie  natürUch 
Zunächst   in   eine  totale  Differentialgleichung  (1)   yerwandeln. 

Daß  die  Differentialgleichung  einer  Schar  von  Parallel- 
kuryen  durch  Quadraturen  integrierbar  ist,  ist  auch  so  einzu- 
sehen: Wenn  1/  in  ihr  durch  —-l  \y'  ersetzt  wird,  ergibt  sich 
diejenige  Glairautsche  Differentialgleichung^  deren  Integralkur- 
yen  die  Normalen  der  Schar  sind.  Die  Einhüllende  der  Nor- 
malen ist  nach  Nr.  720  ohne  Quadratur  zu  bestimmen;  sie  ist 
die  Eyclute  y  der  gesuchten  Kuryen.  Wenn  man  ihre  Bogen- 
länge bestimmt  hat^  was  nach  Nr.  542  durch  eine  Quadratur 
zu  erreichen  ist^  kann  man  die  Eyolyenten  nach  Nr.  201  ohne 
Int^^tion  ermitteln. 

728.  Differentlalglelchimgen  mit  Multiplikatoren 
▼an  gegebener  Form,  um  zu  Klassen  yon  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  zu  gelangen,  die  mittels  Multiplikatoren 
durch  Quadraturen  zu  integrieren  sind;  kann  man  so  yorgehen: 
Man  nimmt  yon  yomherein  die  Gestalt  des  Multiplikators  M 
der  fraglichen  Differentialgleichung 

(1)  Udx  +  Fdy  =.  0 

an,  sei  es  als  eine  Funktion  yon  x  und  y  oder  als  eine  Funk- 
tion, die  auch  yon  JJ  und  V  abhängt,  und  yersucht  alsdann 
zu  ermitteln,  welche  Form  die  Differentialgleichung  (1)  haben 
muß.     Die  Bedingung  dafär  ist  nach  (4)  in  Nr.  724: 
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(2)     '-^---f^oi.r    M{U^-V,)^VM,-ÜM,, 

also  eine  partielie  Differentialgleichung  erster  Ordnung  ftir  die 
beiden  Funktionen  U  und  V  von  x  und  y  (siehe  Nr.  669). 
Zuweilen  gelingt  es,  die  gesuchten  Formen  yon  U  und  V  in 
allgemeinster  Weise  zu  finden  oder  wenigstens  einige  Formen 
Yon  U  und  V  zu  erkennen,  die  der  Bedingung  (2)  bei  gege- 
benem M  geuQgen.     Hierfür  einige  Beispiele. 

1,  Beispiel:  Es  soü  ein  MuUiplikcUor  M  vorhanden  sein, 
der  nur  van  x  abhängt.    In  diesem  Falle  gibt  (2): 

üy  —  F^      d  In  Jf 

wo  die  rechte  Seite  nur  von  x  abhängt.  Sobald  also  {U^—  F,) :  V 
eine  Funktion  von  x  allein  ist,  gibt  es  einen  Multiplikator^ 
der  ebenfalls  nur  yon  x  abhängt.  Er  wird  dann  durch  die 
Quadratur  gewonnen: 

(4)  M-^e^      ""        . 

Insbesondere  gilt  dies  bei  den  linearen  Differentialgleichungen, 
vgl.  Nr.  726. 

2.  Beispiel:  Es  soll  ein  MuUipilikaior  vorhanden  sein,  der 
das  Produkt  von  einer  Funktion  von  x  aüein  mit  einer  Funktion 
von  y  allein  ist.    Er  kann  in  der  Form 

angenommen  werden,  und  Einsetzen  dieses  Wertes  in  (2)  gibt: 

9  »  dy  dx 

Wird  die  Ableitung  von  In  q>  mit  X{x)  und  die  von  In  ^  mit 
T{y)  bezeichnet,  so  kommt: 

(5)  üy-F,=  crr-FX. 

Sobald  also  ü^—  F,  auf  die  Form  ÜF-  FX  gebracht 
werden  kann,  in  der  X  nur  von  x  und  Y  nur  von  y  abhängt, 
ist  ein  Multiplikator  von  der  gesuchten  Art  vorhanden.  Näm- 
lich dann  kommt: 

In  qp  —  /  Xdx,      Ln(^  =  y  Frfy, 
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d.  h.  es  ist 

(6)  M^e''        -^ 

ein  Multiplikator  der  Differentialgleicliang. 
Liegt  z.  B.  die  Differentialgleichung  vor: 

[Aa?+2Bxy  +  Cy'+2{A'\-H)x+2{B+K)y+2{n+L)'\dx+ 
[Aa:*+2my-^Cff'+2{B+H)x+2lG+E)y+2{^ 

wo  Ay  By  Cy  Hy  Ky  L  Koustantcn  bedeuten,  so  läßt  sich  die 
Bedingung  (5)  durch  die  Annahme  X  =  F  =  —  1  erfüllen,  so 
daß  nach  (6)  der  Multiplikator 

Torhanden  ist.  Als  zugehöriges  Integral  geht  durch  Quadratur 
hervor: 

c*+»[^a;«  +  2Bxy  +  Cy«  +  2{Hx  +  Ky  +  L)]  -  konst. 

S.  Beispiel:  Die  Differentialgletahung  (1)  söU  einen  Mtd- 
Uplikator  von  der  Farm 

(7)  ^  =  TP-\.y^ 

haben.  Einsetzen  dieses  Wertes  in  (2)  liefert  die  Bedingung,  die 
U  nnd  V  erfilllen  müssen: 

(8)  2üriU,-  F,)  =  (ü»-  P)(ü,+  FJ. 

Natürlich  laßt  sich  jede  Differentialgleichung  (1)  durch  Multi- 
plikation mit  einem  geeigneten  Faktor  auf  eine  solche  Form 
bringen,  bei  der  (7)  einen  Multiplikator  gibt.  Denn  die  Diffe- 
rentialgleichung irgend  einer  Eurvenschar  o  {x,  y)  ^  C  läßt 
sich  in  der  Form: 

^^^  CDJ  +  «;  " 

schreiben,  worin  also 

ist,  sodaß  die  Differentialgleichung  (9)  durch  Multiplikation 
mit  dem  Multiplikator  (7)  in  der  Tat  die  Form  dto  =»0  eines 
gleich  Null  gesetzten  vollständigen  Differentials  annimmt. 

Jedoch  die  Aufgabe,  einen  geeigneten  Faktor  zu  finden, 
der  eine  vorgelegte  Differentialgleichung  auf  eine  Form  bringt, 
bei  der  die  Bedingung  (8)  besteht,  ist   als  ebenso  schwer  zu 
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bezeichnen  wie  die  Aafgabe,  einen  Multiplikator  der  Differen- 
tialgleichnng  zu  ermitteln.  Aber  ein  besonderes  Interesse 
bietet  hier  ein  spezieller  Fall,  in  dem  die  Bedingung  (8)  erfüllt 
ist,  nämlich  der  Fall,  in  dem  TT  und  V  den  Gleichungen  ge- 
nügen: 

Diesen  Fall  besprechen  wir  in  der  nächsten  Nummer. 

728.  Düforentialgleiohimg  einer  IsofhermeiUMdutf . 

Im  letzten  Beispiele  wurde  erkannt,  daß  die  Differentialglei- 
chung 

(1)  U{x,y)dx+V{x,y)dy^O, 

bei  der  TT  und  V  die  Bedingungen 

(2)  0.-F,,      U,--V, 
erfüllen,  stets  den  Multiplikator 

(3)  ^=üiTT* 

hat  und  daher  durch  Quadraturen  integriert  werden  kann. 

Die  Bedingungen  (2)  haben  die  Form  der  Catichy-Rie- 
mannschen  Gleichungen  (2)  in  Nr.  623,  d.  h.  TT  +iV  ist  eine 
monogene  Funktion  der  homflexen  Veränderlichen  x  +  iy.  Um 
die  Bedeutung  dieses  Umstandes  zu  erklären,  betreten  wir  hier 
ausnahmsweise  den  Bereich  der  komplexen  Veränderlichen. 

Wenn   TT+  iV  etwa  die  monogene  Funktion  F(js)  yon 

0  ^^  X  +  iy  ist,  bedeute  tT—  »  F  die  Funktion  F(M),  worin  z 

die  zu  sf  konjugiert  komplexe  Veränderliche  x  —  iy  sein  soll. 

Aus 

x  +  iy^'Z,     x  —  iy^M 
folgt: 

2x  =>  z  +  z,     2y  =  —  ijfif  +  i0  . 

Werden  sf  und  z  in  (1)  als  Veränderliche  statt  x  und  y  einge- 
führt, so  kommt  also 

TT(dz  +  dz)  +  F(-  idz  +  idz)  =  0 

oder 

{TT-iV)de  +  {TT+iV)dz^O, 
d.  h.:  __ 

F{z)dz  +  F{e)dz^Q 
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oder  schließlich: 

In  dieser  Form  (4)  sind  die  YeriLnderlichen  getrennt. 
Wenn  nnn  ein  Integral  yon  1 :  F(j8)  die  monogene  Funktion 
f(g)  ist  (ygl.  Satz  15;  Nr.  633),  bedeute  f(z)  die  konjugiert 
komplexe  Funktion,  sodaß  die  Integration  der  Differential- 
gleichung (4)  liefert: 

(5)  f{£i)  +  f(z)  «  konst. 

Dies  also  wird  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (1)  sein, 
jedoch  geschrieben  in  den  beiden  konjugiert  komplexen  Ver- 
änderlichen z  und  0  oder  x  +  iy  nnd  x  —  iy.  Es  ist  leicht, 
das  Integral  auf  eine  reelle  Form  zu  bringen:  Wir  zerlegen 
die  monogene  Funktion  f(jg)  in  ihren  reellen  und  rein  imagi- 
nären Teil: 

/•(0)-u(a?,y)  +  tt?(a;,y). 
Alsdann  ist: 

f(ß)  «  u{x,  y)  -  iv(xj  y), 

sodaß  aus  (5)  die  reelle  Form  des  Integrals  von  (1)  folgt: 

(6)  u(ar,  y)  =  konst. 

Da  wir  eine  Integration  im  komplexen  Bereiche  ausge- 
führt haben,  muß  dies  Ergebnis  nachträglich  auf  reellem  Wege 
bestätigt  werden:  Es  war  angenommen  worden,  daß  F{z) 
gleich  U  +%V  sei,  also: 

1  1  U  .       V 

—  % 


F{z)       ü+iV       IP+V*       ^IP+V^' 

Nach  (3)  in  Nr.  629  ist  demnach  der  reelle  Teil  u{Xy  y)  des 
Int^rab  f(ß)  von  1  :  F{ß)  dieser: 

+  Vdy 


/üdx 


k 

wobei  k  einen  Integrationsweg  bezeichnet  Weil  aber  1:{IP+V^) 
nach  (3^  ein  Multiplikator  ist,  stellt  dieser  Wert  in  der  Tat 
das  Integral  yor. 

Aus  der  Form  (6)  des  Integrals  kann  man  auch  die  geo- 
metrische Bedeutung  der  yorgelegten  Differentialgleichung  (1) 
erkennen.   Da  u  +  iv  eine  monogene  Funktion  ist,  vermitteln 
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nämlich  die  Gleichungen 

w(fl?,  y)  -  E,  t;(ic,  y)  «  9 
nach  Satz  6  und  Satz  1,  Nr.  626  und  627,  eine  konforme  Ah- 
bildung  der  Ebene  mit  den  rechtwinkligen  Koordinaten  £,  Q 
auf  die  Ebene  mit  den  rechtwinkligen  Koordinaten  x,  y.  Ins- 
besondere sind  die  Integralkurven  (6)  in  der  xy-Ebene  die 
Bilder  der  paraüden  Geraden  {  =  konst.  der  ^t) -Ebene.  Solche 
Kurven  (6)  spielten  zuerst  in  der  Wärmetheorie  eine  Rolle 
als  Kurven  konstanter  Temperatur^  und  deshalb  nennt  man 
sie  eine  Schar  von  Isothermen. 

SatB  15:  Die  Differentialgleichung 

U{x,y)dx+  V{x,y)dy^O 

definiert  in  der  Ebene  mit  den  rechtwinkligen  Koordinaten  x,  y 
dann  und  nur  dann  eine  Isothermenschar,  wenn  U  +  iV  eine 
monogene  Funktion  der  kofnplexen  Veränderlichen]  x  +  iy  vorstdU, 
d.  h.  wenn 

f^^.  Die  Differentialgleicliung  hat  alsdann  den  ressiproken  Wert 
von  TP  +  T^  als  Multiplikator. 

Beispiel:  Wird  £r*  oder  {x  +  iy)'  als  die  monogene  Funk- 
tion U  +  fF  gewählt,  so  ist  U^x^  —  Sxy^  und  F-*  Sx^y  —  y^. 
Demnach  definiert  die  Differentialgleichung 

(x^  -  3xy^)dx  +  {3x^y  -  y^)dy  =  0 
eine  Isothermenschar,  und  sie  hat  den  Multiplikator: 

i^'  +  yy 

Durch  Quadraturen  ermittelt  man  leicht  das  Integral: 

7-rT—-t:\  =-  konst. 

(«"  +  yy 

730.    Die    BnlerBOhe    Differentialgleloliimg.     Man 

versteht  hierunter  die  Differentialgleichung 

worin  die  Wurzeln  etwa  positiv  seien  und  k^  eine  positive 
Konstante  kleiner  als  Eins  bedeuten  soll.  Diese  Differential- 
gleichung bietet  die  schon  von  Euler  erkannte  Merkwürdigkeit, 
7M,  730] 
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daß  einerseits  die  Veränderlichen  in  ihr  getrennt  sind  und 
daß  sich  andererseits  ein  Multiplikator  ermitteln  läßt,  der  nicht 
bloß  eine  Eonstante  ist.  Mithin  kann  man  das  Integral  in 
zwei  Terschiedenen  Formen  darstellen,  und  daraus  fließt  ein 
wichtiger  Satz  über  die  Addition  elliptischer  Integrale. 

Da  die  Veränderlichen  x  und  y  in  (1)  getrennt  sind,  ge- 
nügt diejenige  Lösung  y^  die  fttr  a; »  0  den  willkürlichen  An- 
&ngswert  e  hat,  der  Gleichung 

f  dx  /        _dy Q 

0  » 

worin  das  erste  Integral  die  untere  Grenze  0,  das  zweite  Inte- 
gral die  untere  Grenze  £f  hat.  Das  zweite  Integral  kann  in  der 
Form 


/ dy  l[ dy 

jy(i^y^(i-**y^    JVÖ^y^Ci-Ä* 


y*) 


geschrieben  werden.  Dabei  dürfen  wir  im  letzten  Integranden 
y  durch  e  ersetzen.  Somit  folgt:  Diejenige  Lösung  y  der 
Differentialgleichung  (1),  die  für  a; »  0  den  Anfangswerl  z  half 
genügt  der  Gleichung: 

(9\  r  dx  i  dy  r  dx 

l/V(i-5^(T^~i^   jW^^yW^W)  Vi/(i^^^öä^=^" 

0  0  0 

Hier  treten  nach  Nr.  445  drei  elliptische  Normalintegrale  erster 
Gattung  mit  demselben  Modul  k  auf. 

Um  nun  den  erwähnten  Multiplikator  zu  ermitteln,  setzen 
wir  zur  Abkürzung: 

(3)  X  =  (1  -  a^)  (1  -  *»««),     r  =  (1  -  y«)  (1  -  kY), 
sodaß  die  Differentialgleichung  (1)  die  Form  annimmt: 

(4)  -^  +  -A  =•  0. 

Multipliziert  man  sie  mit  YX  Y^  ^^^  einer  Funktion  T, 
deren  geeignete  Wahl  noch  vorbehalten  bleibe,  so  kommt: 

TyYdx  +  TYXdy^O. 
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Nun  ist  aber  fQr  irgend  drei  Fonktionen  X^  Y  und  T  Ton 
X  und  y  stets: 

Xy^dx  -  d(xT-/Y)  -  -^^  dF-  a;/rdr, 

sodaß  die  Differentialgleichung  die  Form  erhält: 
(5)  -^^d(xTVY  +  yTVX)^ 

-  ^.^  dX  +  -^  dY+(xyT  +  yVXJ  ^ . 

Nach  (8)  ist  nun: 

dX 2«(1  +  *»  -  2ifc»«»)d«, 

rfr--2y(l  +  *»-2*»y»)rfy, 
und  wenn 

(«)  ^-  raw 

gewählt  wird,  kommt  außerdem: 

Demnach  hat  (f^  bzw.  dy  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung 
(5)  als  Koeffizienten  den  Wert^  der  aus 

^  - -n-Wy'- P**«y  >^  >^- 1  -  *•  +  2*«(a:»  +  y») - 

-  *»(1  +  ft«)*«y«] 

durch  Dividieren  mit'/X  bzw.  "^Y  hervorgeht.  Somit  ergibt 
sich  als  neue  Form  der  Differentialgleichung  diese: 

d{xT}/Y  +  yT]/X)  -  ST  (^  +  ^^  • 

Demnach  macht  die  Multiplikation  der  Eulerschen  Gleichung 
(1)  oder  (4)  mit  dem  Faktor  ST  die  linke  Seite  der  Gleichung 
zu  einem  yollstandigen  Differential,  nämlich  zu  dem  yon 
a:r)/T+  yT^X,  d.  h.  ST  ist  ein  MtdUplikaior  der  Euler- 
schen Differentialgleichung  (1)  und 

xTyY+yTy^'^  honst 

ein  Integral.  SoU  das  Integral  insbesondere  y  als  diejenige  Lö- 
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8ung  definieren,  die  für  X'^O  den  Anfangswert  g  hat,  so  ist 
die  Integrationskonstante  gleich  g  zn  wählen.  Also  wird  die 
Losnng  implizite  gegeben  durch  die  Gleichung: 

W^en  der  Bedeutungen  (3)  und  (6)  der  Funktionen  X^  Y 
und  T  ist  diese  Gleichung  in  o;,  y  und  0  (ügdjtaisch  (ygl. 
Nr.  6)y  nämlich  diese: 


Da  aber  die  Differentialgleichung  (1)  nach  Satz  8,  Nr.  695, 
nur  eine  Lösung  y  bat,  der  für  o; «  0  der  Anfangswert  e  zu- 
konmit,  ist  der  Schluß  zu  ziehen,  daß  die  Gleichungen  (2) 
und  (7)  diesäbe  Funktion  y  von  x  implizite  definieren.  Hier- 
aus folgt  der 

Satz  16:  Die  Summe  des  von  0  bis  x  und  des  von  0  bis  y 
erstreckten  elliptischen  Normalintegrdls  erster  Gattung 

r  dx  r dy 

J  V(l-a:«)(l-*«a:«)      J  l/(i  -  y*)  {1  -  k'y^ 

ist  wiederum  ein  elliptisches  Normalintegral  erster  Gattung 

M 

dz 


J 


0 

und  etear  ist  die  obere  Grenze  g  dieses  Integrals  die  algd>raiscihe 
Funktion  von  x  und  y: 


X  V(i  -  y •)  (1  -  ^  V)  +  y  T/(i  -  g«)  (1  -  y^x^ 


1  —  k^x^y^ 

Dies  ist  das  Evdersche  Additionstkeorem  für  die  eUipHschen 
Normdlintegräle  erster  Gattung. 

Insbesondere  wird  das  bis  x  erstreckte  elliptische  Normal- 
integral erster  Gattung  gleich 

arc  sin  x    bzw.  i  In  ^        f 

.-*       1  —  X 

wenn  der  Modul  k  gleich  Null  oder  Eins  wird  (nach  Nr.  449, 
450).    Daher  gelten  die  Additionstheoreme: 

arc  sin  x  +  arc  sin  y  —  arc  sin  z, 

[780 
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wenn 


ist;  und: 


wenn 


xylT-  y*  +  y  V^—  x^  ^z 

In  ^~-  +  In  T—^-^  =  In  ~^— 


l+a;y 

ist.  Das  erste  besagt  nichts  anderes  als  die  bekannte  Formel 
der  Goniometrie  für  den  Sinus  einer  Summe  und  das  zweite 
nichts  anderes  als  den  Satz,  nach  dem  der  Logarithmus  eines 
Produktes  gleich  der  Summe  der  Logarithmen  der  Faktoren  ist. 


§  4.  Infinitesimale  Transformationen 
gewöhnlicher  DiflTerentialgleichungen  erster  Ordnung.') 

731.  Oruppeneigenschaft  der  Lösungen  des  Sy- 
stems dxidt^  ^(x^y),  dyidt^ri{Xjy).  Die  yoxl  Euler 
entwickelte  Theorie  der  Multiplikatoren  ist  analytisch^  denn 
auch  die  geometrische  Deutung  der  Multiplikatoren  (siehe 
Satz  5,  Nr.  613,  und  Nr.  727)  ist  nicht  frei  von  bloß  analy- 
tischen Bestandteilen.  Dieser  Theorie  stellt  sich  die  von  Lie 
entwickelte  Theorie  der  infinitesimalen  Transformaüonen  an  die 
Seite,  die  den  Vorteil  hat,  eine  geometrische  Auffassung  zuzu- 
lassen. Soweit  möglich,  soll  sie  hier  in  ihren  Grundzügen 
dargestellt  werden.  Die  nächsten  Nummern  dienen  zur  Vorbe- 
reitung, erst  in  Nr.  738  beginnt  die  Anwendung  auf  Integration 
gewöhnlicher  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

Vorerst  liege  ein  System  erster  Ordnung  yon  zwei  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen  in  der  Normalform  vor, 
und  zwar  ein  System,  dessen  reckte  Seiten  frei  von  der  unab- 
hängigen Veränderlichen  t  sind  und  mit  %{Xy  y)  und  iy(a?,  y) 
bezeichnet  seien.    Das  vorgelegte  System  sei  also: 

1)  Eb  ist  im  folgenden  dafür  gesorgt  worden,  daß  die  anf  die  in- 
finitesimalen Transformationen  bezüglichen  Paragraphen  und  Nummern, 
80  zunächst  dieser  §  4,  ohne  wesentliche  Störung  des  Yerstehens  des 
Übrigen  beiseite  gelassen  werden  können. 
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Wie  immer  (vgl.  Nr.  689)  beschranken  wir  uns  auf  Unter- 
suchongen  in  dem  Bereiche  des  Systems,  in  dem  die  Funk- 
tionen I  nnd  17  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster  Ord- 
nung stetig  sind.  Da  ^n  |  und  17  nicht  vorkommt,  beschränkt 
der  Bereich  die  Veränderliche  t  nicht,  sondern  nur  die  Werte- 
paare Xf  y.  Nach  Satz  7,  Nr.  693,  gibt  es  ein  und  nur  ein 
System  von  Lösungen  x  und  y,  die  für  einen  bestimmt  ge- 
wählten Anfangswert  t^  von  i  ebenfalls  bestimmt  gewählte 
An&ngswerte  x^  und  y^  haben.  Die  Lösungen  sind  dabei  in 
einem  Intervalle  um  t^  herum  stetige  Funktionen  von  t  mit 
stetigen  Ableitungen  erster  Ordnung;  außerdem  sind  sie  hin- 
sichtlich aller  vier  Werte  ^,  t^  x^  und  y^  stetig  und  mit  par- 
tiellen Ableitungen  erster  Ordnung  nach  ^q,  x^  und  y^  versehen. 

Das  Lösungensystem  hängt  außer  von  t  von  den  drei  will- 
kürlich gewählten  Anfangswerten  x^,  y^  nnd  t^  ab.  Aber  t^ 
tritt  nur  in  Verbindung  mit  t  in  der  Differenz  t  —  tQ  <mf 
Denn  wenn  t  — 1^=^  r  als  neue  unabhängige  Veränderliche  in 
(1)  eingeftlhrt  wird,  bleibt  das  System  (1)  ungeändert,  abge- 
sehen davon,  daß  dr  statt  dt  zu.  setzen  ist.  Weil  t  für  t  ^  t^ 
den  Wert  Null  annimmt,  muß  also  das  betrachtete  Lösungen- 
system mit  demjenigen  Lösungensystem  dieses  neuen  Systems 

(1)  übereinstimmen,  das  für  r  »  0  die  Anfangswerte  Xq  und  y^ 
hat,  also  nur  von  r  »  ^  —  ^q,  Xq  und  y^  abhängt.  Hiernach 
hat  das  allgemeine  Lösungensystem  von  (1)  die  Form: 

(2)  X  =  (p{Xq,  yo;  ^  "  ^oX  V  =  ^(^0^  Vof  *  -  ^o)- 

Wird  für  t  ein  hestimmter  Wert  t^  gesetzt,  so  mögen  x  und  y 
die  Werte  x^  und  y^  annehmen: 

(3)  a?!  -  9(a;o,  yo>  k  -  k)y  Vi  ^  ^('^o;  «/o;  k  -  Q- 

Dasjenige  Lösungensystem  von  (1),  das  für  t=-t^  die  Anfangs- 
werte x^  und  y^  hat,  muß  die  Form  haben,  die  aus  (2)  hervor- 
geht, wenn  x^^  y^  und  t^  durch  a?^,  y^  und  t^  ersetzt  werden: 

Sowohl  das  Lösungensystem  (2)  als  auch  dies  neue  Lö- 
sungensystem  nimmt  für  t  ^i^  die  Werte  x^  und  y^  an;  es 
gibt  aber  nur  eines,  das  für  t^^t^  gerade  diese  Werte  hat. 
Wenn  also  für  t  irgend  ein  anderer  bestimmter  Wert  t^  ge- 
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wählt  wird,  liefern  die  neuen  Oleichangen  daaselbe  Wertepaar 
wie  die  Oleichungen  (2),  d.  h.  wenn 

(4)       rcj,  -  9>  (a?!,  yi,  t^  -  ^i),  y,  =  ^{x^,  y^,  ^  -  ^) 

ist,  wird  auch 

(6)       x^--V (iTo,  yo,  ^«  -  0>  y«  ==  *(a?o;  yo>  ^  -  O- 

DwrcÄ  Einsetzen  der  Werte  (3)  wn  x^  und  y^  in  (4)  müssen 
somit  die  Werte  (4)  in  die  Werte  (5)  übergehen.  Diese  Eigen- 
tümlichkeit der  Funktionen  9  und  V'  heißt  ihre  Gruppeneigen- 
schaft] was  das  bedeutet,  soll  aber  erst  in  der  nächsten  Nummer 
erörtert  werden. 

Das  Schlußyerfahren  läßt  sich  ebenso  um  beliebig  viele 
Schritte  weiter  f&hren.    Wenn  also  nacheinander 


(6) 


Xi  —  ^(«0,  yo>  ^1 

-u 

«»  =  fi-^if  Pu  ^ 

-hl 

Xf  —  q)(Xf,  y„  tf 

-h), 

^»  ""VC^«-!?  yn-1,^«  —  ^»- 1),  yn  —  ^(i»«_l,y«- 1,  <«  — t»-.  1) 

gesetzt  und  darauf  das  Wertepaar  x^ ,  y^  aus  den  beiden  ersten 
Gleichungen  in  die  beiden  nächsten  Gleichungen,  alsdann  das 
hervorgehende  Wertepaar  2;,,  y,  in  die  folgenden  beiden  Glei- 
chungen usw.  substituiert  wird,  muß  schließlich  das  Wertepaar 
hervorgehen: 

(7)        x^  =  tp{x^,  yo,  t^  -  <o),  y^  -  ^(aTo,  yo,  K  -  ^o)- 

Dabei  ist  t^  auf  ein  Intervall  |^i  —  ^ol  ^^o>  ^  ^^^  ®^^  Inter- 
vall \t^-  ^il^^i  usw.  beschränkt,  wobei  \y  Kf  - ' '  s&mtlich 
von  Null  verschieden  sind.  In  ganz  entsprechender  Weise,  ^ 
wie  es  in  Nr.  705  bei  einer  einzigen  Differentialgleiohung  aus- 
einander gesetzt  wurde,  folgert  man  aber  auch  hier  leicht,  daß 
die  Anzahl  der  erlaubten  Schlußfolgerungen  (6)  dabei  nur  in- 
soweit beschränkt  ist,  als  der  Bereich  des  Systems  (1)  von  den 
gefundenen  Stellen  (x^,  y^),  (a?2,  y«),  •  •  •  (^«;  yj  nicht  verlassen 
werden  darf.  Die  Yergleichung  von  (7)  mit  (2)  lehrt  also: 
Die  Gleichungen  (2)  >stellen  das  allgemeine  Losungensystem 
von  (1)  nicht  nur  in  dem  beschränkten  Intervalle  |^  ^  ^ol  ^^0 
vor,  sondern  t  darf  darin  von  ^o  &n  solange  beständig  wachsen 
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oder  bestandig  abnehmen,  als  die  zugehörige  Stelle  (x^  y)  noch 
innerhalb  des  Bereiches  liegt.    Somit  gilt  der 

Satg  17:  Es  liege  ein  System  erster  Ordnung  von  zwei  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen 

tfor,  wobei  S,  r^,  |,,  6y,  %^  %  innerhalb  eines  Bereiches  stetige 
FtmlMonen  von  x  und  y  allein  seien.  Bas  allgemeine  Lösungen- 
System,  das  für  einen  beliebig,  aber  bestimmt  gewählten  Anfangs- 
wert t^  von  t  irgendwdche  bestimmte  Änfangswerte  x^  und  y^ 
innerhalb  des  Bereiches  annimmt,  besteht  aus  Funktionen  von  x^ 
und  y^  und  t  —  t^  ailein: 

und  t  darf  darin  von  t^  an  beständig  wachsend  oder  beständig 
abnehmend  soweit  variieren,  als  das  zugehörige  Wertepaar  x,  y 
nodi  dem  Bereiche  angehört.  Das  Lösungensystem  hat  die 
Gruppeneigenschaft,  d.  h.  die  Substitution  der  Werte 

gibt  stets: 

782.  Oeometrisohe  Bedentnng  der  Omppeneigeii- 
eohaft.  Werden  x  und  y  als  Koordinaten  in  der  Ebene  ge- 
deutet, so  stellt  das  Lösnngensystem 

(1)  a:-ijp(aro,yo;  ^-'0);    y  =  *(^o;  Vo.  ^- O 

die  Tom  Punkte  (xq,  y^)  oder  M^  ausgehende  Integraikurve  Je 
des  Systems 

(2)  j'-K^,»),   ^^''v(^,y) 

dar.    Zu  jedem  Werte  von  t  gehört  ein  Punkt  {x,  y)  oder  M 
dieser  Kurve  h,  zu  t^  der  Punkt  üfg  selbst. 

Wird  nun  ^  —  ^0  bestimmt  gewählt,  aber  der  Punkt  M^^  oder 
{p^  yo)  Teranderlich  gelassen,  so  ordnen  die  Gleichungen  (1)  jedem 
Punkte  Mq  oder  {Xq,  y^)  einen  neuen  PurM  M  oder  (x,  y)  zu. 
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Fig.  87. 


Dies  soll  Fig.  27  andeuten,  worin  wir  statt  M^  mehrere 
Punkte  Jtfj),  Mq\  M^\  . .  .  angenommen  haben,  um  die  Ver- 
änderlichkeit  des   Punktes  M^   zu  betonen.     Zu  jedem  dieser 

Punkte  wird  yermöge  (1)  ein 

neuer  Punkt  Jtf)  JM',  M'\ 

zugeordnet.  Dabei  liegt  M 
auf  der  von  M^  ausgehenden 
Integralkurve  h,  M'  auf  der 
von  M^  ausgehenden  Integral- 
kurve V,  usw. 

Umgekehrt  behaupten 
wir:  Wird  irgend  ein  Punkt  M 
oder  (x,  y)  ausgewählt,  so  gibt  es  einen  Punkt  Mq  oder  (x^,  y^), 
dem  er  vermöge  (1)  zugeordnet  ist,  d.  h.:  Die  Gleichungen  (1) 
sind  nach  Xq  und  y^  auflösbar. 

Dies  folgt  sofort  aus  dem  letzten  Satze.  Wenn  nämlich 
darin  ^  =»  ^q  angenommen  wird,  sind  x^  uod  y^  nach  der  letzten 
Formelreihe  des  Satzes  nichts  anderes  als  x^  und  y^  selbst,  so 
daß  also  das  vorletzte  Formelpaar  gibt: 

und  zwar  als  Folge  des  vorhergehenden  Formelpaares: 

Dies  aber  bedeutet:  Die  Auflosungen  der  Gleichungen  (1)  nach 
Xq  und  y^  lauten: 

(3)  x^^^^fi^.yyto-t),   yo  =  *(^;y7  ^0  — 0. 

Diese  Gleichungen  liefern  denjenigen  Punkt  M^  oder  (x^,  y^), 
dem  irgend  ein  Punkt  M  oder  {x,  y)  vermöge  (1)  bei  gegebenem 
Werte  von  t  —  t^  zugeordnet  ist. 

Eine  umkehrbare  Zuordnung  von  Punkten  M  zu  Punkten 
Mq  heißt  ganz  allgemein  eine  Punkt-Transformationy  analytisch 
eine  Transformation  der  Wertepaare  x,  y.  Die  Gleichungen  (1) 
stellen  nun  aber  für  jeden  einzelnen  bestimmten  Wert  von 
t  —  tf^  eine  gewisse  Transformation  dar;  mithin  liegt  eine  Schar 
von  Transformationen  vor.  Sie  wird  einfach  unendlich  genannt, 
weil  die  Auswahl  einer  bestimmten  Transformation  der  Schar 
von  der  Wahl  des  Wertes  einer  einzigen  Größe  t  ~  t^  abhängt, 
die  man  als  den  Parameter  der  Schar  bezeichnet.    Insbesondere 
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ergibt  sich,  wenn  t  —  tQ^O  gewählt  wird,  aus  (1)  einfach 
x^  Xq  und  y  «-  y^,  d.  h.  die  zu  ^  —  ^^^  —  0  gehörige  Transfor- 
mation ordnet  jedem  Punkte  M^  den  Punkt  M^  selbst  zu.  Sie 
heißt  die  identische  Transformatianf  die  alles  in  Ruhe  läßt. 

Weil  i  in  (1)  nur  in  der  Differenz  t  —  t^  Yorkoromt,  wird 
es  bequemer  sein,  diese  Differenz  mit  t  zu  bezeichnen,  so  da& 
die  Gleichungen 

• 

die  Schar  der  Transformationen  darstellen.  Diejenige  Trans- 
formation der  Schar,  die  zu  irgend  einem  Werte  r  gehört,  sei 
mit  X^  bezeichnet.  Dann  bedeutet  %q  die  identische  Transfor- 
mation. 

Nach  (3)  sind 

(5)  x^  =  q>(x,  y,  -  t),     y^  -  ^(x,  y,  -  t) 

die  Auflösungen  der  Gleichungen  (4)  nach  x^  und  y^.  Wird 
aber  in  (4)  statt  r  der  entgegengesetzte  Wert  —  t  eingesetzt, 
so  ergibt  sich  die  Transformation  %^t' 

und  ihre  Yergleichung  mit  (5)  lehrt,  daß  sie  gerade  das  Ent- 
g^engesetzte  bewirkt  wie  %^.  Denn  wenn  %^  den  Punkt  M^ 
in  den  Punkt  M  transformiert,  fährt  Z_^  den  Punkt  M  nach 
Mq  zurück.   Daher  heißt  %^^  die  ssu  %^  inverse  Transformation. 

Es  ist  vielleicht  nicht  überflüssig  zu  bemerken,  daß  es  für 
die  geometrische  Natur  der  Transformationen  ganz  gleichgültig 
ist,  wie  man  die  Koordinaten  der  ursprünglichen  und  die  der 
neuen  Punkte  bezeichnet,  wenn  man  nur  an  der  Kegel  festhält, 
daß  die  auf  der  Unken  Seite  der  Gleichungen  stehenden  Größen 
die  Koordinaten  der  neuen  Punkte  sein  sollen. 

Da  t  —t^^x  gesetzt  worden  war,  stellt  sich  die  in  Satz  17 
der  letzten  Nummer  ausgesprochene  Gruppeneigenschaft ^  sobald 
^  —  <Q  —  Tj,  t^  —  ti^t%y  also  ^  —  ^0  —  ''i  +  '^2  gesetzt  wird, 
so  dar: 

Wenn  die  Werte 

(6)  ^1  =  9(^0;  yo>  ^j);  yi=-*(yo>yo7^i) 

in  die  Gleichungen 

(7)  a:,-"9(a:i,  yi,T,),    y,  -  ^(a^j,  y^,  r,) 
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eingeseM  werden,  gehen  die  Olekhungen  hervor: 


^j'"' 9^(^07  yo^-^i  +  ^s)»     Vi  -  H^oy  yo7  ^i  +  ^f)' 


Fig.  S8. 


(8) 

Die  Oleichungen  (6)  stellen  die  Transformation  Xr.,  die 
Gleichungen  (7)  die  Transformation  %t^  und  die  Gleichungen  (8) 
die  Transformation  %t^-^t^  vor.  Zt^  führt  den  beliebig  gewählten 
Punkt  M^  oder  (xq,  y^)  in  den  Punkt  M^  oder  {x^y  y^)  über, 

weiterhin  transformiert  Z«^ 
den  Punkt  Jf^  in  d^n  Punkt  üf, 
oder  {x^,  y^),  und  die  Glei- 
chungen (8)  besagen  nun, 
daB  M^  auch  unmittelbar  aus 
Mq  durch  die  Ausübung  einer 
einzigen  Transformation,  näm- 
lich %t^-\-u,  herrorgeht;  und 
Bwar  gilt  dies,  tco  auch  der 
ursprüngliche  Punkt  M^  gewählt  sein  mag.  Vgl.  Fig.  28,  worin 
wieder  zum  Ausdrucke  der  beliebigen  Annahme  des  Punktes  M^, 
statt  seiner  mehrere  Punkte  Jf^,  M^',  M^\  .  .  .  angenommen 
worden  sind.  Dabei  liegen  M^  und  M^  auf  der  von  M^  aus- 
gehenden Integralkunre  7c,  ebenso  M^  und  M^  auf  der  von  M^ 
ausgehenden  Integralkurve  Tc\  usw. 

Die  Gruppeneigenschafb  bedeutet  hiemach:  Die  Aufein- 
anderfolge irgend  zweier  Transformationen  X«^  und  Xr«  der 
Schar  liefert  dasselbe  Endergebnis  wie  eine  einzige  Transfor- 
mation der  Schar,  nämlich  dasselbe  wie  Xr^+r..  Dies  spricht 
man  kürzer  so  aus:  Die  Aufeinanderfolge  der  Transformationen 
%t^  und  %t^  ist  mit  der  Transformation  Xr^+ ^.  äquivalent.  Deshalb 
heißt  die  durch  (4)  dargestellte  Schar  yon  Transformationen 
eine  Gruppe  von  Transformationen.  JUgemein  nämlich  wird 
eine  Schar  von  Operationen  eine  Gruppe  genannt,  sobald  stds 
die  Aufeinanderfolge  irgend  eweier  Operationen  der  Schar  das- 
selbe Endergebnis  liefert  wie  eine  gewisse  einzige  Operation  der- 
selben Schar. 

Ob  zuerst  X«^  und  danach  X«.  ausgeführt  wird  oder  um- 
gekehrt zuerst  Xr,  und  dann  Xt^,  ist  gleichgültig,  denn  beide 
Aufeinanderfolgen  sind  wegen  rj-f-r,  «-ir,-!-*!  mit  der  Trans- 
formation Xf,4«,  äquivalent.  Man  sagt  deshalb:  die  Transfor- 
7S«] 
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mationen  der  hier  beiTachteten  Gruppe  sind  paarweise  ver- 
tausdibar.  Da  femer  alle  Transformationen  der  Gruppe  irgend 
einen  Punkt  M^  stets  nur  in  Punkte  einer  und  derselben  Kurve, 
nämlich  der  von  M^  ausgehenden  Integralkur ?e  k^  überführen, 
heißen  die  Integralkuryen  die  Bahnkut'ven  der  Gruppe. 

Oh  t  —  t^  mit  r  bezeichnet  oder  t^^O  gesetzt  und  die  Be- 
zeichnung t  beibehalten  wird,  ist  gleichgültig.  Deshalb  fassen 
wir  die  Ergebnisse  so  zusammen: 

Satß  18:  Innerhalb  eines  Bereiches,  in  dem  sich  die  Funk- 
tionen g  und  1}  von  x  und  y  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  stetig  verhalten,  sei  dasjenige  allgemeine  Lösungen- 
sjfstem  des  Systems 

das  für  t^O  die  Anfangswerte  x^  und  y^  hat,  durdi  die  Gtei" 
dtungen  ausgedrückt: 

Diese  Gleichungen  steUen .  fwr  jeden  bestimmten  Wert  t  eine 
Tranrformation  %f  der  Wertepaare  x^,  y^  oder  Punkte  (x^,  y^) 
in  neue  Weriepaare  x,  y  oder  Punkte  {x,  y)  dar.  Die  einfach 
unendliche  Schar  aUer  TransformaMonen  %^  büdet  eine  Gruppe, 
indem  nämlich  die  Aufeinanderfolge  irgend  zweier  Transforma- 
tionen %t^  und  X/,  der  Schar  stets  äquivalent  ist  mit  der  TranS" 
formaüon  %t^^-t^  derselben  Schar.  Die  Gruppe  enthalt  die  iden- 
tische Transformation  %q  sowie  zu  jeder  Transformation  %^  die 
inverse%_^.  Außerdem  sind  ihre  Transformationen  vertauschbar. 
Die  Bahnkurven  der  Gruppe  sind  die  Integralkurven  des  vor- 
gelegten Systems  von  Differentialgleichungen. 

783.  B«üqpiele.  Zunächst  geben  wir  zwei  in  geome- 
trischer Hinsicht  besonders  einfache  Beispiele. 

1.  Beispiel:  Das  System 

iw  dx  dy 

(1)  -di''-y>  dt-'' 

wurde  in  dem  Beispiele  von  Nr.  677  in  der  Form  x—  (7cos(^-J-c), 
y  —  (7sin  (^  +  e)  integriert.  Soll  das  Lösungensystem  f ür  ^  »  0 
die  Werte  x^  und  y^  haben,  so  muß  Ocos  c  »  x^  und  Csino  »  y^ 
gesetzt  werden,  so  daß  kommt: 

(2)  a;  «  a:<j  cosit  —  y^  sinf ,    y  —  ar©  sin^  +  y^  cos  t. 
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Sind  X  und  y  rechtwinklige  Koordinaten  in  der  Ebene,  so  ord- 
nen die  Gleichungen  (2)  für  einen  bestimmt  gewählten  Wert 
von  t  irgend  einem  Punkte  M^  denjenigen  Punkt  M  zu,  der 
aus  Mq  durch  Drehung  des  Radiusrektors  OM^  um  den  Win- 
kel t  hervorgeht.  Die 
Gruppe  (2)  besieht 
demnach  aus  allen 
Drdmngen  um  den 
Anfangspunkt  O. 
Hier  leuchtet  nun 
die  Gruppeneigen- 
schaft sofort  ein,  da 
die  Aufeinanderfolge 
der  Drehungen  um 
0  mit  den  Winkeln 
t^  und  ^  der  Drehung  mit  dem  Winkel  ^i  +  ^  äquivalent  ist, 
siehe  Fig.  29.  Die  Bahnkurven  sind  die  Kreise  mit  dem  Mittel- 
punkte 0,  die  ja  nach  Nr.  677  in  der  Tat  zugleich  die  Inte- 
gralkurven des  Systems  (1)  vorstellen. 

2,  Beispiel:  Die  Integration  des  Systems 


Fig   29. 


(3) 


dx 

dt  ~  ^J 


dy 
dt 


gibt  nach  (10)  in  Nr.  694,  worin,  wie  gesagt,  t 
ersetzt  werden  darf: 

(4) 


^0  durch  t 


X 


^0^7    y  —  Vo^' 


Diese  Werte  sind  gleich  x^^  und  y^  für  ^  -—  0.  Für  jeden  be- 
stimmten Wert  von  i  stellen  die  Gleichungen  (4)  eine  ähn- 
liche Vergrößerung  der  Ebene  vom  Anfangspunkte  0  aus  (ohne 

Drehung)  dar,  indem  ein 
Punkt  Mq  vermöge  (4)  in 
denjenigen  Punkt  Jlf  über- 
geht, dessen  Radiusvektor 
OM  auf  OMq  liegt  und 
das    e'- fache    von    OM. 


0 


Vig.  80. 


beträgt  (siehe  Fig.  30). 
Diese  Transformation  heißt 
eine  Streckung  von  0  aus 
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Die  GriippeneigeQScbaft  der  Schar  aller  Streckungen  von  0  aus 
erbellt  sofort:  Werden  luLmlich  zunächst  alle  Radienyektoren 
mit  a^  alsdann  die  hervorgehenden  Badienvektoren  mit  b  mul- 
tipliadert,  so  ist  das  Ergebnis  dasselbe,  als  wenn  alle  Radien- 
Tektoren  sofort  mit  ab  multipliziert  worden  wären.  Die  Bahn- 
knrren  sind  alle  Strahlen  von  0  aus,  was  damit  im  Einklänge 
steht,  daß  diese  Strahlen  nach  Nr.  694  die  Integralkuryen  des 
Systems  (3)  bilden. 

Es  ist  nun  nützlich,  auch  an  einem  Beispiele  zu  zeigen, 
daß  nicht  jede  einfach  unendliche  Schar  von  Transformaiionen 
eine  Gruppe  bildet.    Dazu  diene  das 

3.  Beispiel:  Die  Oleichungen: 

(5)  X  =  X^{t  +1),     y^y^  +  t 

stellen  f&r  jeden  Wert  von  t  eine  Transformation  vor,  ins- 
besondere für  ^  »-  0  die  identische:  x^  x^  und  y  »  y^.  Um  zu 
untersuchen,  ob  die  Transformationen  (5)  eine  Gruppe  bilden, 
steUt  man  entsprechend  den  Gleichungen  (6)  und  (7)  der 
Torigen  Nummer  die  Gleichungen 

^1  =- ^o(^i  +  1),   yi«yo  +  ^n 

a:, -a?i(<j  +  l),    y,  =  yi  +  ^2 
auf  und  setzt  x^  und  y^  aus  den  beiden  ersten  in  die  beiden 
letzten  ein.     Dann  kommt: 

^t  ^  ^o(^^  +  ^  +  ^1  + 1),   y«  -  »0  +  ^  +  ^• 

Aber  es  gibt  keinen  Wert  von  ^,  für  den  dies  eine  Transforma- 
tion der  Schar  (5),  d.  h.  ein  Gleichungensystem  von  der  Form 

wäre,  denn  die  herrorgehenden  Bedingungen  ^ »  ^i^  +  i^i  +  ^s 
und  i  ^ti  +t^  widersprechen  einander,  wenn  t^  und  t^  beliebig 
gewählt  worden  sind.  Demnach  ist  die  Schar  (5)  Jceine  Gruppe. 
Sie  steUt  in  der  Tat  gar  nicht  das  Lösungensystem  eines 
Systems  Yon  Differentialgleichungen 

d«  ""  *'     d/  ""  ^ 
dar,  dessen  rechte  Seiten  £  und  r^  von  t  frei  sind.    Denn  aus 
(5)  ergibt  sich  durch  Differentiation  nach  t 

dt      ^«^     dt       ^ 
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oder^  wenn  x^  mittels  (5)  eliminiert  wird: 

dt       t+V     dt         ' 

und  hier  ist  die  rechte  Seite  der  ersten  Gleichung  nicht  frei  von  L 
Da  die  Bestätigung  der  Gruppeneigenschaft  nicht  immer 

geometrisch   so   einleuchtend   wie   in   den   beiden  ersten  Bei* 

spielen  ist^  soU  noch  ein  Beispiel  gegeben  werden^  in  dem  dies 

analytisch  zu  zeigen  ist. 

4,  Beispiel:  Die  erste  Gleichung  des  Systems 

gibt: 

— =-  =»  di^    d.  h. ■■  ^f 

wenn  x  ^  x^  für  ^  «  0  sein  soU.     Hieraus  folgt  zunächst: 

Wird  dieser  Wert  in  die  zweite  Gleichung  (6)  eingefOhrt,  so 

kommt: 

ji  — x^dt 

also  durch  Quadratur,  wenn  y  ^  y^  für  t^  t^  sein  soll: 

Iny  —  Inyo  =-  —  ln(l  —  x^t). 
Berechnet  man  hieraus  noch  y^  so  ergibt  sich  schließlich 

als  dasjenige  Lösungensystem,  das  für  ^  »  0  die  Anfangswerie 
Xq  und  y^  hat.  Zur  Bestätigung  der  Gruppeneigenschaft  werden 
nun  die  Gleichungen  gebildet: 

und  die  Werte  yon  x^  und  y^  aus  den  beiden  ersten  in  die 
beiden  letzten  eingesetzt.    Dann  kommt: 

Diese  Gleichungen  stellen  in  der  Tat  eine  Transformation  der 
Scliar  (7)  dar,  nämlich  die  zu  t^ti  +  t^  gehörige. 
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73^  BingUedrlge  Omppe  und  thrß  inflnitMliiiale 
TIraiiflformatioiL  Wie  bisher  betrachten  wir  die  Ornppe  von 
Transformationen,  die  durch  dasjenige  allgemeine  Lösongen- 
system 

(1)  ^  =»  9(^0?  »o;  0^     y'-*(^o;»o;0 

des  Systems  erster  Ordnung 

(2)  ^-5(*,y),   ^-vi^,y) 

dargestellt  wird,  das  für  ^ «  0  die  beliebig  angenommenen  An- 
fangswerte  x^  und  y^  hat. 

Man  kann  sagen,  daß  die  Gruppe  vom  System  (2)  erzeugt 
wird,  und  dabei  kann  man  der  Art  der  Erzeugung  eine  geome- 
trische Deutung  beilegen,  wenn  man  die  Betrachtung  unendlich 
kleiner  oder  infinitesimaler  Größen  zuläßt.  Daß  soll  hier  vor- 
übergehend  geschehen,  und  zwar  deshalb,  weil  nur  so  eine  yon 
lAe  eingeführte  Bezeichnung  verständlich  wird. 

Ein  Wert  t^  Ton  t  sei  bestimmt  gewählt;  er  werde  in  be- 
liebig viele,  etwa  in  n  Teile  z/^^,  zf^t,  ...  ^t^t  zerlegt: 

(3)  t^-^J^t  +  J^t  +  '-'  +  JJ. 

Zu  jeder  Große  ^^t,  /l^ty  ,  .  .  JJi  gehört  eine  Transformation 

(4)  ^Jxh    ^^^t)  •  •  •  ^^«' 

der  Gruppe.  Die  Aufeinanderfolge  der  beiden  ersten  ist  mit 
der  zu  ^^t  +  ^^t  gehörigen  Transformation  der  Gruppe  äqui- 
valent; die  Aufeinanderfolge  der  drei  ersten  ist  mit  der  zu 
/JJ  +  J^t  +  jd^t  gehörigen  Transformation  der  Gruppe  äqui- 
valent, usw.  Schließlich  ergibt  sich,  daß  die  Aufeinanderfolge 
aller  n  Transformationen  (4)  mit  derjenigen  Transformation  der 
Gruppe  äquivalent  ist,  die  zur  Summe  t^  aller  Teilbeträge  Jt 
gehört,  d.  h.  mit  der  Transformation  Xt^- 

Wenn  nun  alle  Teile  ^t  dasselbe  Vorzeichen  wie  t^  haben 
und  nach  Null  streben,  demgemäß  ihre  Anzahl  n  über  jede 
Zahl  wächst,  streben  alle  einzelnen  n  Transformationen  nach 
sogenannten  infinüesimälen  Transformationen^  nämlich  nach 
solchen,  bei  denen  der  Parameter  nach  Null  strebt,  und  die 
Transformation  %t^  der  Gruppe  erscheint  bei  dieser  Au&ssung 
als  das  Erzeugnis  der  Aufeinanderfolge  einer  endlosen  Reihe 
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von  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe.  Wir  werden 
sogleich  erkennen^  daß  diese  infinitesimalen  Transformationen 
sämtlich  denselben  analytischen  Ansdmck  haben^  so  daß  wir 
zu  der  Auffassung  der  ganzen  Gruppe  als  des  Erzeugnisses  einer 
infinitesimalen  TransfomuUion  gelangen. 

Daß  in  der  Tat  alle  jene  infinitesimalen  Transformationen 
denselben  analytischen  Ausdruck  haben^  sieht  man  so  ein:  Es 
möge  eine  Summe  von  Teilwerten  ^d^t,  ^^i,  ...  bis  zu  einem 
gewissen  Teilwerte  gleich  t  sein^  und  ^t  sei  der  nächste  Teil- 
wert. Die  Aufeinanderfolge  der  zu  jenen  zuerst  genannten  Teil- 
werten gehörigen  Transformationen  der  Gruppe  ist  mit  der 
Transformation  %^  äquivalent;  nachher  ist  noch  die  Transforma- 
tion %jt  auszufahren.  Nun  sei  der  Punkt  {x^y  y^  vermöge  %^ 
in  den  Punkt  {x,  y)  und  dieser  Punkt  (a:,  y)  vermöge  %jt 
weiterhin  in  den  Punkt  {x -^^  /Ix^y  -\-  Jy)  übergegangen.  Es 
bestehen  dann  für  x  und  y  die  Gleichungen  (1).  Da  die  Auf- 
einanderfolge von  %^  und  %jt  mit  der  zu  t  +  j4t  gehörigen 
Transformation  äquivalent  ist  und  den  Punkt  {x^j  y^)  in  den 
Punkt  {x  +  ^x,  y  +  z/y)  verwandelt,  bestehen  femer  die 
Gleichungen: 

x  +  Jx^  ip{xo,  y^y  t  +  Jt),    y  +  jdy^  t{x^y  y^y  t  +  Jt), 
Zieht  man  hiervon  die  Gleichungen  (1)  ab,  so  kommt: 

^x  =  (p{xQy  y^y  i  +  Jt)-  q>{x^y  y^y  t)y 

Bei  der  Transformation  %jt  erfahren  also  die  Koordinaten 
eines  Punktes  (Xy  y)  diese  Zunahmen  ^x  und  /4y.  Nun  ergibt 
sich  für  lim-^r=0: 

lim  — -  =  ^y(^o»yo^^)    lim ^y  «=  <^^(^oi yo>o 

d.  h.  weil  n;»9),  j/  «  ^  die  Lösungen  des  Systems  (2)  bedeuten: 

(6)  Hm  ~£  «  i{Xy  y)y      lim  ^  -  ij(ir,  y). 

Sobald  also  ^t  nach  Null  strebt,  erfahren  x  und  y  bei  der 
Transformation  %j(  zwar  auch  nach  Null  strebende  Zunahmen, 
aber  die  Quotienten  aus  diesen  Zunahmen  und  aus  /4  t  streben 
nach  den  bestimmten  endlichen  Werten  S(x,  y)  und  17(0;,  y).  Die 
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Gleichungen  (6)  sind  der  analytische  Ausdruck  der  infinitesimalen 
Transformation.  Wenn  man  nnter  8Xj  Sy,  dt  anendlich  kleine 
Großen  versteht,  kann  man  diese  Transformation  nach  Lie 
so  ausdrücken: 

(7)  dx^i(x,y)öt,    8y^ri{x,y)dt 

Die  Gleichungen  (7)  sind,  abgesehen  davon,  daß  hier  das 
Zeidien  8  statt  d  steht,  dieselben  Gleichungen  wie  die  des  vor- 
gelegten Systems  (2),  dem  also  hiermit  die  angekündigte  geo- 
metrische Deutung  als  Ausdruck  der  infinitesimalen  Transfor- 
mation der  Gruppe  gegeben  ist. 

Die  Gruppe  (1),  das  Erzeugnis  der  infinitesimalen  Trans* 
formation  (7)  oder  des  Systems  (2),  bezeichnet  man  als  eine 
eingliedrige  Gruppe.  Es  gibt  nämlich  auch  Gruppen,  die  aas 
mehrfach  unendlichen  Scharen  von  Transformationen  bestehen 
und  von  mehreren  verschiedenen  infinitesimalen  Transforma- 
tionen erzeugt  werden. 

Es  ist  nützlich,  diejenige  anschauliche  Deutung  zu  er- 
wähnen, die  man  von  der  eingliedrigen  Gruppe  erhalt,  wenn 
man  t  als  das  Maß  der  Zeit  auffaßt.  Dann  stellen  die  Glei- 
chtmgen  (1)  eine  stationäre  Strömung  in  der  Ebene  dar  (vgl. 
Nr.  666).  Bei  ihr  beschreiben  alle  Punkte  Stromlinienf  nämlich 
die  Bahnkurven  der  Grappe  oder  Integralkurven  des  Systems 
(2).  Da  der  zar  Zeit  t  an  der  Stelle  (x,  y)  gelegene  Punkt  im 
nächsten  Zeitteilchen  ^t  in  den  Punkt  (x  +  ^Xy  y  +  ^y)  über- 
gehty  zeigen  die  Gleichungen  (6),  daß  \  und  17  die  Komponen- 
ten der  Geschunndigkeit  der  Strömung  an  der  Stelle  (x,  y)  sind, 
die,  wie  es  bei  jeder  stationären  Strömung  der  Fall  ist,  nur 
vom  Orte  (x,  y)  und  nicht  von  der  Zeit  t  abhängen  (vgl.  Nr.  678). 

786.  Symbol  der  inflnltesinialen  Transformatioii. 

Bei  vielen  Untersuchungen,  in  denen  eingliedrige  Gruppen  vor- 
kommen, braucht  man  nicht  die  Gleichungen  ihrer  Transfor- 
mationen 

(1)  a?=-y(«o7yo.  0;   y=-V'K,yo>0 

zu  kennen.  Vielmehr  genügt  dabei  das  Bekanntsein  der  in- 
finitesimalen Transformation  der  Gbuppe.  Sie  wird  durch  die 
beiden  Funktionen  %{Xj  y)  und  i;(a7,  j^)  oder  auch  durch  das 
zugehörige  System  von  Differentialgleichungen 
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gegeben.  Besonders  bequem  aber  erweist  sieb  ein  einziger  für 
die  infinitesimale  Transformation  von  lAe  eingeführter  Aus- 
druck.   Zu  diesem  Symbol  gelangt  man  so: 

Es  sei  f(x,  y)  eine  bdiebig  gewählte  di£Perenzierbare  Funk- 
tion von  X  und  y.  Bei  derjenigen  Transformation  der  Gruppe, 
die  zu  irgend  einem  beliebig  kleinen  Werte  /dt  Ton  t  gehört, 
erfahren  x  und  y  Zunahmen  jdx  und  z/y^  so  daß  auch  f  eine 
Zunahme  Jf  erfährt: 

^f^fix  +  ^x,y  +  Jy)  -  fix,  y). 

Division  mit  ^t  gibt: 

Hierbei  sind  x  und  y  die  Funktionen  (1)  von  t.  Mithin  kommt 
für  lim  Jt  «  0: 

jt^o^t  dx      jt^f^M  dy      jt^o^t' 

d.  h.  nach  (2): 

Man  kann  demnach  sagen,  daß  die  Funktion  f(Xy  y)  bei  der 
infinitesimalen  Transformation  dx  '^l^dt,  dy  ^tidt  —  siehe  (7) 
in  voriger  Nummer  —  den  unendlich  kleinen  Zuwachs 

erfährt.  Wir  wollen  jedoch  mit  imendlich  kleinen  Größen  nicht 
rechnen.     Daher  drücken  wir  ims  so  aus: 

Infolge  der  Transformationen  der  Gruppe  gehen  zunächst 
aus  den  Wertepaaren  x^y  y^  solche  Wertepaare  x,  y  hervor, 
die  Funktionen  des  Parameters  t  sind.  Femer  wird  nun  aus 
jeder  Funktion  von  Xq  und  y^  eine  Funktion  f  von  x  und  y,  also 
—  da  :r  und  y  Funktionen  von  t  sind  —  ebenfalls  eine  Funk- 
tion von  t.    Dabei  ist: 

(4)  a(-s(^'y)|{  +  ''(*'y)|/ 

Oder  auch:  Wenn  x  und  y  die  durch  das  System  (2)  dinierten 
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FuDkiionen  Ton  t  sind,  wird  jede  differenzierbare  Funktion  f 
Yon  X  und  y  eine  Funktion  von  t  mit  der  Ableitung  (4). 
Der  Aasdruck 

in  dem  also  f  eine  bdiebige  differenzierbare  Funktion  von  x  und 
y  bedeutet,  beißt  das  Symbol  der  infinüesimalen  Transformor 
Hon  der  eingliedrigen  Oruppe. 

i.  Beispiel:  Die  eingliedrige  Gh*uppe  aller  Drehungen 
um  den  Anfangspunkt  0  wird  nach  dem  ersten  Beispiele  in 
Nr.  733  durch  das  System 

dx  dy 

di--^'  dt'' 

erzeugt.  Hier  ist  |  =  —  y,  V  ^  ^y  ^'  ^-  ^^  Symbol  der  infini- 
tesimalen Drehung  um  0  lautet: 

ar  .     df 

2.  Beispiel:  Bei  der  eingliedrigen  Gruppe  aller  Streckun- 
gen Yom  Anfangspunkte  0  aus  haben  ^  und  ij  nach  dem 
zweiten  Beispiele  in  Nr.  733  die  Werte  x  und  y,  daher  ist 
das  Symbol  der  infinitesimalen  Streckung  von  0  ati^; 

df  ,      df 
dx      ^dy 

3.  Beispiel:  Die  im  vierten  Beispiele  von  Nr.  733  be- 
trachtete eingliedrige  Gruppe 


a;  =•  — 


^0  ..  Vo 


Xj  —  1*       ^^         «0*—  1 

hat  die  infinitesimale  Transformation: 

^dx^^^dy 
4,  Beispiel:  Die  Gleichungen 

(6)  x^x^  +  at,    y^yo  +  bt, 

in  denen  a  und  b  bestimmt  gewählte  Eonstanten  sein  sollen, 
stellen  eine  (Gruppe  dar.  Denn  vermöge  (6)  wird  jeder 
Punkt  {Xq^  y^)  soweit  verschoben,  bis  seine  Abszisse  bzw.  Or- 
dinate um  at  bzw.  bt  gewachsen  ist^  d.  h.  ftlr  jeden  bestimmten 
Wert  Ton  t  ist  (6)  der  Ausdruck  einer  Schiebung  aller  Punkte 
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der  Ebene  um  dieselbe  Strecke  f^o?  -f  ^^  üi  derjenigen  wm  i 
unahhängigenj  also  konstanten  Richtung,  die  mit  der  positiTen 
o:- Achse  einen  Winkel  t  bildet,  dessen  Tangens  gleich  b :  a  ist. 
Irgend  zwei  Schiebungen  in  derselben  Richtung,  nacheinander 
ausgeübt,  lassen  sich  augenscheinlich  durch  eine  einzige  Schie- 
bung in  derselben  Richtung  ersetzen,  so  daß  hier  die  Gruppe 
dUer  Schiebungen  in  der  angegd>€nen  Richtung  Torliegt.  Wächst 
t  um  dt,  so  kommt: 

dx  —  a^dt^    dy  —  bdtj 
also: 

hm  ^-  =  a,      hm  ^  -  6, 

SO  daß  I  »  a,  17  »  6  ist.  Folglich  lautet  das  Symbol  der  infini- 
tesimalen Schid>ung  in  der  durch  tgr  ^b:a  angegd)enen  Rtdi- 
tung  so: 


Insbesondere  sind 


dx         dy 
'f     «od      'f 


dx  dy 

die  Symbole  der  infinitesimalen  Schiebungen  parallel  der  x- 
bzw.  2^-Achse.  Daß  die  Gleichungen  (6)  in  der  Tat  das  Sy- 
stem der  Hauptlösungen  von 

dx  dy      , 

dt-'''  di-^ 

Torstellen,  sieht  man  sofort. 

736.  Bie  bei  der  Omppe  invarbuiteii  einfludi  na- 
endliohen  Knrrenaoliareu.    Es  seien  wieder 

(1)  «-»»(«o.yo.O»  y-*(«o>yo.O 

die  Gleichungen  der  Ton  der  infinitesimalen  Transformation 
oder  also  yon  dem  System 

(2)  rf-f  =  K^,y),  S-^(*'y) 

erzeugten  eingliedrigen  Qruppe.  Ein  Punkt  (a?^,  y^)  bleibt  bei 
allen  Transformationen  der  Gruppe  in  Ruhe,  wenn  für  ihn  die 
Gleichungen  (1),  wie  auch  t  gewählt  sein  mag,  bestandig  x  ^  x^ 
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und  y  =»  yo  Uof^ni»  d*  h.  wenn  von  dem  Punkte  {xq,  y^)  gar 
keine  Integralknrve  des  SystemB  (2)  ausgeht,  vielmehr  das 
Kanskuüenpaar  x  ^  x^,  y^^  y^  eine  Lösung  des  Systems  (2)  ist, 
d.  h-  wenn  g(a?o,  y^)  «  0  und  i?(a?of  Vo)  =*  0  ist,  vgl.  Nr.  694. 
Gibt  es  ein  Wertepaar  rc,  y,  för  das  ^(x,  y)  und  yi{Xj  y)  ver- 
schwinden, so  heißt  es  daher  invariant  bei  der  Gruppe  (1), 
oder  auch:  der  Punkt  {x,  y)  heißt  dann  invariant. 

So  ist  in  dem  1.,  2.  und  4.  Beispiele  von  Nr.  733  der 
Anfangspunkt  0  invariant  Es  kann  auch  unzählig  viele  in- 
variante Punkte  geben.  So  sind  im  4.  Beispiele  von  Nr.  733 
aUe  Punkte  mit  der  Abszisse  Null,  d.  h.  alle  Punkte  der  y- Achse 
inyariant. 

Wenn  der  Punkt  (x^,  y^)  nickt  invariant  ist,  beschreibt  er 
bei  der  Aasführung  aller  Transformationen  der  Gruppe  die 
durch  ihn  gehende  Integralkurve  k  des  Systems  (2).  Da  femer 
jeder  Punkt  dieser  Kurve  immer  nur  in  Punkte  derselben 
Kurve  übergeht,  werden  zwar  alle  Punkte  der  Kurve  bei  den 
Transformationen  der  Gruppe  in  andere  übergeführt,  aber  jede 
einzelne  Kurve  k  bleibt  im  ganzen  genommen  ungeändert 
Deshalb  heißen  die  Bahnkurven  der  Gruppe  invariante  Kurven, 
Außer  ihnen  kann  es  nur  noch  solche  invariante  Kurven  geben, 
deren  einzelne  Punkte  bei  der  Gruppe  invariant  sind,  wie  im 
4.  Beispiele  in  Nr.  733  die  y-Aohse. 

Nun  sei  K^  eine  beliebig  gewählte  nicht  invariante  Kurve. 
Vermöge  der  allgemeinen  Transformation  %^  der  Gruppe  (1) 
gehe  sie  in  die  Kurve  K^  über.  Die  Gesamtheit  aller  Kurven  £), 
zu  denen  auch  die  Kurve  K^  selbst  gehört,  ist  eine  einfach 
unendliche  Kurvenschar,  weil  sie  von  einem  Parameter  t  abhängt. 
Es  sei  Kt^  irgend  eine  Kurve  der  Schar;  sie  ist  aus  K^  durch 
die  AusfElhrung  der  Transformation  %t^  entstanden.  Führt  man 
auf  Kt^  irgend  eine  andere  Transformation  %t^  der  Gruppe  aus, 
so  ist  das  Ergebnis  diejenige  Kurve,  die  aus  K^  durch  die  Auf- 
einanderfolge von  Ztx  uiid  X/,  hervorgeht  Weil  aber  diese 
Aufeinanderfolge  mit  der  Transformation  %t^-i-t^  der  Ghnppe 
äquivalent  ist,  geht  dieselbe  neue  Kurve  durch  Ausführung 
von  %ti  +  t^  atif  Kq  hervor  und  ist  also  die  Kurve  Kt^  +  t^  der- 
sdben  einfach  unendlichen  Schar.     Somit  gilt  der 

Sata  19:  Die  Gesamtheit  derjenigen  Kurven y  in  die  eine 

[736 


200    Kftp*  III.   Gewöhnliche  Differentialgleichungen  erster  Ordnnng 

Kurve  bei  der  Ausführung  aller  Transformationen  einer  Gruppe 
übergeht,  bleibt  bei  aUen  Transformationen  der  Gruppe  dieselbe, 
indem  jede  Kurve  der  Schar  bei  jeder  Transformation  der  Gruppe 
in  eine  Kurve  derselben  Schar  übergeführt  wird. 

Aus  dem  Beweise  ist  zu  ersehen,  daß  der  Satz  wesenÜich 
auf  der  GruppeDeigeoschaft  beruht;  z.  B.  gilt  er  nicht  bei  jener 
Schar  von  Transformationen,  die  im  3.  Beispiele  Yon  Nr.  733 
betrachtet  wurde. 

Nach  Satz  19  geht  aus  jeder  beliebig  gewählten  Kurve  K^ 
durch  Ausübung  aller  Transformationen  der  eingliedrigen 
Oruppe  eine  sogenannte  invariante  Kurvenschar  hervor.  Außer- 
dem gibt  es  nur  noch  eine  einfach  unendliche  Schar,  die 
invariant  ist,  nämlich  die  aller  Bahnkurven,  von  denen  jede 
für  sich  invariant  bleibt. 

787.  Kennseiohen  der  Invariaiui  einer  elnfltch  an- 
endlichen  Kunrensoliar.  In  dem  Bereiche,  wo  S,  17  und  ihre 
partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  stetig  sind,  bedeute 
(o(x,  y)  =*  konst.  eine  invariante  Kurvenschar.  Vorausgesetzt 
wird  dabei,  daß  co,  (o^  und  co^  stetig  seien.  Insbesondere  sei 
JTq  die  Kurve 

(1)  ®(^o;  Vo)  --  ^ 

in  den  laufenden  Koordinaten  x^  und  y^.  Durch  Ausführung 
der  Transformation  %f  der  Gruppe 

(2)  ^-9?(^o;yo.O;     y-H^o^Vo,^) 

geht  die  Kurve  Kq  nach  Annahme  wieder  in  eine  Kurve  der 
Schar  über,  d.  h.  durch  Elimination  von  x^  und  y^  aus  den  drei 
Gleichungen  (1)  und  (2)  soll  eine  Gleichung  hervoi^hen  von 

der  Form: 

(3)  (o(x,  y)  =-  c,. 

Zu  jedem  Werte  von  t  gehört  dabei  ein  Wert  der  Größe  c<; 
also   ist  c^  eine  Funktion  X{()  von  t    Da  nun  für  die  Funk- 


tionen  (2) 

(4) 

dx 
dt  ■" 

1{X, 

y), 

dy 

dt  ° 

=  n{x,  y) 

ist,  liefert  (3),  wenn  x 
t  betrachtet  werden: 

und 

y  darin  als  diese  Funktionen 

(2) 

von 

(5) 
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Hiemach  hat  X(t)  eine  stetige  Ableitung.  Die  Gleichung  (3) 
oder  m  ^=^  l(t)  definiert  mithin  auch  t  ab  eine  stetige  Funk- 
tion H  Ton  m,  nach  Sats  11,  Nr.  698.  Wird  sie  in  (5)  auf  der 
rechten  Seite  eingef&hrt,  so  geht  eine  Formel  hervor: 

(6)  |^--g?^>  +  i,^-"3|^  =  «(«,), 

deren  rechte  Seite  also  eine  offenbar  stetige  Funktion  von  o 
allein   bedeutet. 

Zonächst  ist  nun  die  Schar  aller  Bahnkurren,  d.  h.  aller 
Integralkuryen  des  Systems  (4)  invariani  Stellt  (o  —  konst. 
diese  Schar  yor,  so  muß  die  Gleichung 

tD^dx  +  (o^dy  =  0 

eine  Folge  des  Systems  (4)  sein,  d.  h.  infolge  von  dyidx  ^  t^ii 
bestehen,  so  daß  sich  eine  Gleichung  (6)  ergibt,  deren  rechte 
Seite  gleich  Null  ist  Wenn  also  £1{g})  nicht  verschwindet, 
besteht  eine  Schar  cd  »-  konst.,  die  der  Bedingung  (6)  genüge 
leistet,  sicher  nicht  aus  allen  Bahnkurven.  In  diesem  Falle 
gibt  es  eine  stetige  Funktion  F{<o)y  deren  Ableitung  1  :  Sl{(o) 
ist,  so  daß  wir  haben: 

sowie: 

(8)  g-n«>)a>.-«>),      |f  =  2^(-)-,-^)- 

Dies  sind  ebenfalls  stetige  Funktionen  von  x  und  y.  Die  Kur- 
venschar  c»  ==»  konst.  wird  nun  auch  durch  die  Gleichung 

F{(o{x,  y))  =«  konst. 
dargestellt.    Aber  (8)  und  (6)  gibt: 

^J^  +  '^hf^ Ä  ^• 

Wenn  also  (o{x,  y)  »  konst.  eine  invariante  Eurvenschar  vor- 
stellt und  daher  eine  Bedingung  von  der  Form  (6)  erfüllt  ist, 
läßt  sich  die  Gleichimg  der  Schar  stets  auf  eine  Form  (x>{x,  y) 
»  hmst,  bringen^  fiH/r  die  enhoeder 

(9)  l©«  +  i?«y  — 0    oder    1©, +  i?a)y  =  l 

ist,  je  nachdem  die  Schar  aus  aUen  Bahnkurven  besteht  oder  nicht 
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Jetzt  soll  die  Betrachtung  umgekehrt  werden.  Es  sei  also 
a)(jXf  y)  eine  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung 
stetige  Funktion  von  x  und  y,  die  einer  der  beiden  Bedingungen 

(9)  genügt;  alsdann  soll  gezeigt  werden^  daß  <d  »  konst.  eine 
invariante  Kurvenschar  darstellt. 

Werden  unter  x  und  y  die  Funktionen  (2)  von  t  yerstan- 
den,  so  ist  auch  cd  eine  Funktion  yon  t  und  daher  die  Ab- 
leitung 

d(o{x,y)       ^^^   t    ^^y 
dt  '^dt    '      vdt 

nach  (4)  gerade  gleich  dem  in  (9)  links  stehenden  Ausdrucke. 
Mithin  folgt  aus  (9): 

dm{x,  y)  _  /^      ^  ,_      da(x,  y)        - 

"  ~dt~~      ^     ^^^^     ~~'di         ^' 

d.  h.  (o{Xf  y)  ist  entweder  frei  von  t,  also  nur  von  Xq  und  y^  ab- 
hängig, oder  o{x,  y)  ist  gleich  t,  vermehrt  um  eine  von  t  un- 
abhängige, mithin  nur  von  x^  und  y^  abhängige  Funktion. 
Da  außerdem  x  und  y  für  f  »  0  die  Werte  Xq  und  y^  annehmen, 
folgt  also: 

(10)  cD(a;,  y)«(D(a?o,yo)     oder    (o(x,y)  ^  t  +  o(x^^y^). 

Sobald  die  erste  oder  zweite  Bedingung  (9)  erfüllt  ist  und  unter 
X  und  y  die  Funktionen  (2)  verstanden  werden,  besteht  dem- 
nach die  erste  oder  zweite  Gleichung  (10).  Dies  besagt:  Ver- 
möge einer  Transformation  %f  der  Oruppe  geht  die  Kurve 
g}{xq,  y^==CQ  entweder  in  die  Kurve  a){x,  y)  =  ^,  d.  h.  in  sich 
selbst,  oder  in  die  Kurve  (o(x,  y)  ^t  +  Cq,  d.  h.  in  eine  andere 
Kurve  der  Scha/r  cd  (x,  y)  »  konst.  über.    Mithin  gilt  der 

Satg  20:  Eine  einfach  unendliche  Kurvenschar  a>  (x^  y)  =  Jcimst, 
bleibt  bei  der  von  der  infinitesimalen  Transformation 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  dann  und  nur  dann  invariant, 
wenn  eine  Gleichung  von  der  Form 

besteht,  in  der  £l(a})  eine  Funktion  von  cj  allein  ist.  Vorausge- 
setzt wird  dabei  ein  Bereich,  in  dem  ^,  rj,  oo  und  ihre  partidlen 

7S7] 


i  4.  InfiiiiieBmiale  Transfoimaiioneii  gewOhnl.  Differentialgln.  1 .  Ordng.   203 

AUdkmgen  erster  Ordnung  stetig  sind.  Insbesondere  besteht  die 
Schar  w  »  honst,  aus  aUen  einedn  invarianten  Bahnkurven  der 
Gruppe^  wenn  Sl{m)  verschwindet.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so 
kann  die  GfUichung  der  invarianten  Kurvenschar  stets  in  einer 
Farm  o  »  konst.  angenommen  werden,  für  die  insbesondere 
Sl^l,  also 

wird. 

Es  ist  bemerkenswert^  daß  das  gefundene  Kennzeichen  für 
die  Inyarianz  einer  einfach  unendlichen  Eurvenschar  auch  schon 
dann  aufgestellt  werden  kann,  wenn  man  nur  die  infinitesimale 
Tranrformation  der  Gruppe,  also  dieFunktumen  %{x,y)  undri{x,  y) 
lennt,  so  daß  die  Integration  des  Systems  (4)  nicht  nötig  ist. 
Wenn  wir  für  den  Augenblick  wie  in  Nr.  734  unendlich  kleine 
Größen  benutzen  und  die  infinitesimale  Transformation  wie 
damals  unter  (7)  in  der  Form 

dx  -  i(x,  y)dt,    dy  «  'Yi{x,  y)  8t 

schreiben,  erfahrt  (o{x,  y)  bei  dieser  infinitesimalen  Transfor- 
mation einen  unendlich  kleinen  Zuwachs 

8a){x,  y)  —  C9^dx  +  m^dy  =»  (|ai,  +  riio^dt, 

der  infolge  der  letzten  Formel  des  Satzes  20  gleich  8  t  ist^  so 

daß  also 

m{x,  y)  —  <  in  (o{x  +  8x,  y  +  8y)  ^t  +  8t 

übergeht,  d.  L  die  infinitesimale  Transformation  führt  jede 
Kurve  to  '^t  der  Schar  in  eine  unendlich  benachbarte  Kurre 
der  Schar  über.  Doch  wollen  wir,  wie  schon  in  Nr.  734  her- 
Torgehoben  wurde,  von  unendlich  kleinen  Größen  keinen  Ge- 
brauch machen.  Vielmehr  soll  diese  Abschweifung  nur  eine 
bequeme  Bedeweise  begründen:  Man  sagt,  daß  die  Kurvenschar 
o{x,  y)  «  konst.  bei  der  infinitesimalen  Transformation  invariant 
UeAt,  wenn  die  in  Satz  20  aufgestellte  analytische  Bedingung 
erf&llt  ist.  Demnach  besteht  das  wesentliche  des  Satzes  darin, 
daß  die  Kurvenschar  (o  ^  konst.  bei  der  Gruppe  invariant  bleibt, 
sobald  sie  bei  der  infinitesimalen  TransformaUon  der  Gruppe  in- 
variant ist. 

Anstatt  zu   sagen,  daß  die  Kurvenschar  bei  der  Gruppe 
bzw.   bei    ihrer    infinitesimalen   Transformation    invariant   ist, 
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drückt  man  sich  auch  so  aus:  Die  KiMrvensckar  gestand  die 
Gruppe  haw,  ihre  infinitesimale  TransformcMon,  oder  aach:  Sie 
läßt  sie  0U. 

788.  Integration  einer  gewöhnlichen  IHirerentlal- 
gleiohnng  erster  Ordnung,  die  eine  bekannte  infinitesi- 
male Transformation  gestattet.  Nunmehr  kann  die  Theorie 
auf  unser  eigentliches  Problem^  das  der  Integration  einer  vor- 
gelegten gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  an- 
gewandt werden.  Diese  Differentialgleichung  sei  wie  in  Nr.  676 
in  der  Form  geschrieben: 

(1)  X{xy  y)dy  —  Y{Xy  y)dx  =  0 

Man  sagt,  daß  die  Differentiaigleichung  die  infinäesinude 
Trcbnsformation 

(2)  i{x,y)%  +  n(^,y)l^ 

gestattet  oder  bei  ihr  invariant  bleibt^  wenn  die  einfach  unend- 
liche Schar  der  Integralkurven  c}(x,  y)  ^  konst.  der  Differential- 
gleichung die  infinitesimale  Transformation  zuläfii  Nach  den 
letzten  Erörterungen  steht  dann  fest,  daß  die  Schar  aller  Inte- 
gralkurven auch  alle  Transformationen  der  zugehörigen  ein- 
gliedrigen Gruppe  gestattet,  so  daß  man  alsdann  auch  sagen 
kann,  daß  die  Differentialgleichung  bei  der  eingliedrigen  Qruppe 
invariant  bleibt 

Wir  nehmen  an,  die  Schar  der  Integralkurven  o  {x^  y)  =»  konst. 
der  voi^elegten  Differentialgleichung  (1)  sei  noch  unbekannt, 
das  Integral  (o(Xf  y)  sei  also  noch  nicht  gefunden.  Dagegen 
soll  (2)  eine  bekannte  infinitesimale  Transformation  sein,  bei  der 
die  Differentialgleichung  invariant  bleibt  Dabei  wird  voraus- 
gesetzt, daß  X,  Y,  §,  1}  und  ihre  partiellen  Ableitungen  erster 
Ordnung  in  einem  gemeinsamen  Bereiche  stetig  seien. 

Unter  diesen  Umstanden  kann  man  zwei  Bedingungen  an- 
geben, die  von  den  noch  unbekannten  Ableitungen  m^  und  o^  des 
Integrals  <o  erfaUt  werden  müssen.  Einerseits  nämlich  stellt 
09  » konst.  dann  und  nur   dann   ein  Integral   vor,   wenn   die 

Qleichung 

(Og.dx  -h  (D^dy  —  0 

infolge  von  (1),  d. h.  infolge  von  dyidx^YiX  besteht,  so  daß 

(3)  Xoi,  +  Y(o^^0 
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sein  maß.  Andererseits  muß  das  in  Satz  20  der  letzten  Nummer 
aufgestellte  Kennzeichen  der  Invarianz  erf&llt  sein.  Indem  wir 
uns  daran  erinnern^  daß  nach  Satz  3  von  Nr.  707  auch  jede 
Funktion  von  <o  mit  stetiger  Ableitung  ein  Integral  bedeutet, 
sehen  wir,  daß  das  Kennzeichen  in  der  Form 

(4)  So, +  i?Oy  — 0     oder     |o, +  i2©y=-l 

geschrieben  werden  kann. 
Liegt  der  erste  Fall 

(5)  g(D,  +  i?a>y-0 

vor,  so  wissen  wir,  daß  jede  einzelne  Kurve  (o(x^  y)  =  konst.  bei 
der  infinitesimalen  Transformation  invariant  bleibt,  d.  h.  dann 
sind  die  Integralkurven  von  (1)  die  Bahnkurven  der  Gruppe. 
Die  Gleichungen  (3)  und  (5)  können  aber  nur  dann  zusammen 
bestehen,  wenn  ihre  Determinante 

X,  -  n  -  0, 

also 

ist,  wo  Q  irgend  eine  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster 
Ordnung  stetige  Funktion  von  x  und  y  bedeutet.  Demnach 
werden  alle  diejenigen  infinitesimalen  Transformationen,  die 
jede  einzelne  Integralkurve  der  Differentialgleichung  (1)  in- 
variant lassen,  durch  das  Symbol 

(6)  q{x,  x)[x{x,y)^^  +  Y{x,yf^] 

dargestellt.  Sie  sind  bekannt,  sobald  nur  die  Differentialgleichung 
(1)  vorliegt.  Man  nennt  sie  triviale  infinitesimale  Transforma- 
tionen der  Differentialgleichung  (1).  Sie  lassen  sich  auch  so 
charakterisieren  >  Eine  triviale  infinitesimale  Transformation 
führt  jeden  Punkt  (x,  y)  um  unendlich  wenig  in  derjenigen 
Richtung  vorwärts,  die  durch  das  Linienelement  angegeben 
wird,  das  dem  Punkte  vermöge-  der  Differentialgleichung  nach 
Nr.  666  zugeordnet  wird,  da  |  und  rj  hier  zu  X  und  Y  propor- 
tional sind. 

Bedeutet  di^egen  (2)  eine  nicht  triviale  bekannte  infinitesi- 
male Transformation,  bei  der  die  Differentialgleichung  (1)  in- 
variant bleibt,  so  gibt  es  ein  Integral  (d{x,  y\  das  der  Gleichung 
(3)  und  der  zweiten  Gleichung  (4)  genügt.    Aus  beiden  lassen 
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sich,  da  jetzt  die  Determinante  Xrj  —  Y|  4"  0  ist,  a>^  und  m^  be- 
rechnen.   Es  kommt: 

(7)  o^_.,,^Z^.    a,  ^ 


dx 

äy 

X 

Y 

£ 

n 

X 

T 

Also  ist  auch  das  vollständige  Differential  dci  des  Integrals  o 
bekannt,  so  daß  sich  o  mittels  Quadraturen  bestimmen  laßt 
Mithin  gilt  der  von  Lie  herrührende 

Satz  31:    Gestattet    die   gewöhnliche   DifferenHcUgleidiung 
erster  Ordnung 

X{xy  y)dy  —  Y{Xy  y)dx^O 

die  nicht  triviale  infinitesimale  Transformation 

so  ist 

,  Xdy—Ydx 

das  vollständige  Differential  eines  Integrals,  d,  h,  dann  ist 

1 
Xfi-Yi 

ein  Multiplikator  der  Differentialgleichung.  Vorausgesetzt  wird 
dabei  ein  Bereich,  in  dem  X,  F,  |,  rj  tmd  ihre  partiellen  Ab- 
leitungen erster  Ordnung  stetig  sind  tmd  Xrj—  Y^  nicht  ver- 
schwindet. 

739.  Beispiele.   Eine  infinitesimale  Transformation 

(1)  g(-p,j,)|^+,(^,y)|^, 

bei  der  die  Differentialgleichung 

(2)  Xix,y)dy--Yix,y)dx^o' 

invariant  bleibt,  nennt  man  häufig  einfacher  eine  infinitesimale 
Transformation  der  Differentialgleichung.  Manche  Aufgaben,  die 
auf  die  Integration  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  hinauskommen,  sind  so  beschaffen,  daß  man 
von  Yomherein  eine  nicht  triviale  infinitesimale  Transformation 
der  Differentialgleichung  anzugeben  vermag  und  zwar  schon, 
bevor  man  die  Differentialgleichung  selbst  überhaupt  aufgestellt 
hat,  so  daß  man  dann  von  vornherein  weiß,  daß  die  Lösung  des 
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Problems  mittels  Quadraturen  möglich  ist.  Die  folgenden  Bei- 
spiele sowie  Beispiele  in  den  späteren  Nummern  zeigen  dies. 
X  Beispiel:  Gesucht  werden  diejenigen  Kurven  in  der 
Ebene,  deren  Bogenlänge  s  als  FunkUon  der  rechtwinkligen 
Koordinaien  x  und  y  in  der  Form 

(3)  s  ^  tp{x)  +  y  '\'  konst 

gegSben  ist.  Jede  derartige  Kurve  geht  yermöge  einer  Transfor- 
mation,  bei  der  sich  ^{x)-\-y  nur  um  eine  additive  Eonstante 
ändert,  in  eine  ebensolche  Kurve  über.  Solche  Transforma- 
tionen sind  offenbar  die  Schiebungen  parallel  der  y- Achse; 

(4)  ^  =  ^0;     y  =  »o  +  ^ 

wo  t  eine  beliebige  Konstante  bedeutet.  Denn  infolge  dieser 
Transformation  ist: 

9{^)  +  y-v{^o)  +  yo  +  ^' 

Die  infinitesimale  Transformation  der  eingliedrigen  Gruppe  von 

Sehiebangen  (4)  parallel  der  y-Achse  hat  nach  dem  4.  Beispiele 

in  Nr.  735  das  Symbol: 

df 

Hier  ist  also  |  »  0^  17  »  1.  Wenn  die  Gleichung  (2)  die  Diffe- 
rentialgleichung des  vorliegenden  Problems  ist^  muß  daher  nach 
dem  letzten  Satze  1 :  X  ein  Multiplikator  der  Differentialglei- 
chung sein.  Nun  ergibt  sich  die  Differentialgleichung  aus  (3) 
nach  (1)  in  Nr.  193  durch  Differentiation  in  der  Form: 

oder^  wenn  die  Gleichung  nach  y"  aufgelost  und  dann  f/  durch 
dy  :  dx  ersetzt  wird: 

2q>\x)dy  -  [1  -  (fXxyidx  -  0. 

Hier  ist  X  »  2  q)'  {x\  und  die  Division  mit  X  gibt  in  der 
Tat  das  vollständige  Differential 

^  29  {x) 

des  Integrals: 

y  —  f    7"^/  f   ^^  —  konst. 

2.  Beispiel:    Ist   die   Differentialgleichung  (2)    homogeny 
vgL  Nr.  715,  725,   so   dürfen   wir   annehmen^   daß    X  und  Y 
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homogene  Funktionen  von  gleichem  Grade  m  seien.  Die  Rich- 
tung des  einem  Punkte  (x^  y)  zugeordneten  Linienelements,  die 
sich  aus 


igt 


X{x,y) 


ergibt,  hängt  dann  ?on  y:x  allein  ab.  Allen  Punkten  (rr,  y) 
eines  und  desselben  Strahls  vom  Anfangspunkte  0  aus  sind 
demnach  parallele  Linienelemente  zugeordnet.     Also   sind  die 

Linienelemente  etwa  so  gelagert^  wie 
es  Fig.  31  andeutet.  Wird  irgend 
eine  Kurve  ins  Auge  ge&Bt,  so  weiß 
man,  daB  eine  Streckung  vom  Anfangs- 
punkte 0  aus  (vgl.  das  2.  Beispiel  in 
Nr.  733)  die  Kurve  in  eine  ähnliche 
Kurve  verwandelt  und  zwar  so,  daß 
die  neue  Kurve  irgend  einen  Strahl 
von  0  aus  unter  demselben  Winkel 
schneidet  wie  die  alte  Kurve.  Hier- 
aus schließt  man,  daß  jede  Integral- 
kurve k  der  homogenen  Differential- 
gleichung bei  allen  Streckungen  von  0  aus  stets  wieder  in 
Integralkurven  k\  k'\  . . .  übergeht.  Die  Differentialgleichung 
gestattet  demnach  die  infinitesimale  Streckung  von  0  aus, 
deren  Symbol  nach  dem  2.  Beispiele  in  Nr.  735  ist: 

Nach  Satz  21  muß  deshalb  der  reziproke  Wert  von  Xy  —  Yx 
ein  Multiplikator  sein.  Dasselbe  ergab  sich  in  Nr.  725,  wo  X 
und  Y  mit  V  und  —  U  bezeichnet  waren. 

3.  Beispiel:   Es  liege  eine  Differentialgleichung  vor  von 
der  Form 


Fig.  81. 


(5) 
oder 

(6) 


xy  —y 

i  +  yy^ 


(p(x^  +  y^), 


(x  -  yq))dy  —  (y  +  X(p)dx  =-  0, 


wo  also  (p  eine  Funktion  von  x^  +  y^  allein  sein  soll.  Ist  r 
der  Winkel,  den  ein  Linienelement  (x,  y,  y')  der  Differential- 
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gleiehnng  mit  der  x-Achse  bildet  und  a  ddr  Winkel  des  iuu5h 
dem  Pnnkte  des  Elements  gehenden  Badinsvektors  mit  der- 
selben Achse^  also  igt  =^  y,  tga  »  y :  x,  so  folgt  ans  (5)i 

^^^-()P,    d.h.    tg(f-«)«y. 

Da  9?  nur  von  ü^+y^  abhangt,  sind  daher  allen  Punkten  eines 
Kreises  mit  dem  Mittelpunkte  0  Linienelemente  zugeordnet,  die 
mit  dem  Kreise  denselben  Winkel  bilden.  Die  LageruDg 
der  Linienelemente  ist  also 
etwa  so,  wie  es  Fig.  32  an- 
deutet Irgend  eine  Drdmng 
um  0  ändert  dies  Bild  nicht. 
Deshalb  gestattet  die  Differen- 
tialgleichung (6)  die  einglie- 
drige Gruppe  aller  Drehungen 
um  0,  deren  infinitesimale 
Transformation  nach  dem 
1.  Beispiele  in  Nr.  735  das 
Symbol  hat: 

_   a^  ,    dl 

y  dx^  ^dy'  Fig.  88. 

Nach  Satz  21  ist  folglich  der  reziproke  Wert  von  x^  +  y*  ein 
Multiplikator  von  (6).  In  der  Tat  geht  die  linke  Seite  durch 
Division  mit  x^  -f-  y^  in  das  vollständige  Differential 

über,  so  daß  eine  Quadratur  das  Integral 

liefert.  Dabei  ist  x^  +  y*  die  Veränderliche  des  Integranden. 
Die  hier  aofbretenden  Größen  arctg(y:a;)  und  Yx^  +  y^  sind 
nichts  anderes  als  die  PolarJcoordincUen. 

740.  Anwendung  auf  das  Problem  der  Isogonalen 
Trajektorlen.  Diejenigen  Kurven  k,  die  alle  Kurven  y  einer 
einfach  unendlichen  Schar  in  der  Ebene  unter  einem  konstan- 
ten Winkel  a  schneiden,  heißen  die  zu  a  gehörigen  isogonalen 
Trajektorien  der  Schar  y,  siehe  Fig.  33,   S.  210.     Wenn   die 
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Schar  y  aus  den  Integralkurren  der  Differentialgleichung 

(1)  X{x,y)iy-Y{x,y)ix^^ 

besteht,  kann  man  daraus  die  Differentialgleichung  jener  Tra- 
jektorien  in  sehr  einfacher  Weise  gewinnen.  Denn  die  Linien- 

demente  der  Trajektorien  gehen  aus 
denen  der  Kurven  y  hervor,  wenn 
man  diese  um  ihre  Punkte  um  den 
Winkel  a  dreht.  Nach  (1)  ist  aber 
Xsinr  —  Fcosr  «  0  die  Bedingung 
ftir  den  Winkel  %  eines  Linienele- 
ments einer  Kurve  y  mit  der  po- 
„,    ,.  sitiven   rr -Achse,    so    daB    hierin   x 

Fig.  S8.  ' 

durch  r  —  a  zu  ersetzen  ist,  damit 
sich  die  Bedingung  für  den  Winkel  x  eines  Linienelements 
einer  isogonalen  Trajektorie  ei^ebe: 

Xsin(T  —  a)  —  Fcos(t  —  a)  =  0. 

Werden  hierin  sinr  und  cosr  durch  die  zu  ihnen  proportio- 
nalen Differentiale  dy  und  dx  ersetzt,  so  geht  die  Differential- 
gleichung der  isogonalen  Trajektorien  hervor: 

(2)  (Xcosa  -—  Fsina)dy  —  (Xsina  +  YcoBa)dx  —  0. 

Insbesondere  ergibt  sich  im  Falle  a  ^  ^x  oder,  was  auf  das- 
selbe hinauskommt,  im  Falle  a  ^  —  \x  die  Differentialgleichung 
der  orthogonalen  Trajektorien: 

(3)  Ydy  +  Xdx  -  0. 

Man  kann  eine  ausgedehnte  Klasse  von  Differentialglei- 
chungen von  der  Form  (2)  angeben,  die  sich  mittels  Quadra- 
turen integrieren  lassen.  Die  gegebene  Kurvenschar  y  gestatte 
nämlich  eine  eingliedrige  Gruppe  von  lauter  konformen  oder 
winkeltreuen  Transformationen,  d.  h.  von  Transformationen,  bei 
denen  zwei  Kurven,  die  einander  schneiden,  stets  wieder  in  ewei 
Kurven  übergehen  ^  die  denselben  Winkel  mit  einander  bilden 
wie  die  ursprünglichen.  Dann  werden  die  Transformationen 
dieser  Gruppe  auch  jede  Kurve,  die  alle  Kurven  y  unter  dem 
Winkel  tx,  schneidet,  in  ebensolche  Kurven  verwandeln,  so  daß 
auch  die  Differentialgleichung  (2)  die  eingliedrige  Gruppe  ge- 
stattet und  sich  nach  Satz  21,  Nr.  738,  mittels  Quadraturen 
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integrieren  last.  Eingliedrige  Ghuppen  von  der  erwähnten  Art 
sind  z.  B.  die  Gruppe  aller  Schiebungen  naeh  einer  bestimmten 
Riehtung  bin,  die  Grappe  aller  Drehungen  um  einen  Punkt  0 
und  die  Ghmppe  aller  Streckungen  von  einem  Punkte  0  aus. 
Ein  bierhergehoriges  Beispiel  wurde  schon  in  Nr.  714  bespro- 
chen^ nämlich  die  Bestimmung  der  isogonalen  Trajektorien 
aller  Strahlen  von  0  aus,  d.  h.  der  logarühmischm  Spiralen 
mit  dem  Pol  0.  In  diesem  Falle  ist  die  Gruppe  aller  Streckun- 
gen von  0  aus  in  der  soeben  auseinandergesetzten  Weise  an- 
zuwenden. 

Zunächst  geben  wir  drei  einfache  Beispiele,  in  denen  die 
drei  genannten  speziellen  Gruppen  auftreten. 

1.  Beispiel:  Die  gegebene  Kurvenschar  y  bestehe  aus  aüen 
denjenigen  Kreisen  vom  Badius  a,  deren  Mittelpunkte  auf  der 
X'Adhse  liegen.  Jeder  solche  Kreis  geht  durch  eine  Schiebung 
parallel  der  2:-Acbse  in  einen  Kreis  von  derselben  Art  über,  so 
daß  ako  die  Schar  y  die  infinitesimale  Schiebung 

dx 

parallel  der  2;-Achse  zuläßt  (vgl.  das  4.  Beispiel  in  Nr.  735). 
Hier  ist  |  -  1,  ij  =  0.  Nach  Satz  21,  Nr.  738,  muß  daher  die 
Differentialgleichung  (2)  der  isogonalen  Trajektorien  der  Kreis- 
sehar  den  reziproken  Wert  von  Xsina  -f*  I^cosa  zum  Multi- 
plikator baben.  Um  nun  die  Differentialgleicbung  (2)  im  vor- 
liegenden Falle  zu  bilden,  stellt  man  zuerst  die  Gleichung 

(rr-C)»  +  y»  =  a« 

der  Kreisschar  auf,  differenziert  sie  und  eliminiert  aus  beiden 
Gleichimgen  0,  wodurch  man  die  Differentialgleicbung  (1)  der 
Kreisschar  in  der  Form  gewinnt: 

ydy  +  l/a«  -  y*  (irr  =  0. 


Folglich  ist  X  =-  y,  y  =  —Yc?'^^^^  zu  setzen,  so  daß  sich  als 
Differentialgleichung  (2)  der  isogonalen  Trajektorien  ergibt: 

(y  cos  a  +  "p/a*  —  y*  sin  a)dy  —  (y  sin  a  —  j/a*  —  y*  cos  a)dx  —  0. 

Der  Wert  von  X  sin  a  -f  Fcos  a  ist  nun  y  sin  a  —  "/a*  —  y*  cos  a. 
Der  reziproke  Wert  stellt  einen  Multiplikator  vor,  was  natür- 
lich auch  direkt  erkannt  wird.    Die  Gleichung  der  gesuchten 
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isogonalen  Trajekiorien  ergibt  sich  in  der  Form: 

/Vcos«+Vg5?jm^  dy  -  «  -  konst. 
•J  y  Bin  cc  —  "j/a*  —  y'coB a 

Die  noch  erforderliche  Quadratur  ist  mittels  der  Substitutionen 
y  =»  asinjer  und  ^  ==  tg-^^e^  (siehe  Nr.  452)  leicht  zu  leisten.  Ins- 
besondere geht  für  a  —  l^r  die  Gleichung  der  orthogonalen 
Trajektorien  heryor,  die  übrigens,  wie  man  sofort  aus  der  kon- 
stanten Tangentenlänge  a  sieht,  die  im  2.  Beispiele  von  Nr.  713 
berechneten  Traktrizen  mit  der  o;- Achse  als  Leitlinie  sind. 

2,  Beispiel:  Die  gegebene  Kurvenschar  y  bestehe  aus  den 
koneentrischen,  (ähnlichen  und  ähhlidi  gelegenen  Kegdsdinitien 

(4)  Äx^  +  B%ß  =  konst, 

wo  A  und  B  gegebene  Eonstanten  seien.  Jede  Streckung  vom 
Anfangspunkte  0  aus  fEihrt  jeden  Kegelschnitt  der  Schar  in 
einen  Kegelschnitt  derselben  Schar  über.  Die  Differentialglei- 
chung (2)  der  isogonalen  Trajektorien  läßt  folglich  in  diesem 
Falle  die  infinitesimale  Streckung 

zu  (vgl«  das  2.  Beispiel  in  Nr.  735)  und  hat  daher  nach  Satz  21, 
Nr.  738,  als  Multiplikator  den  reziproken  Wert  von: 

(X  cos  a  —  Fsin  a)y  —  (X  sin  a  -|-  Fcos  a)x. 

Durch  Differentiation  von  (4)  ergibt  sich  sofort  die  Differential- 
gleichung (1)  der  Kegelschnittschar: 

Axdx  +  Bydy  =  0, 

also  X  —  By^  F  =  —  AXy  so  daß  die  Differentialgleichung  (2) 
der  isogonalen  Trajektorien  lautet: 

(J?y  cos  a  +  Ax  sin  €L)dy  —  {By  sin  a  —  Ax  cos  a)dx  =-  0. 

Sie  hat  demnach  den  Multiplikator: 

1 

(A  —  B)xy  sin  a  +  (-4  a;*  +  jBy*)  cos  a ' 

Übrigens  liegt  hier  eine  homogene  Differentialgleichung  vor 
(nach  Nr.  715).  Insbesondere  gibt  die  Annahme  a  «  y^r  die 
orthogonalen  Trajektorien  der  Kegelschnittschar  (4)  in  der  Form: 

a 


A  H 

bTI  3  ^  y  ""  B  —  A  ^  ^  ■"  konst.  oder  y  =-  konst.  x  -^ 
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3.  Beispiel:  Die  gegebene  Kurnenschar  y  bestehe  aus  aUen 
Kreisen  vom  Badius  a,  deren  MittdpunJUe  auf  einem  Kreise  K 
liegen.  Diese  Ereisschar  gestattet  die  Gruppe  aller  Drehungen 
um  den  Mittelpunkt  0  des  Kreises  Ky  so  daß  also  die  Diffe- 
rentialgleichung der  isogonalen  Trajektorien  die  infinitesimale 

Drebung 

df  ,      df 

-yai  +  ^äy 

zulaßt  (7gl.  das  1.  Beispiel  in  Nr.  736) ,  falls  0  als  Anfangs- 
punkt gewählt  wird.  Die  weitere  Berechnung  sei  dem  Leser 
überlassen.  — 

Nicht  immer  weiß  man  von  vornherein  die  anzuwendende 
infinitesimale  konforme  Transformation 

(5)  |(^,j,)|^  +  ,(^,y)|^ 

anzugeben,  yielmehr  muß  man  sie  unter  Umstanden  erst  suchen. 
Dabei  ist  zu  beachten,  daß  die  Winkeltreue  der  infinitesimalen 
Transformation  darin  zum  Ausdrucke  kommt,  daß  der  Übergang 
Ton  den  Punkten  (x,  y)  zu  den  Punkten  (x  +  l^dt,  y  +  ridt)  eine 
hmfortne  Abbildung  bedeutet,  also  x+  %dt  +  i(ff  +  rjdt),  d.  h. 
i  +  ifj  eine  monogene  Funktion  f(x  +  iy)  von  x  +  iy  ist  (siehe 
Nr.  626).  Dies  ist  dann  imd  nur  dann  der  FaU,  wenn  |  und  rj 
die  Cfmchy-Biemannschen  Gleichungen  von  Nr.  623  erfüllen: 

Dann  kann  das  System,  daß  die  Gruppe  erzeugt,  nämlich: 

in  einer  Gleichung 

zusammengefaßt  werden.  Bedeutet  F{x  +  iy)  eine  monogene 
Funktion,  deren  Ableitung  gleich  1  :  f(x  +  iy)  ist,  so  gibt  die 
letzte  Gleichung  F(x  +  iy)  =  ^  +  konst.,^  also,  da  a?  +  iy  fttr 
<  =•  0  den  Wert  x^  +  iy^  haben  soll: 

F(x  +  iy)  -  F(x,  +  iy^)  +  t 

Hiemach  ist  x  +  iy  eine  monogene  Funktion  von  x^  +  iy^. 
Wenn  also  die  Bedingungen  (6)  erfüllt  sind,  d.  h.  wenn  die 
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infinitesimale  Transformation  (5)  winkeltreu  ist^  besteht  auch 
die  von  (5)  erzeugte  eingliedrige  Gruppe  aus  lauter  winkel- 
treuen Transformationen. 

4.  Beispiel:  Die  gegei>ene  Kurvenschar  y  bestehe  aus  aUen 
konzentrischen  gleichseitigen  Hyperbeln  mit  einem  gemeinsamen 
Dwrakmesser  PP\  Wird  die  Mitte  von  PP'y  nämlich  der 
Mittelpunkt  der  Hyperbeln^  als  Anfangspunkt  0,  die  Gerade  OP 
als  a;- Achse  gewählt  und  die  Strecke  OP  mit  a  bezeichnet^  so  ist 

(7)  x^-y^-a^  +  2Cxy^0 

die  Gleichung  der  Hyperbelschar.  Vollständige  DifiTerentiation 
nach  X  und  Elimination  von  G  gibt  ihre  Differentialgleichung: 

(8)  :r(l--4lp)dy-y(l  +  ^^.)rf:r-0. 

Dies  ist  hier  die  Gleichung  (1).  Die  Differentialgleichung  der 
isogonalen  Trajektorien  lautet  nach  (2): 

IX  cos  a  —  y  sin  a rj^*  (^  ^^^  «  +  y  si"  cc)\  dy 
—  j  rc  sin  a  +  y  cos  a vi"!  (^  sin  a  —  y  cos  a)l  dx  =  0. 

Man  könnte  sie  durch  eine  Quadratur  integrieren,  wenn  eine  in- 
finitesimale konforme  Transformation  bekannt  wäre,  bei  der  die 
Schar  der  Hyperbeln  invariant  bleibt.  Am  einfachsten  ist  es, 
zu  verlangen^  daß  jede  einzelne  Hyperbel  invariant  bleibe,  d.  h. 
daß  die  gesuchte  infinitesimale  Transformation  fQr  die  Diffe- 
rentialgleichung (8)  trivial  sei.  Dann  haben  £  und  rj  nach  (6) 
in  Nr.  738  die  Form: 

Nun  soUen  |  und  rj  die  Bedingungen  (6)  erfüllen.  Sie  ergeben 
p^  =  Py  =  0,  also  Q  «=  konst.  Wählt  man  z.  B.  p  =•  1,  so  be- 
kommt man  die  infinitesimale  konforme  Transformation 

und  die  Differentialgleichung  (9)  muß  diese  Transformation  ge- 
statten.   Nach  Satz  21  von  Nr.  738  ist  deshalb  ein  Multiplikator 

bekannt,  nämlich : 

a;»  +  y« 

Bin  a  [(ä«  +  y «)« —  2  a*(Ä»  —  y*y+  a*] ' 
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Wird  zur  Abkürzung 

(10)  *  «  (rc*  +  y^y  -  2a»(a?»  -  y«)  +  a* 

gesetzt^  80  ist  auch  4(rc*  +  y*) :  ^  ein  Multiplikator.  Die  Glei- 
chung (9)  nimmt  nach  Multiplikation  mit  ihm  die  Form  an: 

Der  mit  sin  a  multiplizierte  Bruch  ist  das  yollstandige  Differen- 
tial Ton  In^.  Im  Falle  a^\%  ergibt  sich  somit,  daß  ^»konst. 
die  Schar  der  orthogonalen  Trajektorien  vorstellt.  Da  wir 
wissen,  daß  sich  im  Falle  a  ===  0  die  Schar  der  Hyperbeln  selbst 
eigeben  muß,  die  nach  (7)  in  der  Form; 

(12 )  (p  -  ^*  -  y '  --^  «  konst. 

xy 

darstellbar  ist,  muß  der  in  (11)  mit  cosa  multiplizierte  Bruch 
das  yollstandige  Differential  einer  Funktion  von  tp  allein  sein. 
In  der  Tat  ist  nach  (12)  und  (10): 

^^^,M|_^    und    t^  =  ^V(cp«  +  4), 

80  daß  der  Bruch  den  Wert  rfqp:(][9?'  -f  1)  hat,  also  das  voll- 
ständige Differential  von  2arctg^9)  ist.    Mithin  stellt 

2  arc  tg  1 9? .  cos  a  +  hi  ^  •  sin  ec  »  konst. 

die  Schar  der  isogonalm  Trajektorien  der  Hyperbeln  (7)  dar. 
Werden  Polarkoordinaten  o)  und  q  eingeführt,  so  geht  die  Glei- 
chung ^  »  konst.  der  orthogonalen  Trajektorien  über  in: 

Q^  -'2a^Q^  cos  2cD  =«  konst. 

Die  orthogonalen  Trajektorien  sind  somit  nach  (1)  in  Nr.  554 
Cassinische  Kurven,  wobei  die  damals  mit  F^  und  F^  bezeich- 
neten Punkte  die  beiden  gemeinsamen  Punkte  P  und  P'  der 
Hyperbeln  (7)  sind. 

741.  Bedingung  dafOr,  daß  die  Dlfferentlalglel- 
choag  eine  Infinitesimale  Transformation  gestattet. 
Ist  eiQ  Integral  09(0;,  y)  der  Differentialgleichung 

(1)  X(«,  y)dy  -  Tix,  y)dx  =  0 

bekannt,  so  vermag  man  auf  Grund  des  Satzes  20  von  Nr.  737 
ZQ  entscheiden,  ob  die  Differentialgleichung  eine  gegebene  infi- 
nitesimale Transformation 
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(2)  i(x,y)l^  +  7}ix,y)l^ 

zuläßt.  Es  entstellt  aber  die  Frage  ^  wie  man  dies  entscheidet^ 
wenn  das  Integral  ci  noch  nicht  bekannt  ist.  Zur  Beantwortung 
schlagen  wir  den  Weg  ein,  den  der  Satz  21  von  Nr.  738  un- 
mittelbar bietet. 

Danach  ist  zu  fordern,  daß 

Xdy-^  Ydx 


(3)  d(o 


Xri-Yi 


ein  vollständiges  DiflFerential,  also: 


+  ^...^  =  0 


dxXti-Yi   '    dyXri-Yk 
sei.    Dies  gibt  ausgerechnet: 

(4)  r(gX.+ij Z,-  XI.-  r6,)-X(|  Y,+f}Y- Xr,,-  F,,)-0. 
Erfüllen  |  und  rj  diese  Bedingung,  so  gibt  (3): 


— Y 


mithin: 

so  daß  die  Schar  der  Integralkurven  m  (x,  y)  ^  konst.  in  der 
Tat  nach  Satz  20,  Nr.  787,  die  infioitesimale  Transformation 
(2)  gestattet.  Folglich  haben  wir  den 

Säte  22:  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafiir, 
daß  die  DifferenHaigleichung 

^(^>  y)dy  -  Y(x,  y)dx  =  0 
die  infinitesimale  Transformation 

gestattet,  lautet: 

r(|z,+i7X^^x6,-ri,)-x(6r,+i?r^-.Zi?,-ri?^)-o. 

Sie  gilt  übrigens  auch  für  die  trivialen  infinitesimalen 
Transformationen,  vgl.  (6)  in  Nr.  738,  da  sie  durch  die  An- 
nahmen |  =  pX,  rj^gT  erfüllt  wird,  welche  Funktion  von  x 
und  y  auch  q  sein  mag. 

1,  Beispiel:  Die  lineare  Differentialgleichung 

(5)  y'-/"o(*)y  +  /iH 
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siehe  Nr.  716,  lautet,  als  totale  Gleichung  geechrieben: 

(6)  dy  -  (foV  +  fx)dx  =  0. 

Hier  ist  X  —  1,  F  =-  f^y  +  /j .  Weil  /J,  und  /"j  nur  von  x  abhän- 
gen, gibt  die  Bedingung  des  Satzes: 

(/iy  +  /l)K.  +  (/oy  +  /i)S,]  + 

+  6(/i'y  +  AO  +  nU  -%-  (/öy  +  Qv,  -  o. 

Wünscht  mau  die  Gleichung  (5)  zn  integrieren,  so  braucht  man 
nicht  alle  ihre  infinitesimalen  Transformationen  zu  kennen, 
sondern  es  genügt  eine  nicht  triviale.  Demnach  wird  man 
Tersnchen,  besonders  einfache  Funktionen  i(x,  y)  und  7j(Zf  y) 
ZQ  finden,  die  der  aufgestellten  Bedingung  genügen.  Bei  der 
Annahme  |  »  0  bleibt  für  ri  die  Bedingung  übrig: 

ly/i  -  ^*  -  </oy  +  fd^y  -  o> 

imd  da  /q  und  f^  nur  von  x  abhängen,  kann  man  sie  durch  eine 
nur  Ton  x  abhängige  Funktion  r^  befriedigen,  denn  für  eine 
derartige  Funktion  bleibt  übrig: 

(7)  V  -  n(<^)n- 

Daher  gestattet  die  lineare  Differentialgleichung  (5)  die  infini- 
tesimale Transformation  mit  dem  Symbol 

falls  ri  eine  Funktion  7on  x  ist,  die  der  Differentialgleichung  (7) 
genügt,  die  ihrerseits  nichts  anderes  als  die  zur  vorgelegten 
linearen  Differentialgleichung  (5)  gehörige  verkürzte  Gleichung 
ist,  siehe  (2)  in  Nr.  716.    Aus  (7)  folgt  sofort,  daß 

ffo¥Sdx 

mit  bestimmter  unterer  Grenze  des  Integrals  gewählt  werden 
darf.    Nach  Satz  21,  Nr.  738,  ist  daher 

-  -ffo{^)dx 

ein  Multiplikator  von  (5).    Dasselbe  ergab  sich  in  Nr.  726. 

Schließlich  werde  noch  die  Bedingung  des  Satzes  22  auf 
diejenige   Form    gebracht,   die   in   der   von   Lie  entwickelten 
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Theorie  der  Transformationsgruppen  gebräuchlicli  ist.  Dazu 
bedürfen  wir  des  sogenannten  Klammerausdnickes.  Unter  dem 
Elammerausdrucke 

versteht  man  folgendes:  Zuerst  soll  der  Ausdruck 

für  den  Fall  berechnet  werden,  wo  f  durch  den  Wert 

ersetzt  wird;  dann  soll  der  Ausdruck  (10)  für  den  Fall  berech- 
net werden,  wo  f  durch  den  Wert  (9)  ersetzt  wird,  schließ- 
lich soll  das  zweite  Ergebnis  vom  ersten  abgezogen  werden. 
Der  Elammerausdruck  (8)  soll  also  bedeuten: 

Werden  alle  Differentiationen  ausgef&hrt,  so  heben  sich  alle 
diejenigen  Glieder  fort,  in  denen  partielle  Ableitungen  gweiter 
Ordnung  von  f  auftreten;  mithin  bleibt  als  der  Klammer- 
ausdruck zweier  Symbole  übrig: 

l(iz,+i,x^-x6,-ri,)|^+(ir.+,r,-x,,.-ri,,)|^- 

Der  Klammerausdruck  zweier  Symbole  ist  demnach  wieder  ein 
Symbol  wie  das  einer  infinitesimalen  Transformation. 

Wenn  nun  die  Differentialgleichung  (1)  die  infinitesimale 
Transformation 

zuläßt,  besagt  die  dafür  in  Satz  22  aufgestellte  Bedingung,  daß 
die  Koeffizienten  von  dfidx  und  dftdy  in  dem  in  (11)  gefun- 
denen Symbol  zu  X  und  Y  proportional,  also  von  der  Form  qX 
und  Q  Y  sein  müssen,  d.  h.  daß  das  durch  die  Klammerbildung 
hervorgehende  Symbol  die  Form 
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haben  muß.     Dies  aber  ist  nach  (6)  in  Nr.  738  das  Symbol 
einer  irimalen  infinitesimalen  Transformation  der  Differential- 
gleichong  (1).    Hiernach  laßt  sich  der  Satz  22  so  aussprechen: 
Satß  23:  Die  DifferenHalglekhung 

X{Xy  y)dy  —  Y{x,  y)dx^O 
gestattet  die  infinitesimcUe  Transformation 

dann  und  nur  dann,  wenn  der  Klammerausdruck  aus  dieser  und 
aus  der  trivialen  infinitesimalen  Transformation 

der  Differentialgleichung  tcieder  eine  triviale  infinitesimale  Trans- 
formation der  Differentialgleichung  gibt,  d,  h,  wenn  eine  Gleichung 
hestdU  von  der  Form: 

2,  Beispiel:  Ist  die  Differentialgleichung  homogen,  d.  h. 
sind  X  and  Y  homogene  Funktionen  gleichen  Gh*ades  m  von  x 
und  y,  so  gestattet  die  Gleichung  nach  dem  2.  Beispiele  in 
Nr.  739  die  infinitesimale  Streckung: 

df  .      df 

x-^  +  y^' 
dx  '  ^dy 

Der  Elammerausdruck  liefert  hier: 

ra^  +  J'ä^'   ^di  +  ^d^)- 

Weil  aber  nach  Satz  9^  Nr.  91,  jetzt 

xX.  +  yXl'^mX,     xT^  +  yY^^mY 
ist,  erhält  der  Elammerausdruck  den  Wert: 

(m-i)(zg  +  r|-^. 

Hier  ist  ako  q  die  Konstante  m  —  1. 
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742.  Nene  Teränderliohe  In  einer  eingliedxi|ren 
Omppe.  Es  seien  9  und  ^  zwei  stetige  Funktionen  Ton  x 
und  y  mit  stetigen  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung,  und 
es  sei  ihre  Funktionaldeterminante  9>aj^r'"^*^y  ^^°  ^xiM  ver- 
schieden, so  daß  die  Gleichungen 

(1)  x^fp{x,y)y        y-'^{x,y) 

auch  umgekehrt  x  und  y  als  Funktionen  yon  Sß  und  y  definieren, 
vgl.  Satz  14;  Nr.  701.  Alsdann  sei  die  Aufgabe  gestellt,  in 
diejenige  eingliedrige  Gruppe,  die  von  einer  infinitesimalen  Trans- 
formation 

(2)  $(a;,y)|^  +  i,(a;,y)|J 

erzeugt  wird,  die  neuen  Veränderlichen  So  und  y  einzufBhren. 
Da  man  S  und  y  als  neue  krummlinige  Koordinaten  der 
Punkte  der  Ebene  mit  den  rechtwinkligen  Koordinaten  x  und 
y  auffassen  kann,  bewirkt  die  Einführung  der  neuen  Veränder- 
lichen nicht  etwa  eine  Umwandlung  der  Gruppe  in  eine  andere, 
sondern  nur  eine  andere  analytische  Darstellung  der  Gruppe. 
Die  Transformationen  der  Gruppe  sind  als  die  HauptlSsungen 
des  Systems 

(3)  ll-^i^yy)y     ^-Vix^y) 

definiert,  die  für  ^  —  0  die  Anfangswerte  x^  und  y^  haben.  Setzt 
man  entsprechend  (1)  noch 

so  gehen  die  Hauptlösungen  durch  Einführung  Ton  x,  y^  x^ 
und  y^  in  die  Hauptlosungen  eines  neuen  Systems  in  x,  y  und 
t  über,  die  für  ^  »  0  die  An&ngswerte  S^  und  y^  haben.  Das 
neue  System  von  Differentialgleichungen  aber  wird  so  gewon- 
nen: Nach  (1)  und  (3)  ist: 

Auf  den  rechten  Seiten  sind  noch  für  x  und  y  die  zu  den  Funk- 
tionen (1)  inyersen  Funktionen  yon  x  und  y  einzufahren.  Wenn 
sich  dadurch  die  Funktionen 

(4)        l(^iy)==69.  +  ^9r>   ~n%y)-l^^  +  n^^ 
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ergeben,  lautet  das  gesuchte  nene  System  so: 

(5)  i^-U^,9),    ft'-v{^,9)- 

In  der  neuen  Gestalt  hat  die  Gruppe  demnach  die  infinitesimale 
Transformation : 

(6)  |(«,y)||  +  ^(«,j?)|. 

Hierin  bedeutet  f  eine  beliebige  difiPerenzierbare  Funktion  Ton 
X  Qud  y. 

Zu  derselben  neuen  Form  (6)  der  infinitesimalen  Transfor- 
mation kommt  man  aber  auch,  wenn  man  direkt  in  das  Symbol 
(2)  die  neuen  Veränderlichen  einführt,  wodurch  f  in  eine  Funk- 
tion f  Ton  X  und  y  übergeht.    Denn  es  ist  nach  (1): 

dx  ^  dx^'^  dy  ^''     dy  ^  dx^^'^  dy  ^r' 

werden  diese  Werte  in  (2)  eingesetzt,  so  geht  in  der  Tat  wegen 
der  Bedeutung  (4)  von  |  und  ^  gerade  das  Symbol  (6)  hervor. 
Übrigens  wird  die  neue  Gestalt  des  Symbols  übersicht- 
licher, wenn  man  eine  abkürzende  Bezeichnung  einführt.  Man 
bemerkt  nämlich,  daß  |  und  ^  nach  (4)  gerade  diejenigen 
Werte  sind,  die  das  Symbol  (2)  annimmt,  wenn  darin  f  durch 
9  bzw.  if  ersetzt  wird.  Wenn  also  das  Symbol  (2)  zur  Abkür- 
zung mit  Uf  bezeichnet  wird,  sind  |  und  ^  die  Ausdrücke  Utp 
imd  17^,  worin  natürlich  o;,  y  mittels  (1)  noch  durch  Xy  y  aus- 
zudrücken sind.  Die  neue  Form  (6)  des  Symbols  ist  also,  da 
q>  und  if  mit  x  und  y  bezeichnet  worden  sind,  einfach  diese: 

Fassen  wir  alles  zusammen,  so  können  wir  sagen: 

Säte  24:  Führt  man  in  diqenige  eingliedrige  Gruppe ^  die 
vo%i  einer  infinitesimalen  Transformation 

erzeugt  unrd,  neue  Veränderliche  vermöge  einer  Substitution 

ein,  so  wird  die  Gruppe  in  einer  neuen  Art  dargestdU,  nämlich 
von    derjenigen    infinitesimalen    Transformation   ergeugt,    deren 
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Symbol  aus  dem  Symbol  Uf  durch  Eif^ührung  der  neuen  Ver- 
änderlichen hervorgeht  und  also  die  Form  hcU: 

Vorausgesetei  ist  dabei  ein  Bereich,  in  dem  £,  i^,  9),  ^  und  ihre 
partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  stetig  sind  und  die  Funk- 
tionaldeterminante  9^^^  —  tx^^y  ^*^  verschwindet. 

Da  f  ebenso  wie  f  irgendeine  differenzierbare  Fonktion  dar- 
stellt und  f  =*  f  isty  werden  wir  künftig  f  mit  f  bezeichnen. 

Beispiel:  In  die  eingliedrige  Gruppe  aller  Drehungen  um 
den  Anfangspunkt  0  sollen  Polarkoordinaten  cd,  q  eingeführt 
werden.    Die  infinitesimale  Drehung  hat  das  Symbol: 

siehe  das  1.  Beispiel  in  Nr.  735.  Hier  sind  3c  und  y  die  Größen: 

<D  =  arctg|-,      Q^Yx^  +  y\ 
Nun  wird: 

^  dx  *  dy  ' 

Folglich  hat  die  infinitesimale  Drehung  um  0  in  Polarkoordi- 
naten (o,  Q  das  Symbol: 

df 

» ■      *  • 

da 

In  der  Tat  lautet  das  hierzu  gehörige  System  Ton  Differential- 
gleichungen, das  die  Gruppe  definiert,  so: 

^  —  1      ^^  ~  n 

und  gibt  integriert: 

o  =  fl>o  +  ^    P  "■  Po- 

Dies  ist  die  einfachste  analytische  Darstellung  Äfft  Gruppe  aller 
Drehungen  um  0. 

743.  Integration  durch  BlnfBhmng  kanonischer 
▼erftnderllcher.  Wir  machen  von  dem  Vorbeigehenden  eine 
besondere  Anwendung.    Die  vorgelegte  Differentialgleichung 

(1)  X{x,y)dy-Y{x,y)dx~0 
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gestatte  eine  bekannte  infinitesimale  Transfonnation: 

Dann  läßt  sich  zwar  nach  Satz  21 ,  Nr.  738,  das  Tollständige 
Differential  eines  Integrals  o  angeben,  aber  die  zur  Berechnung 
Yon  m  noch  erforderlichen  Quadraturen  sind  häufig  unbequem, 
weil  G}^  und  o^  beide  Veränderliche  x  und  y  enthalten.  Ein 
bequemeres  Integrationsverfahren  ist  möglich,  wenn  man  erstens 
die  Schar  der  JBahnkuirven  fp(x,  y)  =  konsi.  der  von  Uf  erzeugten 
eingliedrigen  Crruppe  und  zweitens  eine  andere  hei  dieser  Gruppe 
invariante  einfach '  unenMiche  Kurvenschar  tl^  (x,  y)  «  Turnst. 
schon  Jcennt  (vgl.  Nr.  736).  Das  ist  in  der  Tat  oft  der  Fall, 
denn  wenn  man  eine  infinitesimale  Transformation  Uf  der  ror- 
gelegten  Differentialgleichung  zu  ermitteln  vermag,  wird  diese 
Transformation  meistens  von  einfacher  Natur  sein. 

Das  neue  Verfahren  ergibt  sich  so:  Nach  Satz  20,  Nr.  737, 
bestehen  zwei  Gleichungen 

(3)  ^Vz  +  V%-0,    itl^^  +  rit,--Sl(t), 

wobei  Sl  eine  nicht  yerschwiYidende  Funktion  Ton  ^  allein  ist. 
Daraus  folgt,  daß  auch  die  Funktionaldeterminante  Vx'^^'^'^xVy 
nicht  yerschwindet,  also  q>  und  fl>  yoneinander  unabhängig  sind. 
Wenn  sich  (p  und  ^  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster 
Ordnung  ebenso  wie  X,  F,  |,  ri  und  ihre  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  stetig  verhalten,  kann  mithin  das  neue  Ver- 
änderlichenpaar 

eingef&hrt  werden.  Dabei  möge  die  Differentialgleichung  (1) 
die  neue  Form  annehmen: 

(4)  X(x,  y)dy  -  Y{x,  y)dx  =  0. 

Nach  (2)  und  (3)  ist  U^'^Ux^Q  und  Uf^Uy^ il{t)  =  ft (y). 
Nach  dem  Satze  24  der  letzten  Nummer  nimmt  somit  das  Sym- 
bol üf  in  X  und  y  die  einfache  Form 

(5)  ü(.y)% 

an.  Weil  nun  die  Differentialgleichung  (4)  die  infinitesimale 
Transformation  (5)  gestattet,  liefert  die  in  Satz  22,  Nr.  741, 
aufgestellte  Bedingrmg,  in  der  jetzt  X,  F,  |,  i;,  o;,  y  durch  X, 
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Yy  Oy  Sl(y),  S,y  zu  ersetzen  sind^  die  Gleichung 

Fß||-x(ß|J-FÄ')-0, 
die  sich  in  der  Fonn 


M^i 


x^-r||)-xFÄ'=o 


oder  nach  Division  mit  i^ZF  in  der  Form 

-5=  In  — -  =-  0 

oy    ax 

schreiben  läßt.  Hiemach  muß  Y  :  SIX  eine  Funktion  O  yon 
^  allein  sein,  d.  h.  Y  hat  die  Foim  Si,(y)0(x)X,  Die  Diffe- 
rentialgleichung (4)  lautet  demnach  nach  Division  mit  SiX  so: 

^ier  aber  sind  die  Veränderlichen  getrennt,  so  daß  die  Inte- 
gration nur  zwei  Quadraturen  yerlangt,  wobei  jedes  Integral 
nur  noch  eine  der  beiden  Veränderlichen  enthält  (vgl.  Nr.  713). 

Hiermit  sind  wir  zu  einer  neuen,  ebenfalls  yon  Lie  ange- 
gebenen Integrationsmethode  gelangt: 

Sat0  25:  Gestattet  eine  vorgelegte  gewöhnliche  Differen- 
tialgleichung erster  Ordnung  in  x  und  y  eine  "bekannte  infini- 
tesimale Transformation  üf  und  kennt  man  sowohl  die  Schar 
9>(^;  y)  *=  honst,  der  Bahnkurven  der  von  Uf  erzeugten  einglie- 
drigen Chruppe  als  auch  eine  andere  hei  der  Gruppe  invariante  ein- 
fach unendliche  Kurvenschar  ^(a?,  y)  =«  konst.j  so  geht  die  Differen- 
tialgleichung bei  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  x  ^  g>(x,  y) 
und  y  »  if(Xf  y)  in  eine  Differentialgleichung  über,  in  der  die 
Veränderlichen  getrennt  sind. 

Dies  Integrationsyerfahren  heißt  die  Integration  mittels 
kanonischer  Veränderlicher. 

744.  Beispiele.  Die  folgenden  Beispiele  zeigen,  daß  die 
kanonischen  Veränderlichen  als  solche  bezeichnet  werden  können,  die 
dem  jeweiligen  Integrationspröblem  besonders  gut  angepaßt  sind. 

Die  Anwendung  der  neuen  Methode  auf  die  älteren  Bei- 
spiele in  §  2  führt  in  der  Tat  gerade  zu  den  dort  gefundenen 
Integrationsyerfahren.  Man  kann  also  sagen,  daß  die  neue  Me- 
743,  744] 


S4. 1]ifimien]DAleTniiaformationengewöhiü.Diff6r8ntiAlgk^  l.Ordng.   225 

thode  in  die  yerscliiedeiien  Hilfismittel,  die  man  bei  der  Integra- 
tion angewandt  hat^  einen  einheitlichen  Grundgedanken  bringt. 
i.  Beispiel:  Die  homogene  Differentialgleichung 


y-f(ih 


siehe  Nr.  715,  gestattet,  wie  schon  in  dem  2.  Beispiele  von 
Nr.  739  erwähnt  wurde,  die  infinitesimale  Streckung  vom  An- 
fangspunkte 0  aus: 

df  ,       df 

Die  Bahnkurren  sind  alle  Strahlen  y:x^  konst.  Außerdem 
f&hren  alle  Streckungen  Yon  0  aus  jede  Gerade  x » konst 
wieder  in  eine  Gerade  x  »  konst.  Aber.  Demnach  setzen  wir 
ip  ^^y  :x  und  ^  «-  o?;  d.  h.  wir  f&hren  die  neuen  Veränderlichen 

S^^,    y^x 

ein.  Genau  dasselbe  geschah  in  Nr.  715,  wo  wir  statt  ^  das  alte 
Zeichen  x  beibehielten,  dagegen  s5  mit  0  bezeichneten. 
3.  Beispiel:  Die  lineare  Differentialgleichung 

gestattet  nach  dem  1.  Beispiele  in  Nr.  741  die  infinitesimale 
Transformation 

wobei 

fMm)d9 

fi  =  e^ 

ist.  Diese  infinitesimale  Transformation  und  die  von  ihr  er- 
zeugte eingliedrige  Gruppe  läßt  x  invariant,  d.  h.  a;  «•  konst. 
stellt  die  Bahnkuryen  vor.  Femer  ist 


X 


-fMx)dx 

~  —  y«  •  —  konst. 

eine  inTariante  Eurvenschar,  denn  es  ist: 

Tgl.  Satz  20,  Nr.  737.     Also  werden  die  neuen  Veränderlichen 
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eingeführt.  Dasselbe  geschah  in  Nr.  716,  wo  statt  x  das  alte 
Zeichen  x  beibehalten  und  17  mit  u{x)  und  y  mit  b  bezeichnet 
wurde. 

3,  Beispiel:  Die  Differentialgleichnng 

gestattet  nach  dem  3.  Beispiele  in  Nr.  739  die  infinitesimale 

Drehung  um  0: 

df   ,       df 

-^ä^  +  ^ä^- 

Die  Bahnkurven  der  Gruppe  aller  Drehungen  um  0  sind*  die 
Kreise  mit  dem  Mittelpunkte  0,  die  sich  in  der  Form 

yx^  +  y^  =  konst. 

darstellen  lassen.  Außerdem  geht  jede  Gerade  durch  0  bei  der 
Gruppe  wieder  in  eine  Gerade  durch  0  über,  so  daß 

arc  tg  -    =  konst. 

eine  inyariante  Geradenschar  yorsteUt.  Deshalb  führt  man  hier 
die  Polarkoordinaten  q  und  cn  ein,  wie  es  im  3.  Beispiele  von 
Nr.  739  in  der  Tat  geschah.  Als  besonderer  Fall  gehört  auch 
das  Beispiel  in  Nr.  714  hierher,  ebenso  das  3.  Beispiel  in 
Nr.  740^  das  der  Leser  durch  Einführung  der  kanonischen 
Veränderlichen  q  und  cd  von  neuem  behandeln  möge. 

746.  Erweiterte  Pnnkt-Transformationen.  In  Nr.  742 

stellten  wir  uns  yor,  yermöge  einer  Substitution 

(1)  ^^^{x,y)y   y-^(«,y) 

seien  in  der  d;y- Ebene  statt  der  rechtwinkligen  Koordinaten  x 
und  y  neue  krummlinige  Koordinaten  x  und  y  eingeführt  worden, 
so  daß  dadurch  an  der  geometrischen  Auffassung  nichts  ge- 
ändert, wohl  aber  die  analytische  Darstellung  eine  andere  wird. 
Man  kann  nun  aber  auch  annehmen,  daß  die  Gleichungen 
(1)  eine  Abbildung  der  Punkte  einer  xy-Ebene  anf  eine  neue 
xy-Ebene  yorstellen,  wobei  x  und  y  in  der  zweiten  Ebene 
rechtwinklige  Koordinaten  bedeuten.  Vgl.  Nr.  593.  Alsdann 
zieht  die  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  in  eine  ein- 
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gliediige  Ghrnppe  agch  eine  neue  geometrische  Auffassung  dieser 
Ghrappe  nach  sieh.  Wenn  z.  B.  in  die  eingliedrige  Ghruppe  aller 
Drehungen  um  0 

siehe  (2)  in  Nr.  733,  Polarkoordinaten  (o  und  q  eingeführt 
werden,  also 

o-aretg-|-,    ©o^arctg^,    p  -  V^+y^    (fo^V^o  +  Vo 

gesetzt  wird,  ist 

o  —  (Dq  +  ^,     Q  ^  Qo 

nur  eine  andere  analytische  Darstellung  derselben  Gruppe  von 
Drehungen.  Werden  dagegen  a  und  q  als  rechtwinklige  Koordi- 
naten X  und  y  in  einer  neuen  Ebene  betrachtet,  so  gehen  die 
Gleichungen 

s^^x^  +  t,    y-yo 

hervor,  die  die  eingliedrige  Gruppe  aller  Schiebungen  parallel 
der  ^-Achse  Torstellen. 

In  der  neuen  Auffassung  bedeutet  also  die  Einführung  der 
neuen  Veränderlichen  S  und  y,  daß  auch  die  Transformationen 
tn  der  xy-Ebene  Abbilder  in  der  xy -Ebene  haben  und  daß  ins- 
besondere die  Abbilder  düer  Transformationen  einer  eingliedrigen 
Gn^^  wiederum  die  Gesamtheit  aller  Transformationen  einer 
eingliedrigen  Gruppe  ausmachen. 

Da  die  Punkte  (x,  y)  als  Punkte  (x,  y)  abgebildet 
werden,  hat  auch  irgendeine  Kurve  der  a;y-Ebene  ein  Bild  in 
der  ;ry-Ebene,  folglich  auch  jedes  Linieuelement  {x^  y,  y^  der 
jy-Ebene.  Der  analytische  Ausdruck  hierfür  ergibt  sich,  wenn 
man  noch  berechnet,  wie  sich  y\  nämlich  dy  :  dx,  vermöge  (1) 
durch  Xyy  und  y  oder  dy:dx  ausdrückt.  Es  kommt  (vgl.  auch 
Nr.  714): 

(2)  y 


so  daß  sich  zusammen  mit  (1)  die  drei  Gleichungen  ergeben: 
(3)  x~g>ix,y),    V-M>{x,y),    y'-'^^Xl%' 

Dies  wurde  auch  schon  in  Nr.  595  erörtert,  vgL  die  dort  ge- 
fundene Formel  (3)  mit  der  obenstehenden  Gleichung  (2). 
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Die  Formeln  (3)  gelten  übrigens  aueh^  falls  man  die  alte 
Auffassung  beibehält,  bei  der  x  und  y  nur  neue  krummlinige 
Koordinaten  der  alten  Punkte  {x^  y)  in  der  Ebene  Yorstellen. 
Alsdann  sind  x^  y  und  y'  die  Bestimmungsstikke  der  Liniende- 
mente  {x,  y,  y)  im  neuen  kruminiinigen  Koordinatensystem.  So 
dienen   im   System    der  Polarkoordinaten  oi   und   q  die   drei 

Größen  cd,  q  und  dQidw  oder  q'  zur  Be- 
stimmung eines  Linienelements.   Wahrend 
o  und  Q  den  Punkt  M  des  Elements  fest- 
legen, liefert  der  Wert  yon  q'  die  Rich- 
tung  des  Elements  nach  Nr.  207,  wie  folgt 
(siehe  Fig.  84):  Auf  dem  Badiusyektor  OM 
wird  in  0  das  Lot  ON  —  q'  errichtet.    Alsdann  ist  die  Richtung 
des  Elements  senkrecht  zu  MN,     Die  Yorzeichenbestimmnng 
für  ON  ist  dabei  die  in  Nr.  207  angegebene. 

Wird  dagegen  angenommen,  daß  S  und  y  rechtwinklige 
Koordinaten  in  einer  neuen  ^y-Ebene  seien,  so  stellt  (3)  eine 
Abbildung  aller  Punkte  und  aller  Linienelemente  der  a;j^- Ebene 
in  der  ^^-Ebene  dar. 

Wir  können  aber  nunmehr  die  neue  Ebene  mit  der  aUen 
Ebene  und  die  neuen  Aäisen  mit  den  aüen  Achsen  ausarnmen" 
fallen  Ictösen,  Alsdann  kommen  wir  abermals  zu  einer  anderen 
Auffassung: 

Die  Gleichungen  (1)  stellen  dann  eine  Transformation  der 
Pufücte  {x,  y)  der  Ebene  in  Punkte  (c5,  y)  derselben  Ebene  dar. 
Dabei  wird  jede  Kurve  wieder  in  eine  Kurve  verwandelt,  also  auch 
jedes  Linienelement  {x,  y,  y')  in  ein  Linienelement  (x,  y,  y^, 
und  wie  dies  geschieht,  sagen  die  Gleichungen  (3)  aus.  Man 
nennt  daher  die  durch  die  Gleichungen  (3)  definierte  Trans- 
formation die  erweiterte  Punkt-Transformation  (1). 

746.  Erweiterte  inflniteeimale  Punkt-Transfor- 
mationen.   Insbesondere  sollen  jetzt  alle  Transformationen 

(1)  «  ==  9(%  y^j  0;    y  =  *(^oi  yo;  0 

der  von  einer  infinitesimalen  Transformation 
(2)  |(x,y)|-^  +  ,(a.,y)|^ 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  erweitert  werden. 
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Die  zu  einem  bestimmten  Werte  Ton  t  gehörige  Transfor- 
mation (1)  oder  %f  f&hrt  jeden  Pnnkt  {x^  yj  in  einen  neuen 
Punkt  (Xj  y)  und  infolgedessen  jedes  Linienelement  (Xq,  y^,  y^ 
in  ein  neues  Linienelement  {x^  Vy^')  über.  Dabei  bedeuten  x^f  y^ 
und  Xf  y  Koordinaten  in  einem  und  demselben  System. 

Beschreibt  der  Punkt  {x^y  y^)  eine  beliebige  Kurve  k^y  so 
sind  x^  und  y^  als  irgendwelche  differenzierbare  Funktionen  einer 
HilftYeranderlichen  t  zu  betrachten.  Nach  (1)  sind  alsdann  auch 
X  und  y  f&r  jeden  bestimmten  Wert  Ton  t  Funktionen  Ton  t, 
und  sie  gelten  f&r  diejenige  Kurve  k^,  in  die  k^  vermöge  der 
Transformation  %f  verwandelt  wird.  Das  dritte  Bestimmungs- 
stfiek  y^'  eines  Linienelements  {x^j  y^^  y^')  der  Kurve  k^^  hat  die 
Bedeutung: 

und  entsprechend  das  dritte  Bestimmungsstück  y  des  Elements 
{Xy  y,  y')  der  Kurve  k^  die  Bedeutung: 


(4) 


dx:  dt* 


Hier  sind  partielle  Di£Ferentiationszeichen  angewandt^  weil  x  und 
y  nach  (1)  nicht  nur  von  x,  sondern  auch  von  t  abhängen. 
Nun  genügen  die  Funktionen  (1)  den  Gleichungen 

(5)  |f-6(a:,y),  ^  =  i,(*,y), 

wobei  eben&Us  statt  der  geraden  Differentiationszeichen  runde 
gesetzt  worden  sind.  Wir  fragen^  welchen  Wert  die  partielle 
Ablatung  dy  :  di  der  durch  (4)  definierten  Größe  y  hat.  Nach 
(4)  ist: 

dt       dt  X  X* 

t  t 

Hierin  sind  die  aus  (5)  folgenden  Werte 

^tt  -  is^t  +  lyVty    Vit  -  n^^t  +  nyVt 
einzusetzen*    Dann  kommt: 

dt  x^ 

Wird  die  Divinon  mit  x*  fibenll  durchgejftihrt  und  beachtet, 
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daß  y^ :  x^  nach  (4)  gleich  y  ist,  so  ergibt  sich: 

(6)  -^'  - 1?.  +  (v,  -  y y  -  ^y"- 

Wenn  wir  also  die  Transformationen  %^  oder  (1)  der 
Gruppe  durch  Hinzunahme  derjenigen  Transformationen  er- 
weitern, die  dabei  y^  erfährt,  d.  h.  weim  wir  nach  (8)  in  voriger 
Nummer  die  enpeUerte  eingliedrige  Qrwppe 

(7)     x^q>(x^,y^,t),    y^t{x^yo,t)y     y-J^+^'^y-- 

bilden  und  x^^  y^  als  Funktionen  einer  Hilfsyeränderlichen  Xy 
demnach  auch  y^'  als  Funktion  von  t  betrachten,  so  genügen 
X,  y  und  y\  aufgefaßt  als  Funktionen  von  t  und  r,  den  drei 
Gleichungen  (5)  und  (6).  Die  Gleichungen  (6)  und  (6)  sind 
aber  von  t  frei.  Sie  gelten  also  für  aUe  Linienelemente  (x,  y,  y'). 
Dies  bedeutet: 

Satjg  26:  Liegt  eine  eingliedrige  Gruppe  von  Punkt-Trans- 
formationen 

in  der  xy-Ebene  vor,  erßeugt  von  einem  System 

und  erweitert  man  aüe  Transformationen  der  Gruppe  dwrch  Hm- 
eunahme  der  Trcmsformationen,  die  dabei  den  Liniendementen 
(x^y  y^,  y^)  0uJcommen,  so  daß  sich 

ergibtj  so  stellen  diese  Gleichungen  dasjenige  allgemeine  Lösungen- 
system des  Systeme  von  drei  gewöhnlichen  Differentiaigleichungen 
erster  Ordnung 

^  -  ii^f  y\    %  -  vi^y  y\    ^  -  ^x  +  K  -  SJy'  -  ^if^ 

für  drei  Funlctionen  x,  y,  y  von  t  vor,  das  für  t^O  die  Anfangs- 
werte  x^,  y^,  y^  hat. 

Hierbei  ist  zu  bemerken:  Wenn  |  und  17  nebst  ihren  par- 
tiellen Ableitungen  erster  Ordnung  stetig  sind,  gilt  f&r  das 
System 
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der  Satz  7  Ton  Nr.  693 ,  bo  daß  x  und  y  insbesondere  stetige 
Funktionen  von  t  mit  stetigen  Ableitungen  sind.  Werden  diese 
Funktionen  in  die  dritte  Gleichung 

substituiert,  so  wird  die  rechte  Seite  eine  stetige  Funktion  von 
t  und  y  mit  stetigen  partiellen  Ableitungen,  so  daß  diese  Diffe- 
rentialgleichung nach  Satz  8  von  Nr.  695  auch  y  als  stetige 
und  differenzierbare  Funktion  von  t  bestimmt. 

Das  in  Satz  26  betrachtete  System  von  Funktionen  x,  y,  y 
Ton  i  wird  für  /  —  0  gleich  x^y  y^,  y^  selbst.  Wird  vorüber- 
gehend  unter  dt  eine  nach  Null  strebende  Größe  yerstanden,  so 
errahren  x^,  y^,  y^  bei  der  infinitesimalen,  nämlich  zn  8t  ge- 
hörigen Transformation  der  erweiterten  »rappe  die  Zunahmen 

9y=  [n:  +  (V  -  Wyo'-  Vyo'^**, 

wobei  die  Indizes  0  die  Substitution  der  Werte  x^  und  y^  statt 
X  und  y  andeuten.  Werden  die  Bestimmungsstücke  der  ur- 
sprünglichen Linienelemente  mit  Xy  y,  %f  statt  mit  x^y  y^,  y^ 
bezeichnet,  so  stellt  sich  daher  die  infinitesimale  Transformation 
der  erweiterten  Gruppe  so  dar: 

Entsprechend  dem  Symbol 

^f'^H  +  vli 

führt  man  deshalb  für  sie  das  Symbol 

ein.  Dies  Symbol  ü'f  der  infinüesimaien  Transformation  der 
erweiterten  Ghu^ppe  oder  auch  der  erweiterten  infinitesimalen 
Transformcxtion  Uf  der  Gruppe  hat  (vgl.  Nr.  735)  die  folgende 
Bedeutung: 

Der  mit  t  dividierte  Zuwachs,  den  irgend  eine  stetige  und 
differenzierhare  Funktion  f  der  drei  Veränderlichen  x,  y,  y'  hei 
der  eu  einem  allgemeinen  Werte  von  t  gehörigen  Transformation 
der  erweiterten  Gruppe  erfährt,  hat  für  lim  ^  ™  0  den  Grenz- 
wert  Wf 
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1,  Beispiel:  Bei  der  infinitesimalen  Schiebung 

dx         dy 
ist  I  »  a,  17  »  6,  also 

Daher  erf&hrt  y'  gar  keine  Änderung.  In  der  Tat  wird  jedes 
Linienelement  bei  allen  Schiebungen  in  ein  paraUdes  Linien- 
element übergeftlhrt. 

2,  Beispiel:  Bei  der  infinitesimalen  Streckung 

Tom  Anfangspunkte  0  aus  ist  |  —  a;,  1]  =  y,  daher  ebenfigJls 

In  der  Tat  wird  anch  hier  jedes  Linienelement  in  ein  paraUdes 
übergefährt. 

3,  Beispiel:  Anders  ist  es  bei  der  infinitesimalen  Drekumg 
um  Ol 

^dx         dy 
Hier  hat  man  |  *»  —  y,  i?  =»  ^i  d«  h. 

Die  letzte  Gleichung  des  Systems  der  drei  DifPerentialglei- 
chungen  in  Satz  26  lautet  demnach: 

^:  =  l+,'«     oder     ^..-rf* 

und  gibt  integriert  arc  tg  y'  —  ^  +  C  oder  y  =»  tg  (^  +  C7).   Da 

y  ^yo  fElr  ^  ^^  0  sein  soll,  ist  tg  (7  »>  y^'  zu  setzen,  so  dafi 

kommt: 

(Q\  «'  «.  ^^  +  yo    .  8int  +  y/  coat 

^^  ^        l-y«'tg«       coBt  — y/iine' 

Diese  Gleichung  und  die  schon  im  1.  Beispiele  Ton  Nr.  733 
angegebenen  Gleichungen 

a?  —  a;^j  cos  ^  —  y^  sin  t,    y  ^x^sint  +  y^cosi 

stellen  zusammen  die  zur  allgemeinen  Drehung  um  0  gehörige 
Transformation  der  Linienelemente  Tor.    Es  handelt  sich  hier 
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um  eine  Drehung  um  den  Winkel  t 
Siehe  Fig.  35.  Wemi  das  alte  Linienele- 
ment (0^0 y  y^'  tfo)  ^^^  ^^^  positiven  x- 
Achse  den  Winkel  t^  and  das  neue  Ele- 
ment (x,  y,  ^)  mit  ihr  den   Winkel  r 

bildet,  wird  yo'^'^g^o;  y  =-*g^>  so 
daB  (9)  besagt: 

^    ^       ^^  Fig.  96. 

t^t^  +  t, 

was  mit  der  geometrischen  AufiFassung  im  Einklänge  steht. 

747.  Bedingung  fllr  eine  iiüliiitesimale  Traasfbr- 
nuktion  der  SifRsrentialgleioliiing  F{x,  y,  y')  ■■  O.   DaB 

die  Differentialgleichung 

(1)  X{x,  y)dy  -  Y(x,  y)dx^O  oder  X{x,  y)y'  -  Y(x,  y)  -  0 
eine  infinitesimale  Transformation 

gestattet^  bedeutet  nach  Nr.  738,  daB  jede  Integralkurre  bei 
allen  Transformationen  der  zugehörigen  eingliedrigen  Ghmppe 
wieder  in  eine  Integralkurre  übergeht.  Die  Integralkurven  aber 
sind  die  Orte  derjenigen  Linienelemente  (x,  y,  y),  die  durch 
die  Differentialgleichung  (1)  bestimmt  werden.  Man  kann  also 
auch  sagen,  daB  jedes  Linienelement  der  Differentialgleichung 
vermöge  der  erweiterten  Transformationen  der  Gruppe  stets 
wieder  in  Linienelemente  der  Differentialgleichung  übergeht. 
Die  erweiterte  Gruppe  wird  aber  von  der  erweiterten  infini- 
tesimalen Transformation 

erzeugt,  vgl.  (8)  in  voriger  Nummer. 

Liegt  nun  die  Differentialgleichung  (1)   in  irgend  einer 
nicht  nach  y  aufgelösten  Form 

(2)  F(ar,y,y)-0 

vor,  so  ist  die  Schar  ihrer  Linienelemente  (x,  y,  y')  eben  durch 
diese  Gleichung  F^O  charakterisiert  Deshalb  muB  U'f,  auf 
F  ausgeübt,  einen  Ausdruck  ITF  geben,  der  infolge  der  Glei- 
chung J*  —  0  ebenfalls  verschwindet,  d.  h.  es  muB 
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infolge  von  jP  »-  0  sein.  In  der  Tat  ist  dies  nur  eine  andere 
Form  der  in  Satz  22,  Nr.  741;  gefundenen  Bedingung.  Denn 
wenn  die  Differentialgleichung  (2),  naoh  %{  aufgelöst,  die  Glei- 
chung (1)  liefert;  ist  JP  in  (3)  durch  X,y'  ~  F  zu  ersetzen. 
Dann  aber  geht  (3)  über  in: 

g(Z.y'-  rj  +  n{X^y'  -  r,)  +  [1,.+  (,,-  yy'-  |,y'»]Z-0. 

Diese  Gleichung  soll  nun  infolge  von  Xy' —  F— 0  bestehen. 
Wird  demgemäß  y  ^  Y:  X  eingeführt,  so  geht  die  in  Satz  22, 
Nr.  741;  aufgestellte  Bedingung  hervor.    Also  gilt  der 

Satg  37:  Liegt  eine  gewöhnliche  DiffermHdlgleidiung  ers^ 
Ordnung 

F(x,  y,  y')  «  0 

vor  und  hat  sie  in  ihrem  Bereiche  Auflösungen  y\  für  die  die 
partielle  Ableitung  cF :  cy  nicht  verschwindet,  so  gestattet  sie  eine 
infinitesimale  Transformation 

in  der  i  und  rj  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung 
stetig  sein  sollen^  dann  und  nwr  dann,  wenn  die  erweiterte  infini- 
tesimale Transformation 

ausgeübt  auf  F^  eine  Funktion  U'F  liefert,  die  für  die  betrachteten 
Auflösungen  %!  der  Gleichung  i^  »  0  und  für  beliebige  Werte 
von  X  und  y  verschunndet. 

Kurz  gesagt:  F  =  0  gestattet  Uf,  wenn  ZTF  =  0  infolge 
von  F^O  ist. 

Beispiel:  Die  Differentialgleichung 

JP'-y"-2rry'  +  2y-0 
gestattet  die  infinitesimale  Transformation: 

'       dx  ^      dy 

Denn  hier  ist  g  »  1 ;  17  »  o?;  so  daß  die  erweiterte  infiniteeimale 

Transformation  das  Symbol  hat: 
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Daher  ißt  WF  ^  0  nicht  nur  infolge  von  JF  —  O,  sondern 
schon  an  sich.  Die  von  Uf  erzeugte  Gfruppe  hat  leicht  zu  be- 
stimmende Bahnkurven,  denn  für  eine  Bahnkurve  muß 


j^  -=?=«=  ic,    also     dy  ^  xdx 


sein,  und  dies  ist  för  die  Parabdn  y  —  ^x^ ««  konst.  der  Fall. 
Aufierdem  bleibt  augenscheinlich  die  Geradenschar  x  »  konst. 
invariant,  da  Ux-^1  ist  (vgl.  Satz  20,  Nr.  737).  Folglich  sind 
x  und  e  ^y  —  ^ar*  kanonische  Veränderliche  (vgl.  Nr.  743). 
Wird  dementsprechend 

y  =-  0  +  -J^r*,    d.  h.  y  =-  /  +  a? 
gesetzt,  so  geht  die  vorgelegte  Differentialgleichung  in 

über  und  gibt: 


i—  dx  —  0, 


1/— 2« 


sodaß 


Y-'20-\'X^C 

die  Integralkurven  darstellt.  Wird  wieder  0  ^  y  —  ^a^  sub- 
stituiert, so  kommt  die  Gleichung: 

2Cx-2y^C\ 

Die  Integralkurven  sind  also  Geraden.  In  der  Tat  ist  nämlich 
die  vorgelegte  Gleichung  F ^0  eine  Clatrcmtsche  Differerdiod- 
gleiehung  (Nr.  720).  Ihre  regulären  Integralkurven  sind  die 
Tangenten  der  Parabel  y  ^  ^x^,  die  ihrerseits  die  singulare 
Integralkurve  vorstellt. 

§  5.  Projektive  Transformationen  und  Jacobische 

Differentialgleichungen. 

748.  ProJekti¥e  Transformationen  einer  Ter&n- 
derliolien.  Mit  dem  auch  sonst  in  der  Analysis  wichtigen 
Begriffe  der  prqjeiktiven  Transformationen  steht  die  Theorie 
der  in  Nr.  718  behandelten  BicccMschen  Differentiaigleichungen 
sowie    die    einer   ebenfalls   besonders   merkwürdigen    gewöhn- 
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liehen  Differentialgleichung,  der  sogenannten  Jacdbischen^  im 
engsten  Zusammenhange.  Dieser  Zusammenhang  soll  in  denoi 
gegenwärtigen  Paragraphen  in  seinen  Hauptzügen  dargestellt 
werden. 

Der  Begriff  der  projektiven  Transformation  beruht  auf  dem 
des  DoppdverhäÜnisaea  {ah cd)  von  vier  Zahlen  a,  h^  c,  d: 

Man  kann  ihn  auf  vier  Punkte  Jlf^,  M^,  M^,  M^  einer  Geraden 
übertragen,  indem  man  als  die  vier  Zahlen  die  Strecken  zwischen 
den  Punkten  einführt,  mit  Yorzeiehen  gemessen  in  einem  ein- 
heitlichen, aber  für  den  Wert  des  Doppelverhältnisses  offen- 
bar gleichgültigen  Fortschreitungssinne: 

Augenscheinlich  ist  das  Doppelverhaltnis  von  vier  Punkten 
einer  Geraden  in  der  rry-Ebene  gleich  dem  ihrer  Abszissen 
und  auch  gleich  dem  ihrer  Ordinaten. 

Eine  Transformation  x^fp{x^y  vermöge  derer  die  Ver- 
änderliche x^  in  eine  neue  Yeränderliche  x  übergeht,  heißt 
projektiv,  wenn  sie  stets  beliebige  vier  Werte  von  x^  in  solche 
vier  Werte  x  verwandelt,  die  dasselbe  Doppelverhältnis  wie 
jene  vier  Werte  haben.  Wenn  die  Transformation  drei  be- 
stimmt angenommene  Werte  o^,  b^,  c^  von  x^  etwa  in  a,  &,  c 
überführt,  wahrend  aafierdem  ein  Wert  ^^  willkürlich  gelassen 
wird,  muB  hiemach  für  die  zu  diesem  rr^  gehörige  Yeränder- 
liche X  die  Gleichung  gelten: 

c  —  a    X  —  a       Ca  —  Oft    Äft  —  Ä, 


Co~~_^  .  '^0  """  ^0 


c  —  h'  x—h       Co  —  6o  '  «0  —  ^c 

deren  Auflösung  nach  x  eine  gdfrochene  lineare  Funktion  van  x^ 
liefert: 

^^  ^       yx^  +  S 

Sie  ist  nur  dann  nicht  frei  von  Xq,  wenn  die  Determinante 
ad  —  ßy^O  ist.  umgekehrt:  Sind  ajß,y,S  irgendwelche  vier 
Konstanten,  deren  Determinante  ai  —  ßy  nicht  verschwindet, 
so  gehören  infolge  von  (1)  zu  vier  beliebig  gewählten  Werten 
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Ton  Xq  solche  Werte  ron  Xy  die  dasselbe  Doppelyerhaltnis 
wie  jene  haben.  Dies  lehrt  eine  einfache  Ausrechniuig.  Mä- 
hm  isi  (1)  die  allgemeine  Form  einer  prqjekHven  Tranrfomujh 
iian  einer  Veränderlichen.  Werden  Xq  und  x  als  Abszissen  von 
Punkten  M^  nnd  M  auf  einer  Geraden  gedeutet,  so  stellt  (1) 
eine  Transformation  Tor,  die  irgendwelche  yier  Punkte  der 
Geraden  stets  in  yier  Punkte'  der  Geraden  mit  demselben 
Doppelverhaltnisse  rerwandeli 

Ffihrt  man  nacheinander  zwei  projektive  Transformationen 
auSy  indem  man  zuerst  x^^  in  x^  und  dann  x^  in  x^  vermöge 

^  ri  «•  +  *!'  *  r««i+^ 
yerwandelty  so  lehrt  die  Substitution  des  ersten  Wertes  in 
den  zweiten,  daß  x^  wieder  eine  gebrochene  lineare  Funktion 
▼on  x^  wird,  und  zwar  ist  dabei  die  auf  sie  bezügliche  ent- 
sprechend ad  —  ßy  gebildete  Determinante  gleich  dem  Pro- 
dokte  Ton  a^Ö^  —  ß^y^  und  f^äf  —  ß^yf,  daher  von  NuU  yer- 
schieden.  Die  Aufeinanderfolge  zweier  projektiver  Transfor- 
mationen ist  demnach  durch  eine  projektive  Transformation 
ersetzbar  oder,  wie  man  auch  sagt,  mit  einer  projektiven  Trans- 
formation äquioälenL  Dies  wird  gemeint,  wenn  man  sagt:  JUe 
prcjektiven  Transformationen  (1)  bilden  eine  Qruppe}) 

748.  Voohiiialfl  die  allgemeine  Biooatleolie  SifTe- 
reatlAlgleieliimg.  Nach  Satz  11,  Nr.  718,  ist  eine  gewöhn- 
liche Differentialgleichung  erster  Ordnung  dann  und  nur  dann 
eine  Riccatisehe 

(1)  »'-/ä(«)»'  +  2A(aj)» +/;(»), 

wenn  ihre  allgemeine  Losung  als  eine  gebrochene  lineare  Funk- 
tion einer  Integrationskonstante  C  darstellbar  ist: 

(9\  «  «.  y^  (a?)  C  + 1(^1  (a?) 

Dabei  muß  9^ ^2 "  Vt^\'¥^  ^^^9  ^^^  <^^®  Lösung  sonst  von 
C  frei  wäre.  Wenn  y^  der  Anfangswert  ist,  den  y  fQr  einen 
hesUmmkn  Anfangswert  x^  von  x  hat,  also  der  Wert 

1)  Auch  falls  man  §  4  übezachlagen  hat,  möge  man  doch  die  in 
Nr.  732  angegebene  aügemeine  Definition  einer  Gruppe  v<m  OperaHonen 
aaf  S.  18S  aachlsMn. 
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läßt  sich  hieraus  C  als  eine  gebrocheDe  lineare  Fnnktion  von 
y„  berechnen,  deren  Substitution  in  (2)  zeigt,  daß  y  auch  eine 
gebrochene  lineare  Funktion  von  y,  wird: 

wobei  wieder  a8  —  ßy  +  0  ist 

Diese  Gleichong  (3)  aber  stellt,  sobald  x  benimmt  ge- 
^hlt  wird,  eine  pn]jektiv6  Transformation  von  y^  in  y  dar. 
Sind  X  und  y  rechtwinklige  Koordinaten  in  der  Ebene,  so  er- 
gibt sich  also,  daß  der  Satz  11,  Nr.  718,  die  folgende  geome- 
trische Fassung  erhalten  kann: 

SatB  28:    Die  Differentialgleichung    \J  —  fix,  y)  txner  ein- 
fach uneniBichen  Kwvenschar  in  der  xy-Ebene  ifi  dann  und  nur 
dann  eine  Biccatische,  wenn  irgendwelche  vier  Integralkurven  von 
allen   Parailden  sur   y- Achse   in   vier   Punkten   mit   demadben 
Doppdverhällnisse   geschniäen   tcer- 
den,  dessen  Wert  eben  nw  von  der 
ÄuswcM  der  vier  Kurven  abhängt. 
Eine  Enrvenschar  von  dieser 
Art  ist  in  Fig.  36  angedeutet,  worin 
das  DoppelTerhältni8(J)fj  M^  JUT,  ]it^) 
denselben   Wert   wie   das   Doppel- 
verhältnis {M^''M°M^'>M^)  hat. 
"'"  **■  Beispiel:  Die  einfach  anend- 

liche Schar  aller  Hyperbeln,  die  durch  drei  gegebene  Punkte 
gehen  und  eine  gemeinsame  Asymptotenrichtung  haben,  weist 
die  in  Satz  28  ausgesprochene  Eigenschaft  auf,  falls  die  y-Achse 
in  der  gemeinsamen  Asymptotenrichtung  gewählt  wird.  Des- 
halb sind  diese  Hyperbeln  die  Integralkurven  einer  gewissen 
ßiccatischen  Differentialgleichung,  deren  Anfstellnng  dem  Leeer 
überlassen  bleibe. 

Es  ist  nicht  nötig,  daß  x  und  y  rechtwinklige  Koordi- 
naten seien,  deim  das  Ergebnis  läßt  sich  rein  analytisch  for- 
molieren: 

Satf  29:  Eine  gewi^niidte  Differentiaigleiehung  erster  Ord- 
****"?  y  °°  A^>  y)  ^^  dann  und  nw  dann  eine  RiccaHsi^,  wenn 
74»J 
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vier  Partihdarlösungenf  die  für  x^  x^  irgendwelche  Anfcmgs- 
teerte  o^,  6^»  ^>  ^o  ^J>^y  /wr  jeden  Wert  von  x  solche  Werte 
a^h,  c,  d  annehmen y  deren  Doppelverhältnis  [abcd)  gleich  dem 
DoppeiverhäUnisse  (a^K^^o)  ^  Anfangswerte  ist. 

Führt  man  in  die  Riccatische  Differentialgleichung  (1)  statt 
y  eine  neue  unbekannte  Funktion  ß  yermSge  einer  Substitution 
von  der  Form 

«(^)y+/5c«) 


IT — 


y^«)y  +  *(«) 


ein,  worin  a,  ß,  y^  d  irgendwelche  Funktionen  von  x  sind,  für 
die  ad  —  ßy  '^  0  ist,  so  geht  eine  gewöhnliche  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  f&r  0  hervor.  Ihre  allgemeine  Lösung 
gewinnt  man  durch  Einsetzen  des  Wertes  (2)  von  y  in  der 
Form: 


0 


(y  9i  +  *9i)<7+ (rti  +  *^,) 


Da  sie  wieder  eine  gebrochene  lineare  Funktion  der  Integra- 
tionskonstante C  ist^  muß  die  Differentialgleichung  für  0  nach 
Satz  11,  Nr.  718,  auch  eine  Riccatische  sein.    Also  gilt  der 

Satz  30:  Führt  man  in   eine  Biccotische  TH/ferenticUglei- 
chung 

y  -  f,{^)y' +  ^fMy  +  Uip) 

eine  neue  unbekannte  Funktion  z  von  der  Form 

y(«)y  +  ^(a?) 

ei«,  wobei  ad  —  /Jy  +  0  ist,  so  gelit  eine  mccatische  Differen- 
tialgleichung für  z  hervor. 

7B0.  VochmaLi  die  linearen  Diffarentialglelohiingen. 

Zu  den  Riccatischen  Differentialgleichungen  gehören  insbeson- 
dere die  linearen  (Nr.  716j,  denn  aus  der  Riccatischen  Gleichung 
(1)  der  letzten  Nummer  geht  im  Falle  f^^O  die  lineare  hervor: 

y  =2/;(rr)y+/i(4 

Ihre  charakteristische  Eigenschaft  besteht  nach  Satz  10,  Nr.  716, 
darin,  daß  ihre  allgemeine  Lösung  y  als  eine  ganze  lineare  Funk- 
tion einer  Integrationskonstante  C  darstellbar  ist: 

y  ^  (p{x)C  +  tipii). 

[749,  TSO 
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Dordi  Elimination  ron  C  rermöge  des  An&ngsiraies 

gebt  bieraoB  eine  ganze  lineare  Fnnktion  Ton  y^  hervor: 

y  -  a(x)y^  +  ß^x). 
Werden  y^  ii^endwelehe  drei  Werte  Og,  b^,  e^  beigele^  und 
sind  a,  h,  c  die  zugeliSrigen  Werte  ron  y,  bo  findet  man  sofort: 

Also  gilt  der 

Satä  31:  Die  Differentiaigleichuiig  y'  —  f(x,  y)  einer  ei»- 
fach  unemilKA«»  KmvenadMr  in  der  xy-Mene  ist  ätuut  und 
«wr  dann  Imear,  wenn  ä^endicelcke  drei  Inteffraliurven  von  oBen 
ParaUden  eur  y-Aehse  in  drei  FUnklen  gesdiniäen  werden,  deren 
gegenseitige  Entfernungen  ein  Jcon^ntes,  d.  h.  nur  von  der  Aus- 
wahl der  drei  Kurven  lAhiingiges 
VerhäUnis  habt». 

In  Fig.  37  sind  derartig« 
Kurven  dargettellt,  indem  darin 
M^  M, :  Jf,  Jf,  gerade  so  groB 
wie  M^'M,"  :  3f,''Jf,''  ist 

Hier  handelt  es  sicli  nur  um 

einfache  YerhältoiBBe.     Sie  kön- 

''  nen  aber  durch  einen   Kunstgriff 

in  DoppelverhSltnisBe  verwandelt  werden.    Denn  daa  Doppel- 

verhältnia 


(ahcd)  -  - 


-6  '  d~b 


geht  fllr  lim  d  —  <x>  in  das  ein&che  Verl^tniB  {e  —  a):{e  —  b) 
über.  Mithin  ist  der  Satz  31  doch  nur  ein  besonderer  Fall 
des  Satzes  28  der  vorigen  Nummer;  man  fDge  n&mlicb  zu  den 
drei  auBgewählten  Integralkurvec  noch  die  unendlich  ferne 
Gerade  y  ^^  oo  hinzu.  Die  linearen  Differentiaigleichw^en 
sind  eben  solche  Biecatische  DifferenHalgleidiut^en,  die  »i5be- 
sondere  die  unendlieh  ferne  Gerade  j/  =— oo  als  eine  IntegraSsurve 
haben.  Man  kann  diese  Aussage  durch  Einführung  hom(^ener 
Koordinaten  wie  in  Nr.  175  leicht  begründen.  Sie  läßt  den 
eigentlichen  Sinn  des  in  Nr.  718  fQr  die  Biccatiaohen  Differential- 
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gleichungen  gefundenen  Integrationsyerfahrens  hervortreten: 
Wenn  nämlich  u(x)  eine  bekannte  PartikularlÖBung  der  Ric- 
catiBchen  Differentialgleichung 

bedeutet^  wird  nach  (8)  in  Nr.  718  die  Substitution 

z L_ 

y  — u{ä) 

gemacht.  Sie  ordnet  sich  der  in  Satz  30  der  vorigen  Nummer 
angi^ebenen  allgemeineren  Substitution  unter,  d.  h.  für  Z  er- 
gibt sich  wieder  eine  Riccatische  Gleichung.  Da  Z  für  y  ='u{x) 
unendlich  groß  wird,  hat  diese  neue  Riccatische  Gleichung  die 
Integralkurve  ^  —  oo  und  muß  daher  eine  lineare  Differen- 
tialgleichung sein,  wie  sich  auch  in  Nr.  718  ergab. 

TBL  Znflniteslmale  projektive  Traiisformationen 
einer  ▼erft&derliolien.^)  Fragt  man  nach  den  eingliedrigen 
Chrujppen  von  projektiven  Transformationen  einer  Veränderlichen, 
so  hat  man  von  einer  Differentialgleichung  zwischen  x  und  t 
auszugehen  (statt  von  zweien  für  Funktionen  x  und  y  von  t, 
wie  in  Nr.  734),  und  sie  muß  dx :  dt  als  eine  von  t  freie 
von  x  darstellen: 


(1)  ^  -  m- 

Die  Frage  ist  nun^  ime  ^(x)  gewähU  werden  muß,  damit  die- 
jenige Lösung  x,  die  für  ^ «  0  den  Änfangswert  x^  hat,  eine 
gArochene  lineare  Funktion  von  Xq  wird,  deren  Koeffizienten 
noch  von  t  abhangen: 

Da  die  Gleichung  (2)  gerade  die  charakteristische  Eigenschaft 
einer  Riccatischen  Differentialgleichung  zum  Ausdrucke  bringt^ 
in  der  t  die  unabhängige  Veränderliche  und  x  die  unbekannte 
Funktion  bedeutet,  hat  die  gesuchte  Gleichung  (1)  notwendig 
die  Form: 
(3)  .   ^^ax'  +  2bx  +  c, 

worin  aber  jetzt  a,  b,  c  Konstanten  sind,  weil  |  you  t  frei  sein 


1)  Zu  überschlagen,  vgL  das  in  der  Anmerkung  zu  §  4  anf  S.  182 
Gesagte. 
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BolL     Demnach  ist 


(ax*  +  2bx  +  c)l^^ 


das  Symbol  der  allgemeinsten  infinitesimalen  projektiven  Trans- 
formation einer  Veränderlichen.  (Hier  wird  df:  dx  statt  df:  dx 
geschrieben,  weil  nur  eine  Veränderliche  vorkommt.)  Das  Sym- 
bol setzt  sich  linear  mit  bdidAgen  konstanten  Koeffisrienten  at4s 
den  Symbolen  von  drei  besonderen  infinitesimalen  projekUven 
Transformationen  zusammen.  nämUch  aus: 


X 


dx'       dx'     dx 


7B2.  Projektive  Transformationen  von  zwei  Teav 
&nderllohen.  Unter  einer  projektiven  Transformation^  die 
zwei  Veränderliche  x^  und  y^  in  neue  Werte  x  und  y  über- 
führt, versteht  man  eine  von  der  Form: 


(1) 


X 


at^o  +  ^yo  +  ^ 


y  = 


biXo  +  b^Vo  +  b^ 


Ci^o  +  ^yo  +  <^^    ^     Ci^  +  <^y9  +  ^' 

die  also  x  und  y  als  gebrochene  lineare  Funktionen  von  x^ 
und  y^  mit  gleichen  Nennern  darstellt.  Die  neun  Eonstanten 
^%7  \i  ^i  (}  "^  h  ^;  ^)  können  beliebig  gewählt  werden  mit  der 
einzigen  Beschränkung,  daß  die  Gleichungen  (1)  nach  Xq  and 
y^  auflösbar  sein  müssen.   Um  die  Bedingung  hierfür  zu  finden, 

setzen  wir 

»1    a,    a^ 

*i     h     h 

<h     <^     <^ 

Gi  die  zu  a^y  \f  c^  gehörigen  zwei- 
reihigen Unterdeterminanten  von  A,  d.  h.  es  soll 


(2) 


und  verstehen  unter  A^,  B^, 


A- 


\ 
^ 


h 
^ 


JB,= 


0% 


*^8 


C, 


sein,  und  die  übrigen  A^^  B^,  C^  sollen  hieraus  durch  zyklische 
Vertauschung  der  Indizes  1,  2,  3  hervorgehen.  Dann  haben  die 
Funktionen  (1)  von  x^  und  y^  die  Funktionaldeterminante: 

dx     dx 


dx„ 


dy 


dy^ 

^y 
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Nach  einem  bekannten  Determinantensatze  ist  aber 
A^B^'-A^B^^'C^^,  Aj^B^  —  ÄiB^^c^L,  A^B^-A^Bi^c^A, 

so  daß  kommt: 


'  dx 

dx 

dx^ 

^yo 

dy 

dy 

dx^ 

dyo 

(Cj  Xo  +  c,  yo  +  Cj)' 


Folglich  lassen  sich  die  Gleichungen  (1)  nach  x^^  und  y^  auf- 
lösen, wenn  die  J)eterminante  A  der  neun  Koeffizienten  von 
NuU  verschieden  isty  denn  durch  die  Annahme  A  4»  0  wird  auch 
die  Möglichkeit  c^=^  c^^  c^^O  ausgeschlossen.  Die  Auf- 
lösungen findet  man  am  bequemsten  so:  Wird  der  gemeinsame 
Nenner  in  (1)  mit  N  bezeichnet,  so  hat  man: 

Nx^a^x^  +  a^y^  +  a^, 

Ny^\x^  +  l^yo  +  \, 
N^c^x^  +  c^y^  +  c^. 

Die  rechten  Seiten  sind  als  ganze  lineare  homogene  Funktionen 
von  x^^  y^  und  1  zu  betrachten,  so  daß  die  Auflösung  gibt: 

_N{A^x  +  B,y+C,)  _N{A^x  +  B^y+C,) 

1 _^ 

Wird  der  Wert  Ton  N  aus  der  letzten  Gleichung  in  die  bei- 
den ersten  eingesetzt,  so  geht  die  gesuchte  Auflösung  der  Glei- 
chungen (1)  hervor: 

W  ^0       A,x  +  B,y+C,'     y^-  ~Ä,x+B,y  +  C,' 

Dies  ist  die  zur  Transformation  (1)  inverse  Transforma- 
tion (vgl.  Nr.  732),  da  sie  angibt,  wie  sich  Xq  und  y^  durch  x 
und  y  ausdrücken;  sie  ist  wie  die  Transformation  (1)  projektiv. 

Werden  x^y  y^  und  ebenso  rc,  y  als  rechtwinklige  Koordi- 
naten in  demselben  Achsenkreuze  gedeutet,  so  liefert  die  Aus- 
führung der  Transformation  (1)  auf  die  Punkte  {x^^  y^)  einer 
beliebig  gewählten  Geraden 

(*)  Wo^Jq  +  ^Vo  +  ^0-0 

diejenige  Kurve,  deren  Gleichung  hieraus  durch  Einsetzen  der 
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Werte  (3)  hervorgeht: 

(A^u^  +  A^Vq  +  A^Wq)x  +  (5i«o  +  Sj^o  +  B,Wo)y 

Diese   Qleichung   ist  nun  in  x  und  y  linear.    Die  projektive 
Transformation  (1)  fuhrt  also  jede  Gerade  in  eine  Gerade  über. 

Man  kann  zeigen^  daß  eine  Transformation  der  Punkte, 
die  jede  Gerade  in  eine  Gerade  verwandelt,  stets  die  Form  (1) 
hat,  so  daß  die  projektiven  Transformationen  als  diejenigen 
Transformationen  der  Punkte  der  Ebene  definiert  werden  k5n- 
neU;  die  jede  Gerade  in  eine  Gerade  verwandehi.  Darauf  gehen 
wir  aber  nicht  näher  ein. 

Führt  man  nacheinander  zwei  projektive  Transformationen 
aus^  wobei  die  erste  das  Wertepaar  x^^y^  in  ein  Paar  x^,yx 
verwandelt  und  die  zweite  das  neue  Paar  x^y  y^  weiterhin  in 
ein  Paar  x^^y^y  so  erkennt  man,  daß  sich  x^  und  y^  wieder  als 
gebrochene  lineare  Funktionen  von  x^  und  y^  mit  gleichen 
Nennern  darstellen  lassen  und  daß  die  Determinante  A^  gebildet 
für  diese  beiden  Funktionen,  gleich  dem  Produkte  der  beiden 
Determinanten  A  ist,  die  sich  auf  die  beiden  nacheinander  aus- 
geführten Transformationen  beziehen,  und  daher  ebenfEills  ver- 
schieden von  NuU  ist.  Dies  bedeutet,  daß  die  Aufeinanderfolge 
zweier  projektiver  Transformationen  stets  mit  einer  projektiven 
Transformation  äquivalent  ist.  AUe  projektiven  Tra/nsforma' 
tionen  der  Ebene  büden  datier  eine  Gruppe  (vgl.  die  allgemeine 
Definition  von  Gruppen  in  Nr.  732). 

Zwei  Gleichungen 

(5)  Eo-«o  +  «^     9o  =  yo  +  /»^ 

stellen  in  den  laufenden  Koordinaten  j:^  ^^^  %  ^^^^  Gerade 
durch  den  Punkt  {Xq,  y^  dar,  falls  t  veränderlich  ist.  Indem 
man  t  vier  bestimmte  Werte  t^^t^^t^yt^  beilegt,  bestimmt  man 
vier  Punkte  der  Geraden,  und  das  DoppdverhaUnis  dieser  vier 
Punkte   ist  nach  Nr.  748  gleich  dem  ihrer  Abszissen,   daher 

auch  gleich  (^^«^O;  ^^^  ^^^^  £o  ^^^^^  durch  t  ausdrückt. 
Bei  einer  projektiven  Transformation  (1)  geht  der  Punkt 
{x^y  ^o)  ^^  einen  Punkt  {x^  y)  und  die  Gerade  (5)  in  eine 
Gerade  durch  den  Punkt  (x,  y)  über.  Die  laufenden  Koordi- 
naten i,  t)  der  neuen  Geraden  drücken  sich  dabei  gerade  so 
75»] 
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durch  j^^  und  Q^  aus  wie  x  und  y  nach  (1)  durch  Xq  und  y^. 
Insbesondere  bt  also: 

und  wenn  man  hierin  nach  (5)  die  Werte  Xq  +  at  und  y^  +  ßt 
fOr  {0  und  %  substituiert;  wird  £  eine  gebrochene  lineare 
Funktion  von  t.  Daher  ist  das  Doppelyerhältnis  derjenigen 
Tier  Punkte,  die  aus  den  vorhin  betrachteten  yermoge  der 
projektiven  Transformation  hervorgehen ,  ebenfalls  gleich 
(^i^s^O*  ^^^  projektive  Transformation  der  Ebene  führt 
also  stets  vier  Punkte  irgendeiner  Geraden  in  solche  vier 
Punkte  einer  Geraden  über,  die  dctöseUbe  DoppelverhaUnis  wie 
jene  haben,  so  daß  dcis  Doppelverhältnis  von  vier  Punkten  einer 
G&rcukn  invariant  ist. 

Femer  sei  an  den  Satz  erinnert,  wonach  vier  Geraden  der 
Ebene,  die  von  einem  Punkte  ausgehen,  von  aüen  Geraden  in 
vier  Punkten  mit  demselben  Doppelverhältnisse  geschnitten 
werden,  das  deshalb  das  DoppdverhaUnis  der  vier  Geraden 
heißt  Man  schließt  aus  dem  Vorhergehenden  und  diesem 
Satze  sofort,  daß  eine  projektive  Transformation  auch  das 
DoppdverhaUnis  von  v^ier  durch  einen  Punkt  gehenden  Geraden 
invariant  läßt. 

7B8.  Jaoobisohe  DUterentialgleiohimgen.  In  sehr 
naher  Beziehung  zu  den  soeben  besprochenen  projektiven 
Transformationen  stehen  die  Jacobischen  Differentialgleichungen, 
Ihre  allgemeine  Form  ist: 

(1)   (yi^r  +  YiV  +  n)(^dy -  ydx) 

—  (a^x  +  «,y  +  cc^)dy  +  {ß^x  +  fty  +  ß^)dx  -  0, 

worin    die    neun    Großen   a^,  /J,.,  y^  {i  =«  1,  2,  3)   irgendwelche 
Konstanten  bedeuten.    Sie  läßt  sich  auch  so  schreiben: 

dy  ^  fta;  +  fty  +  ft  —  yCri«  +  riy  +  /s) 

dx       «,«4-0,^  +  «,  — aj(yja;  +  y,y  +  y,) 
und  ist  daher  nach  Nr.  677  durch  das  System  ersetzbar: 


(2) 


^  =  «1«  +  a,y  +  a,  -  x{yiX  +  y,y  +  y,), 
^  =  fta;  +  ß,if  +  ßt-  yinie  +  V%y  +  Vt)- 
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Sind  X  und  y  rechtwinklige  Koordinaten  in  der  Ebene,  so 
definieren  die  Lösungen  dieses  Systems  (2)  die  Integralkurren 
der  Jacobisclien  Dififerentialgleicliung  (1)  mittels  der  HilfsTer- 
änderlichen  t  Eine  elegantere  Darstellung  ergibt  sich,  wenn 
man  wie  in  Nr.  175  statt  x  und  y  drei  homogene  Koordinaten 
Xi,  x^f  x^  vermöge 

(3)  .  =  5,    y-f 

einführt.     Denn  dann  gibt  (2): 

Dies  sind  nur  ewei  DifPerentialgleichungen  für  die  drei  Funk- 
tionen Xi,  x^y  x^  von  if  was  nicht  überrascht,  weil  ja  nur  die 
Verhältnisse  x^ :  x^  und  x^ :  x^  in  Betracht  kommen.  Man  kann 
deshalb  noch  eine  Forderung 

hinzufügen.    Alsdann  ergibt  sich  das  System  in  der  Normalform : 


(4) 


dt 


«1^1  +«S^2  +«8^8> 


-Jv  =  A^i+Aaj,  +  A^8, 


Umgekehrt:  Wenn  x^,  x^,  x^  Funktionen  von  t  sind,  die  diesen 
drei  Gleichungen  (4)  genügen,  werden  ofiPenbar  x  =  x^ix^ 
und  y  =*  a;, :  ajj  Funktionen  von  ty  die  dem  System  (2)  ge- 
nügen. In  homogenen  Koordinaten  stellen  also  die  Haupt- 
lösungen  x^^  x^,  x^  von  (4),  die  für  ^«0  die  Anfangswerte 
x\j  a:J,  a^  haben,  diejenige  Integralkurve  der  Jacobischen  Diffe- 
rentialgleichung (1)  dar,  die  von  dem  Punkte  mit  den  Ko- 
ordinaten 

ausgeht. 

Nun  seien  die  drei  partikularen  Lösungensysteme  von  (4), 
die  für  ^  =  0  die  Anfangswerte  1,  0,  0  bzw.  0, 1,  0  bzw.  0, 0, 1 
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haben,  mit 

^t-'P,(t),     ^'ZM     a^-V-XO      (»-1,2,3) 
bezeiclmet.     Alsdann  ist: 

-^f  -  ßi9^i  +  ßtXi  +  ßzto  (<- 1,2,3) 

Wir  behaupten  nun,  daB 

die  Hanptlösnngen  von  (4)  sind.  In  der  Tat,  daß  zunächst 
a^,  a^y  itj  die  Werte  dieser  Funktionen  f ür  ^  =  0  sind,  ergibt 
sich  sofort  aus  den  über  die  Anfangswerte  der  9?^^  x^^  ^^  ge- 
machten Annahmen.    Femer  ist  nach  der  ersten  Gleichung  (7): 

dt         dt  ^^  dt  ^^^  dt  ^• 
Dieser  Wert  wird  nun  nach   der  ersten  Gleichung  (6)  gleich: 

+  («198  +  «1^8  +  «8^8)^- 

Daher  kommt  nach  (7): 

wie  es  die  erste  Gleichung  (4)  verlangt.  Ebenso  bestätigt 
man  das  Bestehen  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  (4)  für 
die  durch  (7)  definierten  Funktionen  x^  und  x^. 

Nach  (3)  und  (5)  ergibt  sich  weiterhin  aus  (7),  daß 

die  Hauptlösungen  Xy  y  des  Systems  (2)  sind,  die  für  ^  =»  0 
die  Anfangswerte  x^  und  y^  haben. 

Mithin  wird  diejenige  Integralkurye  der  Jacobischen  Diffe- 
rentialgleichung (1),  die  von  einem  beliebig  gewählten  Punkte 
(x^f  ^o)  Ausgeht,  mittels  der  Hilfsveränderlichen  t  durch  die 
Gleichungen  (8)  dargesteUt. 
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Für  jeden  bestimmten  Wert  von  t  bedeutet  aber  das  Olei- 
chungenpaar  (8)  eine  projektive  Transformation  der  Punkte 
(^01  yo)  ^^  Punkte  {x,  y),  nach  (1)  in  yoriger  Nummer.  Dabei 
ist  noch  zu  bemerken,  daß  die  Determinante 

9i     Vj     Vi 
Xi      %%     lU 

tl       ti       *8    1 

nicht  identisch  gleich  Null  ist,  weil  sie  für  ^  =  0  den  Wert 
Eins  hat.  Nun  steht  nach  Nr.  734  fest,  daß  das  System  (2) 
eine  eingliedrige  Oruppe  von  Transformationen  erzeugt.^) 
Folglich  erzeugt  das  System  (2)  oder  also  die  zugehörige  in- 
finitesimale Transformation  mit  dem  Symbol 

[oiX  +  a^y  +  a^-  x{y^x  +  y,y  +  y,)]  ^ 

+  [ßi^  +  fty  +  A  ~  y(yi«  +  r^y  +  n)]  fj 

eine  eingliedrige  öruppe  Yon  lauter  projektiven  Transforma- 
tionen. 

Umgekehrt:  Wir  fragen  nach  denjenigen  Systemen 

(9)  S  =  K^»y);  ^'^vi^^y)^ 

die  eingliedrige  Gruppen  von  lauter  projektiven  Transforma- 
tionen erzengen,  d.  h.  deren  Hauptlösungen  sich  in  der  Form 

^    ^  'V'i«o  +  'V'fyo  +  *»'     ^     ^i«o  +  ^iyo  +  i|»« 

als  gebrochene  lineare  Funktionen  der  Anfangswerte  Xq  und  y^ 
mit  gleichen  Nennern  darstellen,  worin  die  neun  Koeffizienten 
9^i}  Xi9  ^i  (}  "^  ^9  ^>  ^)  Funktionen  von  t  bedeuten.  Zunächst 
müssen  tp^ ,  Xs  ^^^  ^s  ^^  t'^O  einen  gleichen  Wert  a  -f*  0, 
alle  übrigen  g?^,  j^,  ^^  aber  f ür  ^  «==  0  den  Wert  Null 
haben,  weil  nur  dann  x  und  y  für  ^  =  0  die  Werte  Xq  und  y^ 
annehmen.  Man  kann  alsdann  alle  Koeffizienten  in  (10)  mit  a 
dividieren,  also  annehmen,  daß  9^,  X9  ^^^  ^s  ^^^  ^"*0  den 
Wert  Eins  und  alle  anderen  Funktionen  9^,  j[^,  ^,.  für  ^  =  0 
den  Wert  Null  haben.     Nun  sollen  die  Gleichungen  (10)  die 

1)  Von  hier  an  ist  diese  und  die  folgende  Nummer  überschlagbar, 
vgl.  das  in  der  Anmerkong  zu  §  4  auf  S.  182  Gesagte. 
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HanpÜösaDgen  des  noch  unbekannten  Systems  (9)  yorstellen. 

Es  soll  also,  wenn  der  Akzent  die  Differentiation  nach  t  an- 

dentety  der  Wert 

dx 

(y'ia\»+y;yo+y;)(^ia?o+if>,yoH-i/>,)-Wa?oH-t^;yo+tf);)(y,goH-y^ 

(*i«o  +  ^tyo  +  '^s^* 

in  die  Ton  i  freie  noch  unbekannte  Funktion  ^{Xj  y)  über- 
gehen, sobald  Xq  und  y^  hieraus  Termoge  (10)  eliminiert  werden. 
Wenn 


*i- 


3^1  = 


9«    Vi 


%%      Xz         Y  -,     ^*     ^' 

gesetzt  wird  und  9^^  X^,  ^^  sowie  9^y  X^,  ^^  diejenigen 
Funktionen  Yon  t  bedeuten,  die  sich  aus  4^^,  X^y  V^  durch 
zyklische  Yertauschung  der  Indizes  1,  2,  3  ergeben,  liefert  die 
Auflösung  der  Gleichungen  (10)  nach  x^  und  y^  entsprechend 
den  Gleichungen  (3)  der  vorigen  Nummer: 

^,x+X^y  +  W^       ^^         *,«-fX,y  +  ?P; 


(11) 


^0       ä>3*  +  X,y+y/ 


yo 


^^x  +  X^y  +  W^ 
Folglich  wird  nach  einem  bekannten  Determinantensatze 

?>,«o  +  M.  +  9'.  -  #.«  +  ;r.y  +  ^ ' 

SO  daß  sich  durch  Einsetzen  der  Werte  (12)  und  (11)  in  den 
vorhin  berechneten  Wert  von  dx :  di  ergibt: 

dx  _  £94^^   ,    £q>iXi^^   ,    Ztp'i^i 


dt 


Ebenso  kommt: 


A 


-:r(^^-*i.  +  ^y+^5^) 


iy      -SzJ*, 


dt 


*«  + 


^ü^i 


+ 


-£«{5»^, 


) 


A      "^    •        A      ^    '        A 

Dabei  sind  die  Summen  S  über  alle  drei  Werte  i  »  1,  2,  3  zu 
erstrecken. 

Das  gesuchte  System  (9)  muß  somit  aus  den  beiden  letz- 
ten Gleichungen  bestehen.    Weil  aber  g  und  ri  von  t  frei  sein 
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sollen,  müssen  alle  neun  Snmmen  Z,  dividiert  mit  A,  Kam- 
sUmten  sein.  Werden  sie  mit  a^  ß^y  y^  bezeichnet ,  indem 
man  setzt: 

M^^R        ^J^^n        ^^^„Ä 

^5*'«^         Z5^<«v         M^<«.v 
A  /^i'  A  /^«^  A  '^"» 

80  nimmt  das  gesackte  System  (9)  in  der  Tat  die  Form  (2)  an. 
Mithin  gilt  der 

Säte  32:  Liegt  in  der  xy-Ebene  eine  gewöhnliche  Diffe- 
renHaigleichung  eriAer  Ordnung 

X(x,  y)  dy  —  Y{x,  y)dx-»0 

vor,  so  läßt  sich  die  von  irgendeinem  Punkte  (Xq,  y^)  ausgehende 
InlegrdUcurve  mittels  einer  HUfswränderlichen  t  dann  und  nnur 
dann  in  der  Form 

darstellen,  wenn  die  Differentialgleichung  eine  Jaodbische  ist, 
d.  h.  die  Form  hat: 

(ri^  +  y%y  +  y^K^äy  -  ydx) 

—  (a^x  +  a^y  +  a^dy  +  {ßxX  +  ß^y  +  ß^dx  —  0, 

worin  die  neun  Koeffizienten  cct,  ß^,  y^  irgendwelche  Konsta»Uen 
bedeuten. 

Man  kann  dem  Satze  auch  folgende  Fassung  geben: 

Satjs  33:  Die  infinitesimale  Transformation 

erseugt  dann  und  nur  dann  eine  eingliedrige  Gruppe  fon  la/uter 
projektiven  Transformationen,  wenn  g  und  rj  die  Formen  haben 

I  =  «lÄ?  +  a,y  +  a,  -  x(y^x  +  YtV  +  n\ 

1?  -  fta:  +  fty  +  A  -  yiri^  +  Y%y  +  rt\ 

worin  die  neun  KoeffiBienten  a^,  ß^,  y^  irgendwdche  Konstanten 
bedeuten. 
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Oder  auch: 

Satg  34:  Sämtliche  ItUegralkurven  einer  gewöhnlichen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  der  xy- Ebene  sind  dann 
und  nur  dann  die  Bahnkurven  einer  eingliedrigen  Gruppe  von 
projektiven  Transformationen,  wenn  die  Differentialgleichung 
eine  Jacobische  ist. 

764.  Inflniteslmale   projektive  Traneformatlone& 


▼OB  Bwel  Ver&aderlioheii.  Nach  Satz  33  ist  eine  infinite- 
simale Transformation 

daon  und  nur  dann  projektiv,  d.  h.  sie  erzeugt  dann  und  nur 
dann  eine  eingliedrige  Gruppe  von  lauter  projektiven  Trans- 
formationen, wenn  ihr  Symbol  die  Form 

[«1«  +  a,y  +  «j  -  «(y,«  +  y^y  +  y»)]^- 

+  [ßi^  +  ß%y  +  ft  -  yiyi^  +  y,y  +  n)]  ^^ 

haty  worin  die  neun  Eonstanten  a^J  ß^,  y^  irgendwie  gewählt 
werden  können.  Da  y^  nur  in  den  Differenzen  a^  —  y^  und 
ß^  —  y^  vorkommt,  sind  jedoch  nur  a/cht  Konstanten  wesent- 
lich, so  daß  die  allgemeinste  infinitesimale  projektive  Transfor- 
mation linear  mit  beiidngen  konstanten  Faktoren  aus  den  fol- 
genden adU  besonderen  infinitesimalen  projektiven  Transforma- 
(ionett  ßusammengesetsft  werden  kann: 

iK     K      IL       ^L      K       K 

dx'     dy'    ^dx'     ^'dy'     ^dx'     ^dy' 


(1) 


tdf   ,  df  df   ,     .df 

'^vx^'^yry^  "^yix  +  y  dy 


Wenn  in  dem  allgemeinen  Symbol  yj  =  y^  =  0  gewählt 
wird,  geht  eine  besondere  Art  von  infinitesimalen  projektiven 
Transformationen  hervor: 

(2j  {a,x  +  a,y  +  a,)|^  +  (ß^x  +  ß,y  +  A)|^- 

In  diesem  Falle  ergibt  die  dritte  GleichuDg  des  Systems  (6) 
der  vorigen  Nummer  rf^^ :  rf<  =  0,  so  daß  dann  V'i  =  0,  tf;^^  0, 
^,  =  1  ist,  weil  titfi  ^^^  t$  für  ^=-0  die  Anfangswerte 
0,  0, 1  haben.     Folglich  werden  die  dort  mit  (8)  bezeichneten 
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Gleichungen  jetzt  diese: 

(3)  iX^-fPiXo  +  fPfVo  +  Vz,    y-Xi^o  +  XiVa  +  U- 

Die  Determinante  A^  von  der  wir  wissen^  daß  sie  nicht  gleich 
Null  ist,  wird  hier  gleich  <PiXi^  ViXi-  ^^®  Gleichungen  (3) 
stellen  für  jeden  Wert  von  t  eine  projektive  Transformation 
von  Xq^  y^  in  X,  y  dar,  wobei  insbesondere  x  und  y  ganee 
lineare  Funktionen  von  x^  und  y^  sind.  Derartige  Transfor- 
mationen heißen  linear.  Demnach  ist  (2)  das  Symbol  einer 
(ülgemeinm  infinitesimalen  linearen  TransfamuxHon^  und  zu  den 
Sätzen  der  Yorigen  Nummer  lassen  sich  hiemach  die  folgenden 
hinzufügen : 

Sat0  35:  Liegt  in  äer  xy-Ebene  eine  gewöhnliche  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung 

X(x,  y)dy  —  T{x,  y)dx  «=  0 

voTy  SO  läßt  sich  die  von  irgend  einem  Punkte  (x^,  y^)  ausge- 
hende Integraikurve  mittels  einer  Hüfsveränderlichen  t  dann  und 
nur  dann  in  der  Form 

X  «  q>i(t)x^  +  <ip,(0yo  +  98(0;    y  =  Zi(0^o  +  Xt(f)yo  +  z»(0 

darstellen^  wenn  die  Differentialgleichung  die  Form 

{a^x  +  Ojy  +  a^)dy  —  (ß^x  +  ß^y  +  ß^)dx  —  0 

hol,  worin  die  sechs  Koeffizienten  a^  und  ß^  irgend  welche  Kon- 
stanten bedeulen. 

Satsf  36:  Eine  infinitesimale  Transformation  in  der  xy- 
Ebene  erzeugt  dann  und  nur  dann  eine  eingliedrige  Oruppe  von 
lauter  linearen  Transformationen,  wenn  sie  die  Form 

{cc,x  +  a,y  +  a,)l^  +  (ß,x  +  ß,y  +  ß,)l^ 

hat,  worin  die  sechs  Koeffizienten  a^  und  ß^  irgend  welche  Kon- 
stanten bedeuten. 

Satz  37:  Sämtliche  Integralkurven  einer  gewöhnlichen  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  in  der  xy-Ebene  sind  dann  und 
nur  dann  die  Bahnkurven  einer  eingliedrigen  Gruppe  von  line- 
aren Transformationen,  wenn  die  Differentialgleichung  die  Form 

(a^x  +  cc^y  +  a^)dy  —  {ß^x  +  fty  +  ß^dx  =  0 

hol,  worin  die  sechs  Koeffizienten  a^  und  ß^  irgend  welche  Kon- 
stanten bedeuten, 
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7BA.  OluumktorlatiMlie  Bigensohaft  dar  linearen 
Transformationen.  Es  ist  nützlich;  zu  zeigen ,  welche  geo- 
mehristhe  Eigenschaft  die  linearen  Transformationen ,  also  die- 
jenigen projektiven  Transformationen ,  bei  denen  statt  gebro- 
chener ganze  lineare  Funktionen  auftreten,  yor  den  übrigen 
projektiren  Transformationen  auszeichnet.  Vermöge  einer  pro- 
jektiven Transformation 

^^  Ci  «0  +  ^1^0  +  «»'       ^       Cja^j  +  Cjy.  +  c, 

geht  das  Büschd  derjenigen  Geraden,  die  einen  Punkt  auf  der 
Geraden 

gemein  haben,  in  eine  Schar  von  pc^aUelen  Geraden  über. 
Denn  in  den  laufenden  Koordinaten  x^^,  y^  stellt 

(2)         Kc^Xq  +  c,yo  +  Ca)  +  Km^x^  +  m^y^  +  m,)  -  0 

ein  derartiges  Büschel  dar,  wenn  m^,  m^,  m^  bestimmte  und 
h  and  k  willkürlich  gewählte  Eonstanten  bedeuten.  Nun  gibt 
die  Auflösung  der  Gleichungen  (1)  nach  x^  und  y^  wie  in  (3), 
Nr.  752: 

W  ^0       A,x  +  B,y  +  C,^     y«       A,x  +  B,y~+C,' 

wo  die  Ä^,  JB|,  Cf  die  in  Nr.  752  angegebene  Bedeutung  haben. 
Hieraus  folgt  nach  einem  bekannten  Determinantensatze: 

A 
Cia?o  i"  ^«»0  -r  ^8  '^  j^x  +  B.y  +  C^' 

wenn  A  wie  in  Nr.  752  die  Determinante  der  a^,  \,  c^  vor- 
steHt  Ferner  geht  durch  Einsetzen  der  Werte  (3)  die  ganze 
lineare  Funktion 

fn^x^  +  m^y^  +  w, 
in  eine  Funktion  von  der  Form 

M,x+M^y+M, 
A^x  +  B^y  +  C^ 

über,  worin  M^  M^,  M^  konstant  sind.  Folglich  geht  das 
C(eradenbttschel  (2)  vermöge  der  projektiven  Transformation  (1) 

über  in 

ÄA  +  Tc(M^x  +  M^y  +  Jf ,)  -  0 
oder: 

[7S5 


254    Kap.  IIL   Gewöhnliche  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 

M^x  +  M^y  +  Jf j  —  konst., 

d.  h.  in  der  Tat  in  eine  Schar  Ton  PardUden. 

Man  kann  ebenso  zeigen^  daß  jede  Schar  von  parallelen 
Geraden  vermöge  der  projektiven  Transformation  (1)  in  ein 
Büschel  von  Geraden  übergeht^  dessen  Scheitel  auf  der  Geraden 

liegt. 

Benutzt  man  wie  in  Nr.  175  den  Begriff  des  unendlich 
fernen  Punktes  einer  Geraden^  so  kann  man  also  sagen,  daß 
die  projektive  Transformation  (1)  jeden  Punkt  der  Geraden 

W  <^i^o  +  ^yo  +  <i  =•  0 

in  einen  unendlich  fernen  PunJd,  dagegen  jeden  unendlich  fernen 
Punkt  in  einen  Punkt  der  Geraden 

(5)  Ä,x  +  B,y  +  C,^0 

überführt. 

Wenn  nun  die  Transformation  (1)  insbesondere  linear  ist, 
verschwinden  c^  und  c^^  so  daß  dann  c^^  l  gesetzt  werden 
darf,  da  es  in  (1)  nur  auf  die  Verhältnisse  der  Konstanten  an- 
kommt. Alsdann  stellt  die  Gleichung  (2)  mit  den  willkür- 
lichen Konstanten  h  und  k  selbst  schon  eine  Schar  von  paral- 
lelen Geraden  dar: 

m^XQ  +  m^y^  +•  m,  =  konsi, 

d.  h.  eine  lineare  Transformation  führt  jede  Schar  voti  paral- 
Iden  Geraden  wieder  in  eine  Sdhar  von  paraUelen  Geraden  über. 
Anders  ausgedrückt:  Eine  lineare  TransformaMon  verwanddt 
jeden  unendlicii  fernen  Punkt  wieder  in  einen  unendlich  fernen 
Punkt,  oder:  Sie  läßt  die  unendlich  ferne  Gerade  invariant 

756.  AusflUining  einer  projektiven  Transforma- 
tion auf  eine  Jaoobisohe  DÜIbrentialgleiohung.  In  eine 
vorgelegte  Jacobische  Differentialgleichung 

(1)   iri^  +  Y%y  +  Yz){^dy  -  y^x) 

—  {a^x  +  a»y  +  t^)dy  +  {ß^x  +  ß^y  +  ß^)dx  =  0 

sollen  jetzt  neue  Veränderliche  x,  y  vermöge  einer  projektiven 
Transformation 
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eingef&hrt  werden.  AlaHanTi  geht  eine  gewöhnliche  Dififeren- 
tialgleichnng  erster  Ordnung  in  35  und  p  hervor.  Wenn  nun 
^e  in  Satz  32^  Nr.  753,  die  Hauptlösungen  von  (1) 

sind,  gehen  die  Hauptlösungen  x,  y  der  neuen  Differential- 
gleichung hervor^  sobald  man  die  Werte  (3)  in  (2)  einsetzt 
und  die  Anfangswerte  x^  und  y^  vermöge  der  zu  (2)  entspre- 
chenden Gleichungen 

^  ^  «i^o  +  fliyo  +  gi     ^  ^  ^^e  +  ^yp  +  ^s 

•       Ci«o  +  c,yo  +  <^  '     ^®       CA  +  Ciyo  +  Ci 
eliminiert.    Weil  diese  Gleichungen  nach  (3)  in  Nr.  752  die 
Auflosungen 

haben,  stellen  sich  x  und  y  als  gebrochene  lineare  Funk- 
tionen der  neuen  Anfangswerte  ^^  und  y^  mit  gleichen  Nen- 
nern dar,  so  daß  also  die  charakteristische  Eigenschaft  der 
Jacobischen  Differentialgleichung,  die  in  Satz  32  von  Nr.  753 
ausgesprochen  wurde,  erhalten  bleibt.     Daraus  folgt  der 

Sais  38:  Werden  in  eine  Jacohische  DifferenticUgleichung 

(ti^  +  rtv  +  n)(^''y  -  y^^) 

-  {a^x  -h  a,y  -|-  a^dy  +  {ß^x  +  /J,y  +  ß^)dx  -  0 

neue  Veränderliche  x  und  y  vermöge  einer  projektiven  Transfor- 
mation 

^  «.  ?i  ? +3  y  +  gj      ^^h  ^^A^lAih 

dngeftihri,  so  geht  wieder  eine  Jacobische  Differentialgleichung 
in  den  neuen  Veränderlichen  x  und  y  hervor. 

Die  Koeffizienten  der  neuen  Jacobischen  Differentialglei- 
chung werden  im  allgemeinen  andere  Werte  als  die  in  der 
ursprfinglichen  Gleichung  haben. 

Entsprechend  läßt  sich  in  Anknüpfung  an  Satz  35, 
Nr.  754,  der  allerdings  fast  augenscheinliche  Satz  formulieren: 

Säte  39:  Eine  Differentialgleichung  von  der  Form 

{a^x  +  a^y  +  a^)dy  -  {ß^x  +  ß^y  +  ß^)dx  -  0, 

uH)rin  die  sechs  Koeffiaienten  a^  und  ß^  Konstanten  sind,  geht 
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bei  der  Einführung  neuer  Veränderlicher  x  und  y  vermöge  einer 
linearen  Transfomuxtion 

x^aiX  +  a^y  +  a^,       y  =  b^x  +  b^y  +  6, 

wieder  in  eine  Differentialgleichung  von  derselben  aUgemeinen 
Form  über. 

767.  ▼erelnfiMhnng  der  Jaoobisohen  Differentlal- 
gleichimg.  Wenn  die  Koeffizienten  y^  und  y^  in  der  Jacobi- 
schen Di£FerentiaIgleicliung 

(1)   (ri^  +  y%y  +  n)(^dy  -  yd^) 

—  (a^x  +  «gy  +  a^)dy  .+  (ß^x  +  /J,y  +  ß^)dx  «  0 

gleich  Null  sind;  liegt  eine  Gleichung 

X(Xy  y)dy  —  Y{x,  y)dx  =-  0 

vor,  in  der  X  und  Y  ganze  lineare  Funktionen  von  x  und  y 
sind.  Diese  Vereinfachung  kann  man,  wie  jetzt  gezeigt  werden 
soll;  auch  dann  erreichen,  wenn  y^  und  y^  nicht  beide  gleich 
Null  sind,  und  zwar  gelingt  es  durch  Einführung  von  neuen 
Veränderlichen  vermöge  einer  geeigneten  projektiven  Trans- 
formation. 

Die  Gleichung  (1)  ist  zunächst  wie  in  Nr.  753  durch  das 
System  ersetzbar: 

^  -  a^x  +  a,y  +  ««  -  x{y^x  +  y^y  +  y,), 

(2)  L 

^  -  ß^x  +  ß^y  +  A  -  y(y^x  +  y^y  +  y,). 

Wenn  y^  und  y^  nicht  beide  gleich  Null  sind,  gibt  es,  be- 
haupten wir,  mindestens  eine  (reelle)  Gerade 

(3)  c^x  +  c^y  +  Cf^ '^  0, 

die  eine  Integralkurve  der  Jacobischen  DifFerentialgleichung  ist. 

Denn  dazu  ist  nacji  (2)  notwendig  und  hinreichend,  daß  die 

Gleichung 

c^Ka^x  +  a^y  +  «,)  -  x{y^x  +  y,y  +  y^)] 

+  <H\.ißi^  +  ßiv  +  ßt)  -  yiri^  +  ny  +  n)]  -  o 

infolge  von  (3)  bestehe.  Wird  hierin  nach  (3)  fttr  c^x  +  c^y 
der  Wert  —  c^  eingeführt,  so  ergibt  sich  die  in  x  und  y  lineare 
Gleichung: 

<5i(ai^  +  ««y  +  a.)  +  c,(/}ia;  +  /J,y  +  /J«)  +  c,(yirc  +  y,y  +  y8)-0. 
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Sie  ist  dann  und  nur  dann  eine  Folge  von  (3),  wenn  ihre 
linke  Seite  mit  der  linken  Seite  von  (3),  abgesehen  Yon  einem 
konstanten  Faktor  q,  übereinstimmt.  Somit  ergibt  die  Yer- 
gleichung  die  drei  Bedingungen: 

(4)  a,c,  +  (ßt-Q)c^  +  YtH  -  0, 

\h^  +  A^«  +  (y8-(>)^8'='0• 
Dies  sind  drei  in  c^,  (^^  ^  lineare  homogene  Gleichimgen^  und 
bekanntlich   gibt   es   dann  und  nur  dann   drei  rndd  sämÜich 
verschwindende  Werte  ^i;  ^,  ^7  die  ihnen  genügen,  wenn 

(5)  a,        ß^-Q        y,        -0 

«»        A      n  -  e 

ist.  Hier  liegt  eine  kubische  Gleichung  für  q  vor,  die  minde- 
stens eine  reelle  Wurzel  hat.  Wird  diese  Wurzel  benutzt,  so 
sind  Ton  den  drei  aus  (4)  für  c^,  Cj,  c^  hervorgehenden  Werten, 
Ton  denen  übrigens  augenscheinlich  nur  ihre  Verhältnisse  für 
die  Gerade  (3)  in  Betracht  kommen,  die  beiden  ersten  ge- 
wiß nicht  beide  gleich  Null,  denn  sonst  würde  sich  aus  den 
beiden  ersten  Gleichungen  (4)  auch  c^  » 0  ergeben,  weil  y^^ 
und  y^  nicht  beide  gleich  Null  sind.  Die  Gleichung  (3)  ist 
demnach  nicht  von  x  und  y  frei  und  stellt  also  eine  Inteffral' 
gerade  dar. 

Nun  führt  man  in  die  Jacobische  Differentialgleichung 
(1)  neue  Veränderliche  x  und  y  vermöge  einer  projektiven 
Transformation 

ein,  worin  die  Nenner  gleich  der  linken  Seite  von  (3)  sind. 
Man  sieht  leicht,  welche  Form  die  neue  Differentialgleichung 
annimmt,  von  der  schon  nach  Satz  38  der  vorigen  Nummer 
bekannt  ist,  daß  sie  wieder  eine  Jacobische  Differentialglei- 
chung sein  muß.  Durch  Multiplikation  der  beiden  Gleichun- 
gen (2)  mit  c^  bzw.  c^  und  Addition  ergibt  sich  nämlich  mit 
Rücksicht  auf  (4): 

(7)    '»(?,«i^iL+«i.).(c,a:  +  ciy  +  ci,)(9-y,a;-y,,,-y,). 
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Daher  liefert  die  Differentiation  der  Werte  (6)  von  Sc  und  y 
nach  t,  wenn  darin  für  dx :  dt  und  dy :  dt  die  Werte  aus  dem 
System  (2)  eingesetzt  werden,  zwei  gebrochene  lineare  Funk- 
tionen von  X  und  y  mit  gleichen  Nennern.  Wenn  beide  Werte 
miteinander  dividiert  werden,  geht  also  für  dy  :  dx  eine  gebro- 
chene lineare  Funktion  von  x  und  y  hervor.  Hieraus  sind 
nun  noch  x  und  y  vermöge  (6)  zu  entfernen.  Nach  (3)  in 
Nr.  752  aber  bestimmen  die  Gleichungen  (6)  die  Veränder- 
lichen X  und  y  als  gebrochene  lineare  Funktionen  von  x  und 
y  mit  gleichen  Nennern.  Mithin  wird  schließlich  dyidx  eine 
gebrochene  lineare  Funktion  von  x  und  y.  Somit  gilt  der 
Satjs  40:  Eine  Jacobische  DifferenUaigleichung 

(n^  +  Y^y  +  rz)(^dy  -  y^^) 

-  {uj^x  +  cc^y  +  a^)dy  +  {ß^x  +  ß^y  +  ß^dx  =  0 

läßt  sich  durch  Einführung  neuer  Veränderlicher  x  und  y  ver- 
möge einer  geeigneten  projektiven  Transformation  stets  in  eine 
Jacobische  Differentialgleichung  verwanddn,  in  der  das  Glied 
mit  xdy  —  ydx  fehU,  d.  h.  in  eine  von  der  Form: 

(öi^  +  o^y  +  ä^)dy  -  (p^o5  +  fty  -f  'ß^)dx  «  0. 

Nach  den  Erörterungen  in  Nr.  755  ist  der  geometrische 
Sinn  der  erreichten  Vereinfachung  dieser:  Vermöge  der  pro- 
jektiven Transformation  (6)  wird  die  Integralgerade  (3)  ins 
Unendlichferne  übergeführt. 

768.  Integration  der  Dlfferentialglelchnng  Xdy 
—  Tdx  »  0,  worin  X  und  Y  ganse  lineare  Funktionen 
Bind.  Die  Aufgabe^  irgendeine  Jacobische  Differentialglei- 
chung zu  integrieren^  ist  hiernach  gelöst^  sobald  man  jede 
Differentialgleichung 

(1)  Xdy  -  Ydx  =  0, 

in  der  X  und  Y  ganze  lineare  Funktionen 

(2)  X^a^x  +  a^y  +  a^,         F-  ß^x  +  fty  +  A 

sind^  zu  integrieren  vermag.  Wie  dies  zu  geschehen  hat,  sei 
in  aller  Kürze  angedeutet: 

Wenn  ^ßi  —  a^ßi'^0  ist,  kann  man  stets  erreichen,  dafi 
die  Glieder  o,  und  ß^  fortfallen.  Sind  sie  nämlich  nicht  beide 
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gleich  Noll^  so  gibt  es  zwei  Konstanten  m  und  n  derart^  daß 

wird,  und  durch  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  x=^x-{-m 
luid  y  =^  y  +  n  geht  die  Differentialgleichung  (1)  in  der  Tat 
über  in  eine  von  der  Form: 

(a^x  +  cc^y)dy  —  {ß^x  +  ß^y)dx  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  homogen  und  daher  nach  Nr.  715  in  allen 
Fällen  leicht  zu  integrieren,  indem  man  zunächt  die  Funktion 
g  =>  y  :  X  bestimmt.    Dabei  tritt  eine  Quadratur  von  der  Form 


f. 


dz 


a£j"  +  P«  +  y 

auf^  die  nach  §  1,  2.  Kap.  des  2.  Bandes,  zu  leisten  ist. 

Wenn  dagegen  a^ß^  —  a^ß^  «  0  ist,  sind  c^x  +  a^y  und 
ßiX  +  ß^y  zu  einander  proportional,  so  daß  die  Differential- 
gleichung (1)  die  besondere  Form 

[h(ax  +  ßy)  +  a,]dy  -  [k{ax  +  ßy)  +  ß^]dx  «  0 

hat^  worin  alle  Koeffizienten  konstant  sind.  Wenn  zunächst 
ax  +  ßy  überhaupt  fehlt,  ist  die  Integration  sofort  auszu- 
führen. Andernfalls  erreicht  man  durch  Einführung  von  x  und 
ax  +  ßy  oder  von  y  und  ax  +  ßy  als  neuen  Veränderlichen, 
daß  die  Veränderlichen  in  der  neuen  Form  der  Differential- 
gleichung getrennt  werden,  so  daß  nur  noch  leicht  ausfahr- 
bare Quadraturen  zu  leisten  sind  (vgl.  Nr.  713). 

Führt  man  alle  diese  Rechnungen  durch,  so  erhält  man 
für  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (1)  insgesamt  vier 
typische  Formen,  nämlich,  wenn  U  und  V  ganze  lineare  Funk- 
tionen von  X  und  y  bedeuten  und  a  und  b  Konstanten  sind, 
die  folgenden: 


JJ«  F*  -  konst.,    yu^  +  FV»«»*8(»^=  ^)  «  konst., 
(3)       {  V 

IP^V=^  konst.,  Ue^  =  konst. 

768.  Die  typischen  Formen  der  Integralkorven 
JaooUscher  Differentialgleichungen.  In  Nr.  757  wurde 
eine  allgemeine  Jacobische  Differentialgleichung 

(1)   (n^  +  y^y  +  7z)  {^^y  -  ydx) 

-  (u^x  +  a^y  +  a^)dy  +  (ß^x  +  ß^y  +  ß^)dx  -  0 
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Tonnöge  einer  geeigneten  projektiven  Transformation  in  eine 
Differentialgleichung  verwandelt,  deren  Integration  die  vorige 
Nummer  gewidmet  war.  Will  man  wieder  zur  Jacobischen 
Differentialgleichung  zurückkehren,  so  muß  man  statt  x  und  y 
gebrochene  lineare  Funktionen  von  x  imd  y  mit  gleichen  Nen- 
nern einsetzen.  Dabei  verwandeln  sich  zwei  ganze  lineare 
Funktionen  U  und  V  in  gebrochene  lineare  Funktionen  mit 
gleichen  Nennern.  Somit  ergibt  sich  aus  (3)  in  voriger 
Nummer,  daß  folgende  typische  Formen  für  das  Integral  der 
Jacobischen  Differentialgleichung  (1)  vorkommen  können: 

i7«PTr-«-*-konst,  ]^J?^!^I-V»~*«<'^=«^)=konst, 
— ^^^ —  =  konst.,  -=  « t^  —  konst. 


(2) 


Darin  sind  U,  V,  W  ganze  lineare  Funktionen  von  x  und  y, 
dagegen  a  und  b  konstant. 

Man  kann  umgekehrt  zeigen,  daß  jede  Gleichung  (2)  bei 
beliebiger  Wahl  der  ganzen  linearen  Funktionen  U,  V,  W  und 
der  Eonstanten  a  und  h  in  der  Tat  alle  Integralkurven  einer 
Jacobischen  Differentialgleichung  vorstellt.  Denn  wenn  mau 
vermöge  der  projektiven  Transformation 

(3)  x^^,        y^^ 

in  die  Gleichungen  (2)  neue  Veränderliche  x  und  y  einführt, 
ergeben  sich  die  Eurvenscharen: 


x^'yO  =  konst.,      Yx^  +  y^  e  »«^  *«  (y  • ')  —  konst., 
öo^  —  y  ^  konst.,  jp^» «  «  konst., 

d.  h.  die  Integralkurven  der  vier  Differentialgleichungen: 

aydx  +  hxdy  =-0,      (d?  —  ay)dx  +  {y  +  ax)dy  «=  0, 
2xdx  —  dy  =^0,  (ß  ^  y)dx  +  xdy  =  0, 

die  lauter  Jacobische  Differentialgleichungen  sind.  Wenn  man 
in  sie  wieder  x  und  y  auf  Grund  der  Gleichungen  (3)  einführt, 
gehen  also  nach  Satz  38,  Nr.  756,  vier  Jacobische  Differential- 
gleichungen hervor,  deren  Integrale  die  Funktionen  (2)  vor- 
stellen. 

Wir  gelangen  daher  zu  folgender  Übersicht: 
759] 
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Sat3  41:  Jede  Jacobische  Differentialgleichung 

(yi^  +  y»y  +  rzK^^y  -  y^^) 

—  {a^x  +  «sy  +  a^dy  +  (ß^x  +  ß^y  +  ß^)dx  —  0 

läßt  sich  durch  Einfuhrung  neuer  Veränderlicher  x  und  y  ver- 
möge einer  geeigneten  {redien)  projektiven  Transformation  auf 
eine  der  vier  Formen 

aydx  +  ixdy  =  0,     {x  —  ay)dx  +  (y  +  as5)dy  =-  0, 
2xdx  —  rfy  =  0,  (x  —  y)dx  +  xdy  =  0 

bringen,  deren  Integrale  sind:  ^ 

ir*y*  —  konsi,     Yx^  +  ^  c»  •"  *«  (v  = ')  =  konst., 
^*  —  y  =-  konst,  x^''  ^  konst. ^) 

Nach  Satz  34,  Nr.  753,  sind  die  Integralknrren  der  Ja- 
cobiBchen  Differentialgleichung  (1)  die  Bahnkurven  einer  ein- 
gUedrigen  projektiven  Gruppe.  Deshalb  kommen  ihnen  viele 
merkwürdige  geometrische  Eigenschaften  zu,  die  systematisch 
zuerst  Yon  Klein  und  Lie  abgeleitet  wurden.  Diese  gaben  den 
Kurven  den  allerdings  wenig  bezeichnenden  Namen  W-Kurven. 

Im  Vorhergehenden  haben  wir  die  Bahnkurven  aller  ein- 
gliedrigen projektiven  Gruppen  der  Ebene  auf  vier  typische 
Formen  zurückgeführt,  indem  wir  die  Ebene  jedesmal  in  einer 
geeigneten  Weise  mittels  einer  (reellen)  projektiven  Transfor- 
mation abgebildet  haben.  Das  Integrationsverfahren,  das  wir 
dabei  benutzten,  war  in  zwei  Schritte  zerlegt  worden,  indem 
die  Jacobische  Differentialgleichung  zuerst  (in  Nr.  757)  in  eine 
besondere  verwandelt  und  alsdann  diese  (in  Nr.  758)  integriert 
wurde.  Man  kann  aber  auch  geradezu  vorgehen,  imd  dies  soll 
hier  wenigstens  in  demjenigen  Falle  gezeigt  werden,  den  man 
den  BauptfäU  nennen  kann.  Übrigens  kommen  wir  auf  die 
allgemeine  Integration  im  nächsten  Kapitel  gelegentlich  (in 
Nr.  775)  noch  einmal  kurz  zurück. 

In  Nr.  757  ergab  sich,  daß  die  Jacobische  Differentialglei- 
chung (1)  insbesondere  eine  (reelle)  Gerade  als  Integralkurve 
hat,  und  zwar  folgte  dies  daraus,  daß  der  kubischen  Gleichung 
(5)  in  Nr.  757  wenigstens  eine  reelle  Wurzel  q  zukommt.    Dies 

1)  Leser,  die  den  (  4  überschlagen  haben,  werden  die  beiden  fol- 
genden Absätze  dieser  Nnmmer  ebenfalls  übergehen. 
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läßt  sich  nun  in  dem  FaUe,  wo  die  kubische  Gleichung  d/rei  xm- 
schiedene  reelle  Wwedn  q^,  q^^  q^  hat,  noch  weiter  aasnntzen. 
Alsdann  nämlich  gibt  es  drei  verschiedene  Geraden 

(4)    a^x  +  a^y  +  a^  =  0,    b^x  +  h^y+b^-^0,  c^x  +  c^y  +  c^^O, 

die  Integrdlkurven  sind,  und  es  ist  leicht  za  sehen,  daß  dabei 
die  Determinante  der  a^,  h^,  c^  nicht  yerschwindet.  Folglich 
stellen  die  Gleichungen 

eine  projektive  Transformation  dar,  vermöge  derer  man  neue 
Veränderliche  x  und  y  in  die  Jacobische  Differentialgleichung 
(1)  einführen  kann.  Entsprechend  der  Qleichung  (7)  von 
Nr.  757  ist  nun  bei  dem  System 

"J  "^ ''i^  + ''«y  +  ^»  "■  y(^i^  +  »'»y  +  y»^' 

das  die  Differentialgleichung  (1)  ersetzt: 

~       dl        "  ("^i^  +  <hy  +  <h)ifii  -  Yi^  -  Y%y  -  Yz\ 

Berechnet  man  auf  Grund  dieser  Gleichungen  die  Ableitungen 
der  Funktion  (5)  nach  t,  so  kommt  sehr  einfEbch: 

und  hieraus  ergibt  sich  durch  Division  die  neue  Form  der 
Jacobischen  Differentialgleichung: 

deren  Integration  liefert: 

^.-e3^(^.-?i=.konst. 

Werden  für  x  und  y  wieder  die  Werte  (5)  eingesetzt ,  so  er- 
gibt sich  als  Integral  der  Jacobischen  Differentialgleichung  (1): 

(8)   {a^x ^a^y^- a,)«'-«"(6,«  +  hy  +  \T-\e^x  +  c,y  +  «bf  "*• 

===  konst. 
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Wenn  man  die  drei  linearen  Funktionen  mit  Z7,  Vy  W  und 
Q^  —  Q^  mit  tfy  (^  —  (>i  mit  h  bezeichnet^  nimmt  das  Integral 
die  erste  typische  Form  in  (2)  an. 

Wenn  yon  den  drei  verschiedenen  Wurzeln  QnQ^y  Q^  zwei 
imaginär,  also  konjugiert  komplex  sind,  etwa  q^  und  ^3,  kann 
man  zwar  inuner  noch  drei  Integralgeraden  (4)  bestimmen, 
aber  die  zweite  und  dritte  werden  imaginär,  indem  sich  für  h^ 
und  C|,  ebenso  für  b^  imd  c^  und  schließlich  auch  für  b^  und  c, 
konjugiert  komplexe  Werte  ergeben.  Alsdann  kann  man  aber 
das  Integral  (8),  nachdem  man  seinen  Logarithmus  gebildet 
hat,  mit  Hilfe  der  Formel  (2)  von  Nr.  377  auf  eine  reelle  Form 
bringen,  und  so  ergibt  sich  die  zweite  unter  (2)  angegebene 
typische  Form.  Die  beiden  anderen  Fälle  in  (2)  ergeben  sich; 
wenn  die  kubische  Gleichung  für  q  zwei  oder  drei  gleiche 
Wurzeln  hat 

760.^)  Bine  Bigensohaft  der  Integralkurven  einer 
allflfemeinen  Jaoobischen  Difflsrentialglelohnng.  In  dem 
HauptfaUe,  wo  die  drei  Wurzeln  q  der  kubischen  Gleichung 
reell  und  voneinander  verschieden  sind,  besagt  die  Existenz 
der  drei  Integralgeraden,  siehe  (4)  in  der  letzten  Nummer, 
daß  diejenige  eingliedrige  projektive  Gruppe,  die  von  der  infi- 
nitesimalen Transformation 


(1) 


[«irr  +  a,y  +  «8  -  xiy^x  +  y^y  +  y»)]^^ 


erzeugt  wird,  drei  gerade  Linien  inva- 
riant  läßtj  die  ein  tvirJdiches  Dreieck  bil- 
den. Die  Ecken  Ä,  B,  C  des  Dreieckes 
sind  deshalb  invariante  Punkte  (siehe 
Fig.  38).  Vermöge  der  projektiven 
Transformation  (5)  in  der  letzten  Num- 
mer werden  die  beiden  ersten  Geraden 
in  die  Geraden  ^  =  0,  y^O  verwandelt, 
während  f&r  die  dritte  Gerade  x  und  y 
unendlich  groß  wird;  sie  wird  also  ins  Unendlichfeme  transfor- 

1)  Diese  Nammer  ist  wieder  überschlagbar,  vgl.  das  in  der  Anmer- 
kung sn  §  4  auf  8.  182  Gesagte. 
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miert.  Die  drei  Punkte  Ä,  B,  C  sind  daher  im  neuen  Aclisen- 
kreuze  der  Anfangspunkt  0  und  die  beiden  uuendlieh  fernen 
Punkte  der  x  und  ^' Achse.    Bedeutet  nun  M  einen  beliebigen 

Punkt  {x,  y),  siehe  Fig.  39,  so  seien 
Yon  ihm  die  drei  Geraden  nach  diesen 
drei  Punkten  gezogen,  d.  k  die  Qerade 
MO  und  die  Parallelen  zu  beiden 
Achsen.  Die  Differentialgleichung  (7) 
Mfis^yD  in  der  letzten  üNTummer  ordnet  M  ein 
Linienelement  zu,  das  mit  der  ^- Achse 
einen  Winkel  r  bildet,  für  den 

Pt  —  Pf  y 


lig.  89. 


^     ""  dxc 


Pl  —  P«  ^ 

ist.  Es  sei  T  die  Gerade  dieses  Elements.  Nun  gehen  Ton  M 
vier  Geraden  aus,  deren  Winkel  mit  der  ;r- Achse  die  vier  Tan- 
gens haben: 


X 


oo 


Pi— Ps  ^ 


Das  BoppdverhaUnis  von  vier  von  einem  Punkte  M  ausgehen- 
den Geraden  (ygl.  Nr.  752)  ist  aber,  wie  man  leicht  erkennt, 
das  der  vier  Tangens,  also  hier: 


y 
<x>  —  -^ 

X 


c»  --  0 


Pi— p«  *       * 


Pi— p«  y 


Pi  — Ps  ^ 


~  —  0 


Der  erste  Bruch  wird,  weil  cx>  im  ZSMer  und  Nenner  dieselbe 
Bedeutung  hat,  gleich  Eins,  so  daß  sich  der  Wert 

Pt  — P» 
Pf— Pi 

ergibt,  der  hynsUmt  ist. 

Kehren  wir  nun  zur  Fig.  38  zurQck,  d.  h.  führen  wir  die 
vorhin  angewandte  projektive  Transformation  rückwärts  aus, 
so  tritt  an  die  Stelle  des  beliebig  gewählten  Punktes  M  ein 
beliebiger  Punkt  M  oder  {x,  y)y  dem  die  Jacobische  Differen- 
tialgleichung ein  Linienelement  zuordnet,  dessen  Gerade  die 
Gerade  l  sei.  Die  vier  Geraden,  von  denen  vorhin  die  Bede 
war,  werden  in  die  Geraden  MA^  MB^  MG  und  l  zurückver- 


(3)  { 
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wandelt,  und  da  die  angewandte  projektive  Transformation  das 
Doppelyerhältnis  ungeändert  läßt  (nach  Nr.  752),  folgt: 

(2)  {MÄ,  MB,  MC,  l)  =  ^^^'  • 

Die  Integralknryen  der  Jacobischen  Di£FerentiaIgleichang 
haben  also  im  Hanptfalle  die  Eigenschaft,  daß  überaU  das 
DcppdverhäUnis,  das  die  Tangente  l  eines  Ku/rvenpwnkies  M 
mit  den  Geraden  MA,  MB,  MC  bildet,  denselben  Wert  hat. 
Die  drei  Punkte  A,  B,  C  sind  dabei  diejenigen,  die  bei  der 
infinitesimalen  projektiven  Transformation  (1)  in  Ruhe  bleiben; 
ihre  Koordinaten  genügen  also  den  beiden  Bedingungen 

«1^;  +  a,y  +  «3  -  x{y^x  +  y^y  +  y^)  =  0, 

ßi^  +  ßtv  +  ft  -  yiyi^  +  ny  +  y^)  -  o, 

die    zwei   Kegelschnitte   mit   einer   gemeinsamen   Asymptoten- 
richtung darstellen,  so  daß  die  Kegelschnitte  in  der  Tat  drei 
im  Endlichen  gelegene  Punkte  A,  B,  C  gemein  haben. 
Da  die  Jacobische  Differentialgleichung  in  der  Form 

dx  ""  cc^x  +  oc^y  +  a^  —  xin^  +  y^y  +  /j) 

geschrieben  werden  kann,  sieht  man  auch,  daß  die  Integral- 
kurven  nirgends  singulare  Punkte  haben  können,  abgesehen  von 
deigenigen  Stellen,  wo  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  unbe- 
stimmt wird,  und  dies  sind  gerade  die  gemeinsamen  Punkte 
Af  B,  C  der  beiden  Kegelschnitte  (3). 

Die  vorhin  gefundene  Eigenschaft  (2)  der  Integralkurven 
oder  TT-Kurven  (vgl.  Nr.  759)  gestattet  noch  mancherlei 
andere  Eigenschafben  derselben  Kurven  zu  ermitteln.  Auch 
läßt  sich  entsprechend  eine  Eigenschaft  in  den  andern  FäUen 
finden,  wo  die  kubische  Gleichung  für  q  nicht  drei  verschie- 
dene reelle  Wurzeln  hat.  Aber  wir  müssen  uns  mit  diesen 
Andeutungen  begnügen. 
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Systeme  erster  Ordnung  von  gewöhnlichen 

Differentialgleichnngen. 


§  1.  Systeme  in  der  Normalform. 

761.  AUgemeines  lAsnngensystem.  Nach  Nr.  665  hat 
ein  System  erster  Ordnung  yon  n  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen in  der  Normalform  die  Gestalt: 

(1)  ^  =  fii^y  yuyf,'"  Vn)       {}  =  1, 2, . . .  n). 

Bei  der  Betrachtung  dieses  Systems  verbleiben  wir  bestandig 
in  seinem  Bereichey  nämlich  nach  Nr.  696  innerhalb  eines  Be- 
reiches der  n  +  1  Veränderlichen  x,  Vij  y^,  -  -  -  y»,  innerhalb 
dessen  die  n  Funktionen  /i,/i,  .../"„  dieser  n  +  1  Veränder- 
lichen nebst  allen  ihren  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung 
stetig  sind.  Wir  haben  nun  an  das  in  Satz  9;  Nr.  696,  aus- 
gesprochene Ergebnis  zu  erinnern:  Wird  ein  Wertsystem 
Xq,  yA  y^^} ' '  'Vn  willkürlich  aus  dem  Bereiche  herausgegriffen, 
so  gibt  es  ein  und  nur  ein  Lösungensystem 

(2)  Vi  =  ^i  {x,  x^,  yi^  y,«, . . .  y,«)       (i  =1,2,...  n), 

das  für  x  ^  x^  die  Anfangswerte  y^,  y,*, . .  .  y^®  hat.  Wird  x 
auf  ein  genügend  kleines  Interrall  um  x^  herum  beschränkt, 
so  macht  X  zusammen  mit  den  n  Funktionen  (2)  lauter  dem 
Bereiche  angehörige  Wertsysteme  x^y^^y^y , .  ,y^  aus.  Außer- 
dem sind  dann  die  n  Funktionen  (2)  nebst  ihren  partiellen 
Ableitungen  erster  Ordnung  nach  x  stetige  Funktionen  ron  x. 
Er  ergab  sich  femer,  daß  y^,  y,,  ...  y„  aufgefaßt  als  die 
Funktionen  (2)  von  x  und  von  den  n  +  1  willkürlichen  An- 
fangswerten 0^0,  y^y  y^j  . . .  y^y  stetig  sind  und  partielle  Ab- 
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leitongen  erster  Ordnung  nach  x^^,  y^^  y^,  -  -  -Vn  haben,  die 
ihrerseits  hinsichtlich  x  stetig  sind. 

Die  Gesamtheit  aUer  Lösungensysteme  von  (1),  die  zu 
allen  denjenigen  Anfangswerten  Xq,  y^y  y^^  -  *  -Vn  g^l^ören,  die 
in  einer  Umgebung  einer  irgendwie  hesiimmt  gewählten  Stelle 

x^a,  y^^  fti,  y»  =-  ^;  •  •  •  y«  -  K 
im  Innern  des  Bereiches  gelegen  sind,  heifit  das  allgemeine 
Losungensystem  von  (1)  in  dieser  Umgebung.  Dagegen  spricht 
man  Ton  einem  parHkidaren  Lösungensystem  in  dieser  Umge- 
bung, wenn  man  alle  n  +  1  Anfangswerte  ebenda  bestimmt 
gewählt  hat*  Das  allgemeine  Lösungensystem  ist  also  die  Ge- 
samtheit aller  partikularen  Lösungensysteme,  immer  in  der 
Umgebung  der  Stelle  (fijh^fh^f  -  -  *  h^)*  Da  zu  jedem  bestimm- 
ten Anfangs- Wertsystem  nur  ein  partikulares  Lösungensystem 
gehört,  sagt  man,  daß  der  Beitich  des  Systems  (1)  von  aUen 
seinen  Lösungensystemen  überaU  einfach  überdeckt  wird.  Deutet 
man  x^y^yy^, , .  ,y^  als  rechtwinklige  Koordinaten  in  einem 
Räume  von  n  +  1  Dimensionen,  siehe  Nr.  668,  so  wird  der 
Bereich  ein  Teil  dieses  Baumes,  und  die  partikularen  Lösungen- 
systeme  bedeuten  dann  Integralkurven  y  die  diesen  Raumteil 
überall  einfach  erfllUen. 

Das  zu  einem  bestimmt  gewählten  Anfangs-Wertsystem 
Jq,  yj®,  y,^, . . .  y^®  gehörige  partikulare  Lösungensystem  gilt  fBr 
him-eichend  nahe  bei  Xq  gelegene  Werte  von  x.  Nun  sei  x^ 
ein  derartiger  Wert  von  Xy  und  y^\  y^, .  . .  y^^  mögen  die  zu- 
gehörigen Werte  des  betrachteten  Lösungensystems  sein: 

(3)  yl  -  fp,{x^y  x^y  y^'^y  y^\  . . .  y,«)     (i  -1,2,...  n). 

Da  auch  das  Wertsystem  x, ,  y^\  y^^, . . .  y«^  dem  Bereiche  an- 
gehört^ gibt  es  ein  partikulares  Lösungensystem  mit  diesen 
Anfapgswerten,  nämlich 

W  yl-  (fii^,  x^y  y^\  y^\  . . .  y^)       (i  -  1,  2, . . .  n), 

aber  nur  eines.  Da  nun  das  zuerst  betrachtete  Lösungensystem 
für  a:  —  a?i  auch  gerade  die  Werte  y^^, y,^,  -  >  -y^  ^^^  °^^  ^ 
also  mit  diesem  identisch  sein.  Wenn  man  diese  Schlufiweise 
wie  in  Nr.  705  fortsetzt,  erkennt  man  wie  dort,  daß  ein  belie- 
big ausgewähltes  partikulares  Lösungensystem  nirgends  im  Be- 
reid^  endet. 
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Nun  wollen  wir  das  Anfangs- Wertsystem  x^,  y^^  y,*  . . .  y,* 
in  der  Umgebung  der  Stelle  (a,  \y  ^u  •  -  -  &J  willkfirlich  lassen, 
mit  anderen  Worten:  Wir  betrachten  das  daselbst  Yorhandene 
aMgemeine  Lösungensystem.  Zunächst  hängt  es  zwar  von  n  +  1 
willkürlichen  Eonstanten  ab,  aber  man  kann  (wie  in  Nr.  706 
im  Falle  n »  1)  einsehen,  daß  x^  gleich  a  gewählt  werden 
darf,  so  daß  nur  noch  n  willkürliche  Eonstanten  rorkommen. 
Denn  jedes  im  allgemeinen  Lösungensysteme  enthaltene  parti- 
kulare hat  f ür  x  —  a  gewisse  Werte 

(5)  C,  -  sp^a,  a^o,  S^i*,  y%\  •  •  •  O      (♦-1,2,...  ti), 

und  das  Lösungensystem  mit  den  An&ngswerten  a,  C^,  C„ 
...  Gn^  nämlich 

(6)  y,  =-  9,(rc,  a,  C^,  C,, . . .  CJ       (t  =  1,  2, . . .  »), 

muß  mit  dem  soeben  betrachteten  identisch  sein.  Demnach 
stellen  die  Funktionen  (6),  in  denen  nur  nach  n  wülkOrUdie 
Konstanten  C^,  G^^ , . .  C^  rorkommen,  das  allgemeine  Lösungen- 
System  dar,  sobald  man  C^,  C|, . . .  G^  willkürlich  laßt,  voraus- 
gesetzt, daß  das  Wertsystem  a,  (7|,  C,^ . . .  C^  in  der  Umgebung 
der  Stelle  (a,  b^,  ^t,  •  •  •  &„)  verbleibt.  Dagegen  ist  a  in  (6)  eine 
nicht  willkürliche,  sondern  bestimmt  gewählte  Eonstante. 

Würden  wir  die  willkürlichen  Eonstanten  G^,  G^, . . .  G^ 
noch  weiter  dadurch  beschränken,  daß  wir  irgendwelche  Be- 
dingungsgleichungen zwischen  ihnen  vorschrieben,  so  würde 
das  heißen,  daß  aus  der  Gesamtheit  aller  n-fach  unendlich 
vielen  Anfangs- Wertsysteme  G^,  C^,...  G^  der  Lösungensysteme 
für  X  =>  a  eine  geringere  Anzahl  herausgegriffen  würde.  Dies 
werden  wir  sogleich  beweisen.  Es  besagt,  daß  man  in  dem 
allgemeinen  Lösungensystem  (4)  alle  n  Eoustanten  C^,  0,, . . .  C^ 
willkürlich  lassen  muß;  ein  Lösungensystem  mit  weniger  als 
n  willkürlichen  Eonstanten  kann  nie  das  allgemeine  Lösungen- 
system vorstellen.  Dies  meint  man,  wenn  man  sagt:  In  dem 
allgemeinen  Lösungensystem  (6)  sind  alle  n  willkürlichen  C^, 
(7i, . . .  G^  wesenäich. 

Daß  man  alle  n  Eonstanten  willkürlich  lassen  muß,  um 
wirklich  die  Gesamtheit  aller  partikularen  Lösungensysteme 
in  der  Umgebung  der  Stelle  (a,  &|,  &|,  ...  b^)  zu  umfassen, 
erkennt  man  daraus,  daß  die  Gleichungen.  (6)  nach  G^,  C,, 
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...  (7^  auflö^Hxr  sind.  Um  die  Form  der  Auflösungen  zu  fin- 
den, geht  man  zunächst  auf  die  ursprüngliche  Form  (2)  des 
allgemeinen  Losungensystems  zurück.  Nimmt  es  für  irgend 
einen  erlaubten  Wert  x  ^  x^  wie  oben  die  Werte  y^\  y^\  •  •  •  y«^ 
an,  die  unter  (3)  angegeben  wurden,  und  bildet  man  nun  das 
Loeungensystem,  das  für  x=^  x^  die  Anfangswerte  y^y  y^\ '-^Vn 
hat^  nämlich  die  Funktionen  (4),  so  müssen  beide  Lösungen- 
Systeme  (2)  und  (4),  wie  gesagt,  dieselben  sein,  weil  beiden 
für  a:  «  Xi  dieselben  Werte  y^^  y^\  -  -  -yn  zukommen.  Die  Glei- 
chungen (4)  müssen  deshalb  ebenso  wie  die  Gleichungen  (2) 
für  X  ^  x^  die  Werte  y^®,  y,^, . .  .  y„®  liefern.  Infolge  von  (3) 
ist  denmach 

Hierbei  war  x^  irgend  ein  hinreichend  nahe  bei  Xq  gelegener 
Wert  von  x.  Bezeichnen  wir  ihn  jetzt  wieder  mit  x  schlecht- 
weg und  die  zugehörigen  Werte  des  Lösungensystems  ent- 
sprechend mit  yi,y%f  ' '  y^  selbst,  so  treten  an  die  Stelle  von 
(3)  die  Gleichungen  (2)  und  an  die  Stelle  Yon  (7)  die  Glei- 
chungen: 

(8)  Vi   -  9<(^o;  ^y  Vu  y»;  •    •  Vn)      (>  -  1;  2, .  .  .  w). 

Dies  also  sind  die  Äirflösungen  der  Gleichungen  (2)  nach  den 
n  Anfangsteerien  y^j  y,®, . . .  y^.  Dieselbe  Folgerung  wurde  im 
Falle  n  »-  2  schon  in  Nr.  693  gemacht,  vgl.  (5)  ebenda. 

Wenn  man  insbesondere  wie  oben  x^^  a  wählt  und  die 
Anfangswerte  der  Lösungen  mit  C^^,  C|, . . .  (7„  bezeichnet,  ergibt 
sich  mithin,  daß  die  Gleichungen  (6)  die  Auflösungen 

(9)  C,  -  9,(a,  X,  yi,  y„  . . .  yj        (i-  1,  2, ...  w) 

nach  den  n  toiUkürUchen  Konstanten  C^,  C/^, . . .  C^  haben.  Die 
hier  rechts  auftretenden  Funktionen  sind  stetig  in  bezug  auf 
aUe  n  +  1  yeränderlichen  Größen  x,y^fy^j.,.y^.  Auch  haben 
sie  in  bezug  auf  alle  diese  Größen  partielle  Ableitungen  erster 
Ordnung. 

782.  Tersoliledeiie  Formen  des  allgemeinen  Lö- 
snngeiupystems.  Das  allgemeine  Lösungensystem  eines  vor- 
gelegten n-gliedrigen  Systems  in  der  Normalform 

(1)  y/  -  fiiPy  Vu  Vif"  Vn)       (i  -1,2,...») 
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in  einer  Umgebung  einer  Stelle  (a,  b^,  &|, . . .  5„)  des  Bereiches, 
das  wir  soeben  auf  die  Form 

(2)  y,  =  (p^{x,  a,  Gl,  C,, . . .  CJ        (♦  -  1,  2, . . .  n) 

gebracht  haben^  können  wir  weiterhin  noch  mannig&ch  um- 
formen.  Vorweg  erinnern  wir  daran,  daß  a  in  (2)  einen  be- 
stimmten Wert  hat  und  deshalb  eigentlich  unter  dem  Funktions- 
zeichen gar  nicht  besonders  hervorgehoben  zu  werden  braucht. 
Die  Auflösungen  (2)  sind  also  Funktionen  von  x  und  von 
n  wesentlichen  willkürlichen  Konstanten  C^,  C7„  . . .  C„.  Von 
diesen  Integrationskonstantenj  wie  man  sie  nennt,  wird  nur  das 
eine  gefordert,  daß  alle  Wertsysteme  a,  Cj,  (7j, . . .  C^  der  Um- 
gebung der  Stelle  (a>  Z^i?  2»,, . . .  &J  des  Bereiches  angehören. 
Nun  können  wir  wie  in  Nr.  680  alle  Wertsysteme  x^  y^,  y,, 
. . .  y^  des  Bereiches  in  dieser  Umgebung  dadurch  definieren^ 
daß  wir  zwei  hinreichend  kleine  positive  Größen  l  und  k  an- 
nehmen und 

(3)  Ix-a^l,   :yi-M^Ä,    1^2-6,'^*,...    \y^-K  g,k 

vorschreiben.  Alsdann  sind  die  n  Integrationskonstanten  den 
Umgleichungen 

(4)         iQ~M^*,   ^c^-h\£J^'7  •••  ;CL-fcj^t 

unterworfen  und  sonst  keinerlei  Bedingungen. 

Eine  neue  Form  des  allgemeinen  Lösungensystems  (2) 
geht  hervor,  wenn  man  statt  G^,  C\j  •  •  C^„  »«W6  IntegrcUions- 
konstanten  Cj,  Cj, . . . c^  einführt,  indem  man  C^,C^f...CI^  gleich 
Funktionen  von  c^y  c^, . . .  c^  setzt: 

(5)  G,  =  ^,(Ci,  c„  . . .  cj         (i  =1,2,...  n) 

und  dabei  dafür  Sorge  tragt,  daß  infolge  hiervon  O^,  6^, ...  6'^ 
noch  völlig  beliebige  Werte  in  dem  Bereiche  (4)  annehmen 
können,  sobald  die  Konstanten  c^,  c^,  •  •  -  <^»  innerhalb  eines 
gewissen  Bereiches  willkürlich  gewählt  werden.  Würden  die 
n  Funktionen  ti,  if%,  •  •  •  tn  ^i^ht  von  einander  unabhängig 
sein,  so  wäre  dies  nicht  möglich,  weil  dann  infolge  von  (5) 
wenigstens  eine  Gleichung  zwischen  G^,  Cg,...  C^  besföude. 
Deshalb  wollen  wir  unter  ^i,  V's;  •  •  •  V'»  solche  n  Funktionen 
von  c^,c^,'''C^  verstehen,  die  denjenigen  Bedingungen  ge- 
nügen, unter  denen  nach  Satz  14,  Nr.  701,  zugehörige  inverse 
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Funktioxien  W^^  W^, . , .  W^  vorhanden  sind,  so  daß  die  Glei- 
chlingen 

(6)  c,  ^  V,iC„  C„  . . .  CJ        (.•-l,2,...n) 

die  Auflösungen  der  Gleichungen  (5)  nach  Ci,Cj,  ...c^  vor- 
stellen.    Um   die   Bedingungen   (4)    einzuhalten,    fordern   wir 

dabei,  daß  die  Funktionen  ^i^^t;'**^»  ^^^  ^ly^t-'-^n  ^^ 
einer  Umgebung  eines  gewissen  bestimmten  Wertsystems 

fOr  das  sie  gerade  gleich  h^,i%f  -  -  '\  werden,  nebst  ihren  par- 
tiellen Ableitungen  erster  Ordnung  stetig  seien,  sowie  daß  die 
Funktionaldeterminante  von  ^i,  ^S9  - '  •  ^«  hinsichtlich  c^fC^, 
. . .  c.  fEbr  das  Wertsystem  Cj®,  c^^,  •  •  •  ^«^  von  Null  verschieden 
sei.  Bei  hinreichender  Beschränkung  der  Umgebungen  gibt  es 
dann  zu  jedem  nach  (4)  erlaubten  Wertsystem  Cj,  C,, . . .  (7„ 
infolge  von  (6)  ein  erlaubtes  Wertsystem  c,, c,, . . .  c^,  so  daß 
die  Gleichungen  (2)  durch  die  Substitution  der  Ausdrücke  (5) 
von  C^j  C^y . , .  G^  in  neue  Gleichungen 

(7)  Vi  =  ^i{Xy  a,  ^1,  *„  . . .  O         (»  -1,2,...  n) 

übergehen,  die  wiederum  das  allgemeine  Lösungensystem  von 
(1)  darstellen.  Die  rechten  Seiten  von  (7)  sind  Funktionen 
von  X  und  von  den  n  neuen  und  ebenfalls  sämtlich  wesent- 
lichen Integrationskonstanten  c^,  c^, . .  .  c^y  so  daß  wir  also  zu 
einer  neuen  Form 

(8)  y,  -  *,(a;,  c^,  c„  . . .  cj        (i  -  1,  2, ...  w) 

des  allgemeinen  Lösungensjstems  gelangt  sind.  Nach  dem 
Vorhergehenden  sind  hier  O^,  O^, . , .  9^  stetige  Funktionen  von 
x,c^,c^y...c^  mit  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  hin- 
sichtlich X,  Cj^fC^,"C„.  Ihre  partiellen  Ableitungen  hinsichtlich 
X  sind  natfirlich  gleich  den  Funktionen  (1).  Die  Gleichungen 
(8)  sind  augenscheinlich  auch  nadh  ^i,  o,,  .  .  .  c^  auflösbar. 
Denn   wir   wissen,   daß  die  Gleichungen  (2)   die  Auflösungen 

Gi  =  Vi(P>  ^y  Vxy  y«;  •  •  •  V«)  (*  =  1,  2,  .  .  .  n) 

nach  Cj,  Cj, . . .  G^  haben,  siehe  (9)  in  voriger  Nummer.  Daher 
ei^eben  sich  aus  (6)  durch  Substitution  dieser  Werte  die  Auf- 
lösungen von  (8)  nach  c^^c^y ,  , ,  c^. 

Trotz  der  den  Funktionen  V'u  ^2;  •  •  •  V'«  auferlegten  Be- 
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dingangen  sind  sie  noch  in  hohem  Maße  willkürlich.  Das 
allgemeine  Lösungensjstem  kann  deshalb  unbegrenzt  viele  yer- 
schiedene  Formen  annehmen.  In  der  allgemeinen  Form  (8) 
sind  die  willkürlichen  Eonstanten  ^i;  ^^  •  •  •  ^n  nicht  mehr  ge- 
rade die  Anfangs  werte  Yon  Vd  tfii  -  -  >  Vn-  ^^^  kann  aber 
immer^  wenn  irgend  eine  Form  (8)  des  allgemeinen  Lösungen- 
Systems  yorliegt^  mittels  Elimination  und  Substitution  diejeni- 
gen Anfangswerte  y^^,  y^^ . .  .  y^^  die  den  Lösimgen  für  einen 
im  erlaubten  Intervalle  willkürlich  oder  bestimmt  gewählten 
Anfangswert  x^  von  x  zukommen,  als  Integrationskonstanten 
einführen.    Denn  die  Gleichungen 

y^  -  *<(rPoi  ^11  ^7  •  •  •  O  (»  -  1;  2, . . .  n), 
die  nach  (8)  diese  An&ngswerte  definieren,  sind  ja  nach  c^^ 
c^ , .  . .  0^  auflösbar.  Durch  Substitution  der  hieraus  folgen- 
den Funktionen  Ci,  c^, .  • .  c„  von  x^^  und  y^^  y,®,  --  ^Vn  ^  (8) 
muß  daher  das  allgemeine  Lösungensystem  mit  den  n  willkür- 
lichen Eonstanten  y^j  y^,  -  -  *  Vn  hervorgehen.  Man  kommt  so 
zu  derjenigen  Form 

y.  =-  (Pi{x,  Xq,  yi^  y,^  . . .  y„«)        (t  -1,2,...  n) 

zurück,  von  der  wir  in  der  vorigen  Nummer  ausgingen. 

Diese  Form  beißt  das  System  der  m  x  ^  Xq  gehörigen 
Haupäösungen,  vorausgesetzt,  daß  darin  die  Anfangswerte  y^^y 
Vi^y '  •  •  'Vn  ^®^  Lösungen  für  a?  — «  a;^  wiUkürlich  gelassen  wer- 
den, während  es  ohne  Bedeutung  für  die  Allgemeinheit  ist, 
ob  man  Xq  willkürlich  läßt  oder  bestimmt  wählt. 

763.  Integrale,  unter  einem  Integral  eines  n-gliedrigen 
Systems  in  der  Normalform 

(1)  Vi  -  fii^j  yi>  y%7"'  yj      (» =  1,2,...  »j 

versteht  man  jede  stetige  Funktion  Sl  der  n  +  l  Veränder- 
lichen X,  yi,  y^, ' ' '  ynf  ^^  ^^  einer  Umgebung  einer  Stelle 
(a,  fci,  6,, . . .  &J  des  Bereiches  des  Systems  (1)  partielle  Ab- 
leitungen erster  Ordnung  in  bezug  auf  alle  w  +  1  Veränder- 
lichen hat  und  für  jedes  in  dieser  Umgebung  vorhandene  par- 
tihdare  Lösungefisystem  konstant  ist,  sodaß  also  i2,  falls  mau 
darin  fElr  Vi;  y^;  •  •  •  y»  ^^^  allgemeine  Lösungensystem  in  dieser 
Umgebung  einsetzt,  eine  Funktion  der  n  willkürlichen  Inte- 
grationskonstanten allein,  d.  h.  von  x  frei  wird. 
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SteUt 

(2)  y,-9<(a',C„C„...CJ        (»-1,2,...«) 

das  allgemeine  Lögangensystem  mit  den  Integrationskonstanten 
C|,  C,, . . .  (7,  dar^  so  soll  also  die  vollständige  Ableitung  yon 
H  nach  x  gleich  Null  werden,  sobald  in  Sl  unter  J^i;  ^s^  -•- y« 
die  n  Funktionen  (2)  von  x  und  yon  den  Integrationskonstanten 
verstanden  werden.     Die  vollständige  Ableitung  ist 

und  da  die  Funktionen  (2)  das  System  (1)  befriedigen,  werden 
die  Ableitungen  y^,  y,',  •  •  •  y»'  gleich  /i,  /i, .  . .  f^-  Wir  stellen 
mithin  an  jedes  Integral  ^{^yy^^y^^ . .  .y^  des  Systems  (1) 
die  Forderung,  daß 

för  das  allgemeine  Lösungensystem  sein  soll. 

Nun  aber  lassen  sich  die  Integrationskonstanten  (7^,  C^, 
...  (7,  immer  so  wählen,  daß  die  Werte  der  Funktionen  (2) 
zusammen  mit  x  irgend  ein  Wertsystem  ^)yi,y%,  -  -  -  y^  in  der 
Umgebung  der  Stelle  (a,  6^,  ig, . . .  &J  ausmachen.  Demnach 
ist   zu  fordern:   Die  Gleichung  (4)  soll  für  jedes  Wertsystem 

^yf/uV^y '  •  ^Vn  ^^  ^^^  Umgebung  dieser  Stelle  bestehen. 

Die  Umkehrung  dieses  Schlusses  liegt  auf  der  Hand:  Wenn 
die  Gleichung  (4)  für  alle  Wertsysteme  ^,  yi,  %,  • .  •  y„  besteht, 
maß  sie  auch  erfüllt  sein,  wenn  man  yi;  y^?  •  •  •  y»  durch  die 
Funktionen  (2)  von  x  und  von  den  n  Integrationskonstanten 
Cj,  (7j, . . .  (7,  ersetzt,  und  da  diese  n  Funktionen  (2)  das  System 
(1)  befriedigen,  d.  h.  /*|,  f\y ...  /*^  als  Ableitungen  nach  x  baben, 
zieht  alsdann  (4)  nach  sich,  daß  die  vollständige  Ableitung  (3) 
von  Sl  nach  x  verschwindet,  sobald  man  yi^  y^, .  •  •  y„  in  Sl  als 
das  allgemeine  Lösungensystem  (2)  auffaßt.  Mithin  ist  £1  ein 
Integral. 

Die  hiemach  nicht  nur  notwendige,  sondern  zugleich  hin- 
reichende Bedingung  (4)  für  die  Integrale  Sl  hat  das  Bemerkens- 
werte an  sich,  daß  sie  auch  dann  schon  aufgestellt  werden  kann, 
wenn  man  noch  gar  kein  Lösungensystem  von  (1)  kennt,  denn 
es  wird  ja  verlangt,  daß  sie  für  ciUe  Wertsysteme  Xjy^,y^y,.,y^ 
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in  der  Umgebung  der  Stelle  (et,  b^,  b^,  > .  >  h^)  bestehe.  Nach 
Nr.  669  ist  die  Bedingung  (4)  eine  partielle  Di£ferentialgleichang 
erster  Ordnung  für  ß,  wobei  x,  Pi,  y^,  -  -  -  y^  die  Rolle  von 
lauter  unabhängigen  Veränderlichen  spielen.  Diese  Differential- 
gleichung heißt  linear,  weil  sie  durch  NuUsetzen  einer  hin- 
sichtlich der  Ableitungen  von  Sl  ganzen  linearen  Funktion  her- 
vorgeht^ und  sie  heißt  verkürzt,  weil  in  dieser  linearen  Funk- 
tion ein  Yon  den  Ableitungen  freies  Glied  fehlt.  Wir  sagen 
demnach: 

Satg  1:  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  da- 
für, daß  eine  in  einer  Umgebung  einer  Stelle  des  Bereiches  eines 
n-gliedrigen  Systems  in  der  Normalform 

Vi  =  fii^y  yuy$y  -Vn)  (*  "=  1 ;  2, . . .  n) 
stetige  und  differenzierba/re  Funktion  Sl  von  x,  y^,  ^i,  •  •  •  y«  ^^ 
Integral  des  Systems  sei,  besteht  darin,  daß  Sl  die  verharzte 
lineare  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

mit  den  n  +  i  als  utujbhängig  betrachteten  Veränderlichen 
x^  y^,  y^,  . , ,  y^  in  jener  Umgebung  befriedigen  muß. 

Da  wir  das  Vorhandensein  von  Lösungen  partieller  Diffe- 
rentialgleichungen noch  nicht  bewiesen  haben^  ist  auch  noch 
nicht  bewiesen^  daß  es  wirklich  Integrale  des  Systems  (1) 
gibt.     Man  kann  es  aber  so  einsehen: 

Wenn  wie  früher 

(5)  yi  =  ^i{p>,  ^0,  yiy  y%\  "-yn)     (*  - 1, 2, . . .  n) 

das  System  der  Hauptlösungen  von  (1)  in  der  Umgebung  der 
Stelle  (ö,  61,  &2,  . .  .  6«)  ist,  ergibt  sich  hieraus  durch  Auflö- 
sung nach  y^^,  y,®,  •  •  •  y«®  wie  in  (8),  Nr.  761: 

(6)  y,^  ^  q>i(xoy  X,  y^,  y^, . . .  yj       (i-  1,  2, . . .  n). 

Ohne  die  Allgemeinheit  zu  beeinträchtigen,  kann  man  dabei 
Xq  =-»  a,  also  bestimmt  annehmen  (vgl.  Nr.  761).  Alsdann  liegen 
in  (6)  insgesamt  n  stetige  und  differenzierbare  Funktionen 
Vif  9s>  •    •  Vn  ^on  X,  yi,  y„  .  .  .  y„  vor,  die  wir  mit 

(7)  C3,{x,yi,y^,..,y^),   a),(a;,yi,y„..  .yj,...a>^(ar,yi,y„...yj 

bezeichnen  wollen,  indem  allgemein 
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o,  -  9>,(a,  X,  yi,  y„  . . .  y^)      (»-1,2,...») 

sei.  Wenn  man  in  den  n  Funktionen  (7)  für  y^y^,  •  • .  y«  das 
allgemeine  Lösungensystem  (ö)  einsetzt,  worin  x^  »  a  ange- 
nommen worden  sei,  gehen  sie  nach  (6)  in  die  n  Konstanten 

Vii  Vty  '  "  Vn    ^^^^'    Mithin  sind  0i,(D^f  ...  cd,  Integrale. 

Man  erkennt  ferner:  Setzt  man  diese  n  Integrale  gleich 
Konstanten  y^^  y^,  . . .  yj^^  so  sind  die  hervorgehenden  Glei- 
chungen 

nach  Vt,  y^f  ' '  *  y^  auflösbar  in  der  Form 

Vi  -  Vii^,  ö»  yA  yj^  •  •  •  y«')    (»- 1, 2, . ..  n). 

Mithin  definieren  jene  n  Integrale,  gleich  willkürlichen  Kon- 
stauten gesetzt,  implizite  das  allgemeine  Lösungensystem  (5). 
Statt  yon  den  Hauptlösungen  können  wir  auch  von  irgend- 
einer der  unbegrenzt  vielen  Darstellungen 

9t  -  *.(^;  <^u  (^if"  O  (»-  1,  2, ...  «) 

des  allgemeinen  Lösungensystems,  vgl.  (8)  in  voriger  Nummer, 
ausgehen,  indem  wir  dann,  um  zu  Integralen  zu  kommen, 
diese  n  Gleichungen  nach  c^,  c^,  •  -  -  c^  auflösen.  Das  System 
(1)  hat  demnach  unbegrenzt  vide  Integrale.  Man  erkennt 
aber  leicht,  daß  man  sie  samtlich  aus  den  n  Integralen  (7)  ge- 
winnen kann:  Wenn  nämlich  Sl(x,y^,y^,...  y„)  irgendein  Inte- 
gral ist  —  immer  in  der  Umgebung  der  Stelle  (a,  {»j ,  fr^, . . .  6,)  — 
mnfi  Si  frei  von  x  werden,  sobald  man  für  y^,  yj,  . . .  y«  die 
ELanptlösungen  (5)  mit  Xq=^  a  einsetzt,  so  daß  also  dann  eine 
Funktion  F  der  n  Konstanten  y^®,  y,®, . . .  y»®  entsteht.  Die  Wir- 
kung der  Substitution  der  Werte  (5)  wird  nun  wieder  aufge- 
hoben, wenn  man  y^^,  y,®,  . . .  y,.^  durch  die  Auflösungen  (6) 
von  (5)  für  x^-^  a  ersetzt,  d.  h.  durch  die  n  Integrale  (7). 
Mithin  ist  das  Integral 

Ä(a;,  yi,  y,, . . .  yj  -  F{(o^,  ©„  . . .  ©J, 

d.  h.:  Jedes  Integral  ist  eine  Funktion  der  n  Integrale  a)^, 
o,, . . .  fO^. 

Andererseits  leuchtet  ein,  daß  jede  Funktion  F  der  n  In- 
tegrale oi|,  ci,, ...  ai„  gleich  einer  Konstanten  wird,  sobald  man 
daorin  für  yif  y^,  - » -  yn  irgendein  partikulares  Lösungensystem 
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in  der  Umgebung  der  Stelle  (c^fhi^b^, . .  .bj  einsetzt,  weil  ja 
^17  ^9f '  •  •  ^n  s^l^s^  vermöge  dieser  Substitution  konstant  wer- 
den.    Demnach  gilt  der 

Satz  2:   Ein  n-gliedriges  System  in  der  Narmalform 

Vi  =  /1(^;  ViiV^y  •  •  •  yJ         (♦  =  1,  2, ...  n) 

haX  in  einer  Umgebung  einer  Stelle  (a,  &i,  6,, . . .  6J  seines  Be- 
reiches n  Integrale  (o^,  (o^, .  . .  (d^,  die,  gleich  wülkiirlichen  Kon-- 
stanten  in  einem  gewissen  Variabüüälsbereiche  gesetzt,  impHtfite 
das  allgemeine  Lösungensystem  in  der  Umgebung  jener  Stelle 
definieren.  Jedes  Integral  des  Systems  von  Diff^erentiaisßei' 
chungen  ist  in  der  Umgebung  der  Stelle  (a,  6^,  &i; .  • .  6«)  «♦•« 
Funktion  von  diesen  n  Integralen  (o^,  m^, . . ,  <o^  allein.  Umge- 
kehrt: Jede  stetige  und  differenzierbare  Funktion  der  n  Integrale 
Ol,  (o^,  , . ,  C3^,  die  in  dieser  Umgebung  definiert  ist,  stellt  ein 
Integral  des  Systems  von  Differentialgleichungen  dar. 

Unter  einem  vollständigen  Integralsystem  versteht  man 
n  Integrale  y  die  in  der  Umgebung  der  betrachteten  Stelle  im- 
plizite das  allgemeine  Losungensystem  definieren ,  sobald  man 
sie  gleich  n  Konstanten  setzt,  die  in  einem  gewissen  Variabili*- 
tätsbereiche  willkürlich  sind.  Die  oben  aufgestellten  n  Inte- 
grale (D^y  coj;  . .  .  (0^  bilden  ein  vollständiges  Integralsystem. 
Es  leuchtet  nach  dem  Vorhergehenden  sofort  ein,  daß  es  un- 
begrenzt viele  vollständige  Integralsysteme  gibt.  Kennt  man 
eines  von  ihnen,  so  sind  alle  bekannt;  die  Aufgabe,  das  vor- 
gelegte System  in  der  Normalform  zu  integrieren,  verlangt  nur 
noch  Auflösungen  von  Gleichungen,  sobald  man  ein  YoUstan- 
diges  Integralsystem  kennt.  Wenn  cd^,  od^,  •  . .  o^  ein  voll- 
ständiges Integralsystem  ist,  nennt  man  jede  Gleichung,  die 
aus  den  n  Gleichungen 

^i(^}  Vu  y%y''  yJ  ^  ^on%i.     (f  —  1, 2, . . . ») 

durch  Elimination  und  Substitution  gewonnen  werden  kann, 
eine  Integralgleichung. 

Oben  wurde  die  Existenz  von  mindestens  einem  voll- 
standigen  Integralsystem  daraus  erkannt,  daß  das  allgemeine 
Lösungensystem  (5)  die  Auflösungen  (6)  nach  den  Anfänge- 
werten  f/j^,  y^, . . .  ^n^  hat.  Dagegen  wäre  es  nicht  erlaubt  ge- 
wesen, die  Existenz  mittels  des  Satzes  14  von  Nr.  701  Aber 
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inTerse  Funktionen  zu  beweisen,  denn  die  Anwendung  dieses 
Satzes  setzt  yoraus,  daß  auch  die  partiellen  Ableitungen  der 
Funktionen  y^,  g?,.  ...  (p^  in  (5)  nach  j/i^,  y,*^,  -  -  *  Vn  hinsicht- 
lieh dieser  n  Oröfien  stetig  sind,  und  das  haben  wir  nicht  be- 
lesen. Es  ist  deshalb  angebracht;  zu  bemerken,  daß  die  in 
Nr.  77  aufgestellte  Definition  der  Unabhängigkeit  dennoch  auf 
die  n  Funktionen  (6)  anwendbar  ist,  da  ja  keine  Gleichung 
zwischen  y^j  y^j  -  *  -  Vn  ^^steht.  .Mithin  sind  auch  die  nln- 
t^rale  (7),  die  ein  YoUständiges  System  von  Integralen  bilden, 
voneinander  unabhängig  hinsichtlich  y^  y^y  •  •  •  y„-  Wie  in 
Nr.  80  folgt  daraus,  daß  die  FunJctionaldeterminante  der  n  ein 
vcüständiges  Inlegrdlsystein  bildenden  Integrale  o^,  (D2;  . .  .  o^ 
hmsichüich  yi,ytf  -"Vn  ^^^  identisch  gleich  NtiU  ist: 

(8)  (    '    '  M  +  0. 

Dasselbe  gilt  nach  Satz  2  von  jedem  vollständigen  System 
Yon  Integralen. 

Aus  den  beiden  Sätzen  1  und  2  entspringt,  nebenbei  be- 
merkt, noch  ein  Satz  über  die  unter  (4)  aufgestellte  partielle 
Differentialgleichung  für  Sl,  nämlich: 

Satz  3:  Vorgelegt  sei  eine  verkürzte  lineare  partieüe  JDiffe^ 
rentialgleichung  erster  Ordnung 

für  eine  Funktion  Ä  von  n  +  1  unabhängigen  Veränderlichen 
jf,  y^,  Pff"'  y„.  Die  Koeffizienten  f^,  /i,  • .  /"„  seien  dabei 
Funktionen  von  x,  y^  y%,  -  -  -  y^j  die  sich  nebst  allen  ihren  pa/r- 
tieUen  Ableitungen  erster  Ordnung  in  einer  Umgebung  eines 
Wertsystems  a,  ij,  &,,  . . .  b^  stetig  verhalten.  Alsdann  hat  die 
Differentialgleichung  ebenda  insbesondere  n  stetige  und  differen- 
zierbare  Lösungen  i$2  »  g)|,  cog,  . . .  07^,  die  hinsichtlich  y,,  ^g? 
. . .  y,  voneinander  unabhängig  sind,  sodaß  ihre  Funktionaldeter- 
minante 


/(Ol  Oj  . . .  a)„\ 

^Vi  y%  "•  yJ 


von  Null  verschieden  ist.     Jede  in  derselben   Umgebung  stetige 
und  differenzierbare  Funktion  von  Oj,  (d,,  ...  o^  allein  ist  ^en- 
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fäUs  eine  Lösung  Sl  der  partiellen  Differentialglekhung,  und 
sonst  gibt  es  keine  ebenda  stetige  und  differengiei/'bare  Uiswng  A. 

764.  Oeometrisohe  Deatung  im  Falle  zweier  ab- 
hängiger ▼er&aderlicher.  Das  Notwendigste  über  die  geo- 
metrische Deutung  eines  Systems  von  gewöhnlichen  Differen- 
tialgleichungen in  der  Normalform  wurde  in  Nr.  667  und  66S 
gebracht.  Aber  es  dürfte  angemessen  sein,  im  Falle  n »  2, 
wo  zur  Deutung  von  Xj  y^  und  y^  als  Koordinaten  der  gewohn- 
liche Raum  zur  Verfügung  steht,  die  geometrische  Yeranschau- 
lichung  noch  etwas  weiter  zu  besprechen,  ohne  jedoch  dabei 
auf  die    funktionentheoretischen   Voraussetzungen  einzugehen. 

Das  System 

ordnet  einem  Punkte  M  mit  den  rechtwinkligen  Koordinaten 
^fVifVi  dasjenige  Linienelement  zu,  dessen  Richtungskosinus 
(vgl.  Nr.  252  und  667)  zu  drc,  dy^,  dy^  oder  also  zu  1,  /i,  f^  pro- 
portional sind.  Jedes  Lösungensystem  y^,  y^  besteht  aus  zwei 
Funktionen  von  x  und  wird  durch  eine  IntegraUcurve  veranschau- 
licht, der  lauter  Linienelemente  von  der  erwähnten  Art  ange- 
hören. Jede  Aufgabe  also,  die  verlangt,  Raumkurven  zu  be- 
stimmen, denen  in  jedem  Punkte  eine  bestimmte  Tangenten- 
richtung vorgeschrieben  ist,  findet  ihren  analytischen  Ausdruck 
in  einem  System  von  der  Form  (1). 
Bedeutet 

das  allgemeine  Lösungensystem  von  (1)  in  der  Umgebung  einer 
Stelle  (a,  6^,  b^)  oder  Mq,  so  definiert  es  fär  jedes  erlaubte 
Wertepaar  der  Integrationskonstanten  0^,  C7,  eine  Integral- 
kurve Je  in  der  Umgebung  des  Punktes  Mq,  und  die  Gesamtheit 
dieser  Integralkurven  k  erfüllt  die  Umgebung  von  M^  einfach, 
d.  h.  durch  jeden  Punkt  der  Umgebung  geht  eine  und  nur 
eine  Integralkurve,  so  daß  also  auch  keine  zwei  verschiedene 
einander  berühren  können.  Ihre  Schar  heifit  dagegen  $weifacli 
unendlich  y  weil  die  Kurven  der  Schar  von  zwei  wesentlichen 
willkürlichen  Konstanten  (7^,  (7,  abhängen. 

Bedeutet  Sl{x,y^yy^  ein  Integral  des  Systems  (1)  in  der 
Umgebung  der  Stelle  (a,  b^j  &|),  so  definiert  die  Gleichung 
763,  764] 
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a,  r—  konri.  eine  einfach  unendliche  Schar  von  Flächen,  tmd 
jede  FläAe  der  Sdiar  v>ird  durch  eine  einfach  unendliche  Scfiar 
von  Integraikwven  h  überdeckt.  Denn  durch  jeden  Punkt  der 
Fläche  geht  eine  and  nur  eine  Integralknrre,  und  diese  Kurve 
TCrbleibt  auf  der  Fläche,  weil  £1  für  jedes  Lösangensystem 
konstant  ist  Sind  ß,  und  £1^  zwei  unabhängige  Int^rale,  so 
definiert  jede  der  beiden  Gleichungen 

ßj  ^  konat.     und     iJ,  —  konat. 

eine  einfach  unendliche  Fülchenschar,  siehe  Fig.  40.  Durch 
irgendeinen  Punkt  M  iu  der  Umgebung  ron  M^  geht  je  eine 
Fläche  der  eraten  und 
der  zweiten  Schar  und 
aoSerdem  eine  Integral- 
korre  it.  Diese  Inte- 
gralkture  k  mufi  beiden 
Flächen  angehSrai,  da- 
her ihre  Scbnittknrre 
sein.  Die  gweifach  un- 
endlidte  Sehar  der  In- 
tegraihurven  wird  somii 

als     Durchsdiniit     der 

beiden    einfach    unend-  Ji^-hmat 

lidten  Seharen  von  Flächen  J3,  —  konst.  und  ^  =-  konat.  erieugl. 
Wenn  die  Integralknrren  bekannt  sind,  kanu  man  die  Inte- 
grale Sl{x,yi,y^  geometrisch  konstruieren:  Man  wählt^irgend 
^e  ein&ch  unendliche  Schar  von  Raum- 
knrren  e  aus,  d.  h.  eine  Schar,  die   von 
äner   willkürlichen    Kona taute   abhängt, 
jedoch  so,  daß  diejenigen  Integralknrren, 
die  Ton  den  Punkten  irgendeiner  Kurve  c 
ausgehen,  nicht  auch  alle  andern  Kurven  c 
treffen.    Alsdann  erzeugen  jedesmal  alle 
von    einer   Kurve  c    ausgehenden   Inte-  ^    ^^ 

gralkurven  k  eine  Fläche,  siehe  Fig.  41, 

und  die  Gesamtheit  dieser  Flächen  wird  durch  eine  Gleichung 
i2(a;,j/„^,) -•  konsi.  dargestellt,  deren  linke  Seite  J2  ein  Inte- 
gral des  Systems  (1)  ist 
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1.  Beispiel:  Irgendeinem  Punkte  M  oder  {Xy  y^j  y^  sei 
dasjenige  Linienelement  zugeordnet,  das  auf  dem  RadiusYektor 
OM  liegt,  so  daß  dx,  dy^,  dy^  zu  x,  y^,  y^  proportional  sind 
und  denmach 

^  ^  dx        x^      dx        X 

das  zugehörige  System  Yon  Differentialgleichungen  ist.  Dies 
Beispiel  wurde  schon  in  Nr.  667  betrachtet,  wo  sich  ergab, 
daß  die  Integralkuryen  aMe  Strahlen  vom  Anfangspunkte  0  aus 
sind.  Dieser  Punkt  selbst  ist  auszuschließen,  weil  in  ihm  die 
Funktionen  y^ :  x  und  y^ :  x  unstetig  werden.  Eine  von  lauter 
Integralkuryen  erzeugte  Flache  ist  eine  Kegdfläche  mit  der 
Spitze  0;  sie  wird  nach  Nr.  346  durch  eine  Gleichung  zwischen 
y^ :  X  und  y^ :  x  dargestellt.  Jedes  Integral  Sl  des  Systems  (3) 
ist  deshalb  eine  Funktion  von  y^ :  x  und  y^ :  x  allein.  Dies 
steht  mit  Satz  2,  Nr.  76H  im  Einklänge.  In  der  Tat  wird 
die  partielle  Differentialgleichung,  die  in  Satz  1,  Nr.  763,  für 
alle  Integrale  Sl  des  Systems  angegeben  wurde  und  hier  so 
lautet: 

^'?_  +  yi  ^  +  ^  ^-^  ===  0 

dx    ''  X  dyx        X  dy^  ' 

durch  die  Annahmen  «ß  =  y, :  rr  und  £1  ^  y^:  x  erfüllt.  Die 
beiden  Flächenscharen  y^:  x  ^  konst.  und  y^ix  ^  konst  sind 
die  Scharen  aUer  Ebenen  dwrch  die  y^-Ächse  hsw.  y^-Ächse;  ihr 
Durchschnitt  besteht  aus  allen  Integralkuryen,  nämlich  aus 
allen  Strahlen  yon  0  aus. 

^.  Beispiel:  Irgendeinem  Punkte  M  oder  (x^  y^,  y^)  sei 
dasjenige  Linienelement  zugeordnet,  das  der  o^y^ -Ebene  parallel 
ist  und  mit  dem  Lote  yon  M  auf  die  y^'-^^^^^  einen  rechten 
Winkel  bildet.  Hier  muß  dy^  •=  0  und  dy^  idx'^  —  xiy^  sein, 
so  daß 

(4)  ^---,    ^^  =  0 

^  ^  dx  y^'      dx 

das  zu  betrachtende  System  yon  Differentialgleichungen  yor- 
stellt  Weil  die  Differentiale  yon  a?*  +  y^*  und  y,  infolge 
yon  (4)  yerschwinden,  bilden  x^  +  y^*  und  y,  ein  yollstän- 
diges  Integralsystem.  Gleich  willkürlichen  Eon  stauten  gesetzt, 
stellen  sie  die  Schar  aller  Rotationseylinder  mit  der  y^-Adise 
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und  die  Schar  oMer  Ebenen  senkrecht  sswr  y^- Achse  dar;  ihr 
Dnrchsclmitt  besteht  ans  allen  Kreisen  y  deren  Mittelpunkte 
auf  der  y^-Achse  liegen  und  deren  Ebenen  ewr  y^-Achse  senk- 
recht  sind.  Diese  Kreise  sind  somit  die  Integralkuryen.  Eine 
Fläche  wird  also  Ton  Integralkurven  erzengt,  wenn  sie  eine 
SotcUionsfläche  mit  der  y^-A.6hse  ist,  so  daß  ihre  Gleichung 
nach  Nr.  348  eine  Gleichung  zwischen  x^  +  Vi^  iii^d  y^  allein 
sein  muß.  Jedes  Integral  ist  deshalb  eine  Funktion  von  x^  +  y^ 
und  y,  allein,  und  dies  steht  wieder  im  Einklänge  mit  Satz  2 
▼on  Nr.  763.  Jede  differenzierbare  Funktion  ß  von  a;*  +  yi* 
und  y^  allein  genügt  der  partiellen  Differentialgleichung 

aß  _  x^  aß  _  ^ 

wie  es  nach  Satz  1,  Nr.  763,  sein  muß. 

766.  Einige  Integrationsmethoden.  Wie  in  §  2  des 
dritten  Kapitels  kann  man  auch  für  gewisse  Klassen  von  mehr- 
gliedrigen  Systemen  erster  Ordnung  in  der  Normalform  beson- 
dere Integrationsmethoden  entwickeln.  Je  größer  jedoch  die 
Anzahl  n  der  gesuchten  Funktionen  ^n  .Vg;  •  •  •  ^n  ^^^f  ^^^  so 
mannigfaltiger  und  unübersichtlicher  gestalten  sich  diese  Ver- 
fahren. Wir  begnügen  uns  daher  mit  einigen  knappen  Hin- 
weisen (vgl.  dabei  die  Bemerkungen  am  Anfange  von  Nr.  713). 

Systeme  von  der  Form 

(1)  ä  -  a^,  Vi)        (» - 1, 2, . . . «), 

wo  also  jede  einzelne  Gleichung  die  Ableitung  einer  der  ge- 
suchten Funktionen  y^  als  Funktion  von  x  und  y^  allein  gibt^ 
int^riert  man,  indem  man  jede  Gleichung  für  sich  als  eine 
gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  x 
und  dem  in  ihr  vorkommenden  y^  behandelt.  Man  erkennt  so, 
daß  das  allgemeine  Lösungensystem  die  Form  hat: 

Vi  =-  Vii^y  Q  (i  =  1,  2, . . .  w). 

Systeme  von  der  Form 

(2)  ^  -  fi(x,  yu  y,, . . .  y,)        (i  -  l,  2, .  . .  n), 

wo  also  die  <*•  Gleichung  frei  von  y,+i,  y<^.j,  .  . .  y»  ist,  be- 
handelt man    so:   Die   erste   Gleichung   ist   eine   gewöhnliche 
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Di£ferentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  x  und  y^  allein. 
Hat  man  ihre  allgemeine  Lösung  y^  =»  9>i(X;  C^)  gefunden,  so 
wird  sie  in  alle  n  —  1  übrigen  Gleichungen  eingesetzt.  Daa 
hervorgehende  System  von  nur  noch  n  —  1  Gleichungen 

^J  -  fi{x,  9i,  y„  y„  . . .  y^)  (t  =  2,  3, . .  .  n) 

hat  nun  wieder  die  charakteristische  Form  des  Systems  (2), 
doch  ist  die  Zahl  n  auf  n  —  1  yerringert.  Diesem  Vorteile 
steht  der  Nachteil  gegenüber,  daß  rechts  in  q>  noch  eine  will- 
kürliche Konstante  C^  vorkommt.  Das  neue  System  wird  nach 
derselben  Methode  behandelt,  usw.  Man  erkennt,  daß  das  all- 
gemeine Lösungensystem  die  Form 

Vi  ==  Vt{^7  Gu  ^i;  •  •  •  Gt)        (t  -  1,  2, ...  n) 
hat,  wo  die  i^  Funktion  von  den  n  —  i  Integrationskonstanten 

1,  Beispiel:  Das  System 

^»-  =  2^  —  1       -^«  =  -i  —  1!l  4. 1^ 

^  « -^  -»  y»  _  y«  _L  y« 

dx        «•       «*       X*  ~^  X 

gehört  zu  denen  von  der  Form  (2).  Die  erste  Gleichung  ist 
eine  lineare  Differentialgleichung  für  y^  und  hat  nach  Nr.  716 
die  allgemeine  Lösung 

mit  der  Integrationskonstante  C7|.  Wird  diese  Lösung  in  die 
zweite  und  dritte  Gleichung  eingesetzt,  so  kommt: 

ly» «  y«  -» ^    ^y? «  ^  _  y?  _  ^. 

da;        X        X '      dx        X        x*       x^ 

Dies  System  für  y^  und  y,  hat  wieder  die  Form  des  Systems 
(2),  und  die  erste  Gleichung  ist  wieder  eine  lineare  Differential- 
gleichung für  y,  mit  der  allgemeinen  Lösung 

y,  =  Ci  +  C^x 

und  der  Integrationskonstante  C^.  Einsetzen  dieser  Lösung  in 
die  letzte  Differentialgleichung  gibt: 


^«  „  ^  _  ?A  _  ^ 
dx        X         X*         X 
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Dies  ist  wieder  eine  lineare  Differentialgleichung  für  y,  mit  der 
allgemeinen  Lösung 

'y.  =  §  +  C,  +  C,a; 
und  der  Integrationskonstante  C^,     Folglich  ist 

das  allgemeine  Losungensystem. 

Ein  sehr  allgemeines  Integrationsverfahren,  über  das  sich 
jedoch  keine  besonderen  Vorschriften  machen  lassen^  besteht 
darin,  daB  man  vermöge  einfacher  Substitutionen  passende 
Funktionen  von  x,yi,y^y...y^  als  neue  unbekcmnte  Funktionen 
an  Stelle  Ton  yi,y^,  ...  y^  ^u^hrt. 

2.  Beispiel:  OesucM  werden  die  orthogonalen  Trcyektorien 
äUer  Kugetn,  die  eine  Ebene  in  einem  Punkte  heruhren.  Ist  der 
Punkt  der  Anfangspunkt,  sind  x,  y^,  y^  rechtwinklige  Koordi- 
naten und  ist  jene  Ebene  die  y^y, -Ebene,  so  hat  die  Kugel 
vom  Radius  a  die  Gleichung: 

(3)  F^x^^2ax  +  y,^  +  y,«  -  0. 

Das  einem  Punkte  (o;,  y^,  y^)  der  Kugel  zugehörige  Linien- 
element der  gesuchten  orthogonalen  Trajektorie  liegt  in  der 
Normale  der  Kugel.  Nach  (8)  in  Nr.  253  müssen  daher  dx, 
dy^y  dy^  zu  F^gy  Fy^^  Fy^  proportional  sein,  so  daß  sich  ergibt: 

^y» «  yi      ^  «  Jh. . 

dx       X  —  a'       dx       X  —  a 

Eliminiert  man  hieraus  noch  den  willkürlichen  Radius  a  ver- 
möge der  Oleichung  (3),  so  findet  man  das  System 

^^  dx       «•— yi*—yi"'       (ia;  ™  .t»— yj*— y,*' 

dessen  Integralkurven  die  gesuchten  orthogonalen  Trajektorien 
sind.  Statt  y^  und  y,  sollen  nun  die  neuen  unbekannten  Funk- 
tionen 

Ä  -y«    Ä  -y« 

*     y,        '      X 
eingef&hrt  werden,  d.  h.  es  soll 

yi-^^i^j,    y«-^^i 
gesetzt  werden.     Das  alsdann  hervorgehende  System  lautet: 
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If  1-  =  0      ^  =  HiViiVV  .  fi . 

Nach  der  ersten  Oleichung  ist  0^  konstant,  gleich  (7^.  Dem- 
nach geht  für  02  ^^^  Differentialgleichung  mit  getrennten  Ver- 
änderlichen heryor: 

Sie  läßt  sich  mittels  Quadratur  sofort  integrieren: 

In^Tg  -In  [1  +  (1  +  Ci*)  V]  -  Ina?  «konst. 
Daraus  folgt: 


1  +  (1  +  C,  «)£:,«      X 

Wird  wieder  0^=*y^:x  und  C,  =«  jeTj  =  yj :  y,  eingeführt,  so  ge- 
langt man  zu  den  beiden  unabhängigen  Integralen: 

Das  erste  stellt  die  Schar  aller  Ebenen  durch  die  2;-AehBe  dar 
und  das  zweite  die  Schar  aller  Kugeln,  die  im  Anfangspunkte 
die  o^y^-Ebene  berühren.  Die  Durchschnitte  beider  liefern  die 
Integralkurven;  demnach  sind  die  orthogonalen  Trajektorien 
der  Schar  aller  Kugeln,  die  im  Anfangspunkte  die  y^y,- Ebene 
berühren,  diejenigen  Kreise,  die  im  Anfangspunkte  die  x- Achse 
berühren. 

Angenommen,  von  dem  System 

(5)  1fi^fi(^>  yi'  y«'  •  •  •  y«)    (»- 1, 2, . . .  n) 

sei  schon  ein  Integral  St{x,  y^,  y^y  , , .  y^  bekannt.  Alsdann 
kann  man  mit  Hilfe  der  Gleichung 

•ß(^>  Vi  y*.  •  •  •  .V«)  -  G^ 

etwa  y^  als  Funktion  von  x,  y^,  . , .  y^  und  G^  berechnen  und 
diesen  Wert  in  die  w  —  1  letzten  Gleichungen  des  Systems  ein- 
setzen. Dadurch  geht  ein  System  von  nur  noch  n  —  1  Glei- 
chungen hervor,  in  dem  y^,  y^,  -  -  -  y^  ^^  noch  unbekannten 
Funktionen  sind,  während  y^  gar  nicht  auftritt.  Dagegen  kommt 
in  dem  neuen  System  eine  willkürliche  Konstante  G^  vor. 

Sind  mehrere  unabhängige  Integrale  ii^,  ^, . . .  Sl^  schon 
bekannt,  wobei  m<n  sei,  so  kann  man  ebenso  mit  Hilfe  der 
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«t  Gleichungen 

(6)  £lj,{x,  yi,  y^,  ...  yj«  C^      (*  -  1,  2, . . .  w) 

m  unbekannte,  etwa  Ifi,  Vt,  •  •  -ymf  ^^  Funktionen  von  x,  den 
übrigen  Unbekannten  y^^i,  yw+j?  •  •  •  Vn  ^°^  ^®^  willkür- 
lichen Konstanten  C^^  C^,  . . ,  C^  berechnen  und  in  die  n  —  m 
letzten  Gleichungen  des  Systems  einsetzen.  Dadurch  geht  ein 
System  erster  Ordnung  in  der  Normalform  hervor,  das  nur 
noch  n  —  m  Gleichungen  hat,  aber  m  willkürliche  Eonstanten 
C^,  C^y  . . .  C^  enthält.  Ist  es  yollstandig  integriert  worden, 
d.  h.  hat  man  n  — m  unabhängige  Integrale  oi^^i;  c^m+s;  •  -  *  ^n 
dieses  Systems  ermittelt,  so  werden  sie  außer  x,  y^+u  Vm+s; 
. . .  y,  noch  C^,  C^,  -  -  -  C^  enthalten.  Setzt  man  sie  gleich 
willkürlichen  Eonstanten  C«+i,  ü'w+g,  . . .  C?„,  so  definieren  die 
91  —  m  Gleichungen 

(7)  iDj{x,  Gl,  Cj,  . . .  C„,  y^^i,  y^^.„  .,.yJ^Cj 

(j  =  w  +  1,  m  +  2,  . . .  n) 

zusammen  mit  den  m  Gleichungen  (6)  implizite  das  allgemeine 
Losungensystem  von  (5). 

Daß  man  nun  mitunter  aus  der  Gestalt  eines  Systems  von 
Differentialgleichungen  in  der  Tat  das  Vorhandensein  gewisser 
Int^rale  erkennen  kann,  beleuchtet  das 

.9.  Beispiel:  Das  System 

^i  ""  (ys  -  yi)  Ö/i  —  y%)  '      dx       {y,  —  y,)  (y,  -  y,)  ' 

^  ^  __  ._ii?l_ 

^^     (Vi  -  y»)  (y»  —  Vi) ' 

in  dem  k{x)  eine  gegebene  Funktion  von  x  sei,  ist  in  bezug 
auf  yi,  yt»  ys  symmetrisch  gebaut.  Daher  ist  zu  vermuten, 
daß  es  Integrale  hat,  die  symmetrische  Funktionen  von  y^, 
y^,  y,  sind.  Die  einfachsten  symmetrischen  Funktionen  sind  nun 

und  man  sieht  leicht,  daß  die  vollständigen  Differentiale  der 
beiden  ersten  infolge  des  Systems  verschwinden,  dagegen  das 
der  letzten  nicht.     Folglich  sind 

•^-yi+y^  +  y»     ™d     Sl^-y^y^  +  y^y^+y^y^ 

Integrale  des  Systems;  dagegen  ist  yxy%yz  keines.     Wenn  man 
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nun  mittels  ü^ » G^  und  Sl^ » (7,  etwa  y^  und  y^  aus  dem 
System  eliminiert,  wird  sich  eine  gewölmliche  Differential- 
gleichung für  y^  ergeben;  aber  dabei  geht  die  Symmetrie  ver- 
loren. Daher  tut  man  hier  besser,  zur  Ermittlung  eines  dritten 
Integrals  die  dritte  symmetrische  Funktion  als  neue  unbe- 
kannte 

einzuführen.    Für  ^e  ergibt  sich  aus  dem  System: 

^  «  u^\ytyz^t  -  y8)  +  y>yi(ys  — yi)  +  yiy»(yi  —  yi) . 
^«      ^^  (yi  —  y.)  (yt  —  yt)  (ys  —  yi) 

Der  Bruch  ist  gleich  —  1;  also  geht  hervor: 

dz^  —  l{x)dx,  d.  h.  ;er  =  ^Jx{x)dx  +  Cj, 

wobei  die  Quadratur  von  einer  bestimmten  unteren  Grenze  an 
auszuführen  ist,  während  0,  eine  willkürliche  Konstante  be- 
deutet.    Hiemach  sind 

Vi  +  Vi  +  yz-f^u  y^y«  +  »»yi  +  yiyi  -  c„ 

drei  unabhängige  Integrale.  Nach  einem  bekannten  Satze  der 
Algebra  sind  daher  die  Lösungen  y^,  y^,  y^  die  Wurzeln  der 
in  y  kubischen  Gleichung: 

y»  -  C,y^  +  C\y  -  C,  +ß{x)dx  «  0. 

766.^)  Systeme,  in  denen  die  nnabh&ngige  Terfta- 
derliche  nicht  vorkommt,  unter  den  n-gliedrigen  Systemen 
in  der  Normalform 

^  =  fii^,  yi;  y«i  •  •  •  y«)      (« =  i,  2, . . .  n) 

sind  diejenigen  besonders  bemerkenswert ,  deren  reckte  Seiten 
von  X  selbst  frei  sind.  Zweigliedrige  Systeme  von  dieser  Art 
begegneten  uns  schon  früher,  z.  B.  in  Nr.  731.  Wie  dort  möge 
auch  jetzt  die  unabhängige  Veränderliche  mit  t  statt  x  bezeich- 
net sein,  während  für  die  unbekannten  Funktionen  die  Zeichen 
x^y  x^j  ...  x^  benutzt  werden  sollen.  Um  darauf  aufmerksam 
zu    machen,    daß  die  rechten   Seiten   nur  von  x^y  x^,  ...  x^ 


t)  Nr.  766  und  767  können  Überschlagen  werden,  vgl.  die  Anm.  zu 
Nr.  7S1. 
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abhängen,  verwenden  wir  f&r  sie  entsprechend  wie  in  Nr.  781 

die  Fonktionszeichen   ii,  li*  *  -  >  i^y    "^   ^^  ^^  ^^  System 
Ton  der  Form  vorliege: 

(1)  -^'-  ^K;  ^%f"'  ^n)        0'  -  1,  2,  . . .  n). 

Deutet  man  nicht  alle  n  +  1  Veränderliche  x^,  x^,  . . .  x^ 
und  tf  sondern  nur  x^,  x^,  ...  x^  als  Koordinaten  der  Punkte 
in  einem  Räume,  so  spielt  die  unabhängige  Veränderliche  t  die 
fioUe  einer  Hilfsveränderlichen,  die  man,  wenn  man  will,  als 
das  Maß  der  Zeit  auffassen  kann.     Jedes  Lösungensystem 

bedeutet  eine  Kurve,  eine  sogenannte  IntegroXkurvtj  ausgedrückt 
mittels  der  Hilfsveranderlichen  t 

Der  besondere  Fall  n  »  2  beschäftigte  uns  eingehend  in 
Nr.  731.  Die  dort  durchgeführten  Betrachtungen  lassen  sich 
ohne  jedes  Hindernis  fär  das  System  (1)  verallgemeinem. 
Gterade  so  wie  damals  zeigt  sich,  daß  das  System  der  Haupt- 
lasungen,  d.  h.  nach  Nr.  762  dasjenige  System  von  Lösungen, 
das  für  t^tQ  die  Anfangswerte  x^^,  x^,  -  •  •  ^«^  ^^;  ^^^  Funk- 
tionen besteht,  in  denen  t  und  t^  nur  in  der  Differenz  t  —  t^ 
anftreten: 

(2)  X,  -  y,(V,  V,  •••<,i-Q       (»  -  1,  2,  . . .  n). 

Die  Verallgemeinerung  des  Satzes  17,  Nr.  731,  gibt  den 

SaiB  4:  Es  liege  ein  System  erster  Ordnung  van  n  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen  in  der  Form 

^  -  it{x^,  ^i;  •  •  •  ^J  (*  -  1,  2, . . .  n), 

vor,  fvobei  5i>  6t;  •  •  •  6»  wwd  ihre  partiellen  Ableitungen  erster 
Ordnung  innerhalb  eines  Bereiches  stetige  Funktionen  von  x^,  x^, 
. . .  x^  aUein  seien.  Das  allgemeine  Lösungensystem,  das  für 
einen  beliebig  gewählten  Anfangswert  ^  von  t  irgendwelche  An- 
fangswerte  x^,  x^,  . . .  a?„®  innerhalb  des  Bereiches  annimmt, 
besteht  aus  Funktionen  von  x^,  x^, .  -  -  xj^  und  t  —  t^  dUein: 

«I  -  ViM  a:«^  . . .  x^^  t-t^)  (<  -  1,  2, . . .  n), 

und  t  darf  darin  von  t^  an  beständig  wachsend  oder  beständig 
abwkmend  soweit  variieren,  als  die  zugdmige  Stelle  {x^,  rr,, . . .  x^ 
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noch  dem  Bereiche  angehört.  Femer  hat  das  Lösungensystem 
die  Oruppeneigenschaft,  d.  h.  Einsetzen  der  Werte 

x/  -  (fiix^^,  x^^,.,,  x^\  t^-t^)  (i  -  1,  2, . . .  fi) 
x/'  -  (pi{x^^,  a:»^  . . .  V;  ^  -  ^i)  (»  -  1,  2, ...  n) 
x/^  «  9),(j:i^  .Tj^  . .  .  xj^,  f^  -  /o)         (»  =  1;  2, .  - .  n). 

767.  Eingliedrige  Gruppe  von  Transformationen 
von  n  ▼er&nderliohen.  Es  ist  leicht  ^  die  Deatung  der 
Gruppeneigenschaft;  die  in  Nr.  732  yorgenommen  wurde^  auf 
den  gegenwärtigen  Fall  zu  yerallgemeinem.  Man  kann  dabei 
rein  analjrtiscli  yorgehen;  nämlich  die  Gleichungen 

(1)  x,==fp,  (x,',  x,\  . . .  a;,  V  -  g        (i  -  1,  2, ...  n) 

als  die  einer  Transformation  %^  der  n  Veränderlichen  x^j  x^^ 
. .  .x^  in  die  n  Veränderlichen  a^,  x^, . , .  x^  auffassen.  Die  be- 
sondere Art  der  Transformation  hängt  alsdann  noch  yon  dem 
Werte  von  t  —  t^  ab,  so  daß  (1)  eine  Schar  von  Transforma- 
tionen von  n  Veränderlichen  definiert,  der  die  Gruppeneigenschaft 
zukommt,  und  die  man  eine  eingliedrige  Gruppe  nennt,  weil  die 
Schar  yon  nur  einem  Parameter  t  —  ^q  abhängt.  Man  kann  aber 
auch  wie  in  voriger  Nummer  die  n  Veränderlichen  ^i;  ^9  •  •  •  ^. 
als  die  Koordinaten  eines  Punktes  M  in  einem  Räume  yon  n 
Dimensionen  betrachten  und  dadurch  zu  einer  geometrischen 
Auffassung  der  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  ge- 
langen. Wenn  n  =  3  ist,  reicht  dazu  der  gewöhnliche  Raum 
aus.  Wir  raten  dem  Leser,  die  Betrachtungen  von  Nr.  732  auf 
diesen  Fall  n  »  3  in  allen  Einzelheiten  zu  übertn^en.  Ebenso 
steht  der  Verallgemeinerung  der  Betrachtungen  in  Nr.  734  und 
Nr.  735  nichts  im  Wege. 

Wir  gelangen  so  zunächst  zu  der  Verallgemeinerung  des 
Satzes  18  von  Nr.  732: 

Satjs  5:  Innerhalb  eines  Bereiches,  in  dem  sich  die  Fufdc- 
tionen  l^,  I,,  . . .  6„  '^on  x^,  ^j,  •  •  •  x^  f^st  ihren  partiellen  Ab- 
leitungen erster  Ordnung  stetig  verhalten^  sei  dasjenige  aügetneine 
Ijösungensystem  des  Systems 

"äf  =  iii^u  ^>;  •  •  •  «J         (*  =  1,  2, . . .  n), 

das  für  t=^0  die  Anfangswerte  x^^,  x^^,  •  •  •  ^«°  f^i  durch  die 
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Gleichungen  ausgedrückt: 

^i  =  9<(^l^  V;  •  •  •  V;  0  (<  -  1;  2,  .  .  .  n). 

Diese  Gleichungen  sieüen  für  jeden  bestimnUen  Wert  von  t 
eine  Transformation  %^  der  Wertsysteme  x^^,  x^,  -  -  -  ^n  ^^  '^^ 
Wertsysteme  x^,  x^,  . , .  x^  dar.  Die  einfach  unendliche  Schar 
aUer  Transformationen  %^  bildet  eine  Gruppe,  indem  die  Auf- 
einanderfolge irgend  zweier  Trat^formationen  %^  und  %^  der 
SAar  stets  äquivalent  ist  mit  der  Transformation  %  ^^  derselben 
Schar.  Die  Gruppe  enthalt  die  identische  Transformation  Xq 
sowie  gu  jeder  Transformation  %^  die  inverse  X.^.  Außerdem 
sind  ihre  Transformationen  vertauschbar.  Werden  x^,  x^, . . .  x^ 
als  KoordincUen  der  Punkte  in  einem  Baume  von  n  Dimensio- 
nen gedeutet,  so  liegt  eine  eingliedrige  Gruppe  von  Punkt-Trans- 
formaiicnen  vor.  Die  Bahnkurven  der  Punkte  sind  die  Inte- 
gralkurven  des  vorgdegten  Systems  von  Differentialgleichungen. 
Wie  in  Nr.  734  kommt  man  ebenfalls  leicht  zu  der  Auf- 
fassung, daS  das  System 

(2)  ''^'  -  6^(a?i,  a:„  . . .  a;J         (i  -  1,  2, . . .  n), 

Ton  dem  die  Gruppe  erzeugt  wird,  als  der  Ausdruck  einer  ifh 
finiiesimaien  Transformation  zu  deuten  ist,  bei  der  x^,  x^, . . .  x^ 
die  mit  dt  nach  Null  strebenden  Zunahmen 

(3)  dx,  -  1,(^1,  X,,...  xjdt        {i  -  1,  2, ...  n) 

erfahren,  so  daß  die  Gruppe  als  das  Erzeugnis  eitler  infinitesi- 
malen Transformalion  erscheint  Eine  beliebige  dififerenzierbare 
Fonktion  von  x^j  x^y  •  •  •  ^»^  goht  vermöge  der  Transformar 
tion  (1)  in  eine  Funktion  f  von  x^y  x^^  . . .  x^  über,  die  wegen 
(1)  als  eine  Funktion  von  t  zu  betrachten  ist.  Wie  in  Nr.  735 
erkennt  man,  daß  der  Differeozenquotieut  /lf\/lt  aus  dem  Zu- 
wachs /Ify  den  f  bei  der  Ausübung  der  Transformation  %ji 
der  Gruppe  auf  ar^,  x^j. . .  x^  erfährt,  und  aus  ^dt  für  lim^^  =  0 
den  Grenzwert  hat: 

Deshalb  dient  der  Ausdruck 
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auch  jetzt  als  das  Symbol  der  infinitesimalen  Transformation 
der  eingliedrigen  Gruppe.  Dabei  bedeutet  also  feine  beliebige  dif- 
ferenzierbare Funktion  ron  x^,  x^y . . .  x^,  während  S^,  St;  •  -  •  Sm 
die  gegebenen  Funktionen  von  ^u  x^^  , , .  x^  sind. 

1.  Beispiel:  Im  Räume  mit  den  rechtwinkligen  Koordi- 
naten Xy  y,  8  liege  das  System 

dx  dy       ,  de 

dt       "'       dt 


-a.      --6,      5^-c 


mit  gegebenen  Eonstanten  a,  b,  c  yor.  Das  System  der  Haupi- 
lösungen  für  den  Anfangswert  t «  0  ist: 

X'-^Xf^  +  at,     y^ya  +  bt,     0=^00  +  ^^' 

Es  stellt  für  jeden  bestimmten  Wert  von  t  eine  Schiebung  aller 
Punkte  (xQy  y^,  z^  oder  M^  nach  neuen  Punkten  {x,  y,  e)  oder 
M  Yor^  denn  alle  Strecken  M^M  sind  parallel^  gleichlang  and 
gleichgerichtet.  Die  Richtung  ist  dabei  ron  i  unabhäng^ 
da  die  Richtungskosinus  proportional  zu  a^  b,  c  sind.  Augen- 
scheinlich bilden  (wie  in  der  Ebene,  Tgl.  4.  Beispiel  von  Nr.  735) 
alle  Schiebungen  nach  derselben  Richtung  hin  eine  Gruppe. 
Die  infinüe^mäle  Schiebung  in  derjenigen  Richtung,  deren  Ko- 
sinus proportional  zu  a,  b,  c  sind,  hat  das  Symbol 

dx  *      dy         de' 

und  insbesondere  sind 

df         df         of 
dx'       dy'       de 

die  Symbole  der  infinitesimalen  Schiebungen  parallel  den  drei 
Koordinatenachsen. 

2.  Beispiel:  0£Penbar  bilden  alle  Drehungen  um  eine  und 
dieselbe  Achse  im  Räume  eine  Oruppe.  Alle  Drehungen  um 
die  0-Achse  z.  B.  werden  durch 

rc  =  a?Q  cos^  —  y^  srnt,      y  '^  Xq  sin^  +  y^  cosi,      if  —  i^o 

dargestellt,  vgl  das  1.  Beispiel  in  Nr.  733.  Dabei  ist  t  der 
Drehwinkel.  Die  Gleichungen  stellen  die  HaupÜösungen  des 
Systems 


dx  dy  de       r^ 

dl ^'         dt  "■  ^'         dt  "■  " 
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fibr  den  Anfangswert  t^O  dar,  und  folglich  ist 

df  ,       df 
^  dx         dy 

das    Symbol    der.  infinitesimalen    Drehung   tun    die    ^r- Achse. 

Ebenso  sind 

df  ,       df  df   ,       df 

die  Symbole   der   infinitesimalen  Drehungen   nm  die  x-'  bzw. 
y-Achse. 

3.  Beispiel:  Die  Streckungen  im  Räume  vom  Anfangs- 
punkte 0  aus  definiert  man  wie  in  der  Ebene,  siehe  das 
2.  Beispiel  in  Nr.  733.  Es  leuchtet  ein,  daß  ihre  Gesamtheit 
eine  eingliedrige  Gruppe  bildet,  und  man  erkennt  wie  im  2.  Bei- 
spiele Yon  Nr.  735^  daß  die  Gruppe  von  der  infinitesimalen 
Streckung  mit  dem  Symbol 

df  ,       df  ,      df 
"^dx  +  ydy^'dz 
erzeugt  wird. 

768.    System  von  totalen  Differentialglelohungen. 

In  Nr.  677  wurde  eine  totale  Differentialgleichung  mit  einem 
System  erster  Ordnung  von  zwei  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen in  der  Normalform  in  Zusammenhang  gebracht. 
Dies  läßt  sich  auf  den  Fall  von  beliebig  vielen  Veränderlichen 
TeraUgemeinem. 

Wir  betrachten  nämlich  ein  System  von  totalen  Differen- 
Udgleidiungen  (vgl.  Nr.  671)  yon  der  besonderen  Form: 

/4\  dx,  dXm  dXj. 

•^1  (*!»  ^»>  •  •  •  ^n)         ^t  (*ii  ^>  •  •  •  *n)  ^nv^i'  ^t»  •  •  •  *n) 

Dies  sind  n  —  1  Gleichungen  zwischen  den  n  Veränderlichen 
Xj,  afj,  . . .  a:^  imd  ihren  Differentialeu.  Wenn  von  den  n  Ver- 
änderlichen mehr  als  eine  unabhängig  wäre,  würde  nicht  nur 
ein  Differential  willkürlich  bleiben,  was  dem  System  (1)  wider- 
spricht,  denn  es  bestimmt  die  n  —  1  Verhältnisse  aller  n  Diffe- 
rentiale. Folglich  müssen  n  —  1  Veränderliche  Funktionen  der 
noch  übrig  bleibenden  sein.  Faßt  «man  daher  z.B.  x^,  x^y 
...  :r^  als  Funktionen  von  x^  auf,  so  kann  man  nun  weiterhin 
eine  (w  -f-  1)**  Veränderliche  t  vermöge  der  Gleichung 
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(2)  IL \ ^ 

definieren,  die  mittels  einer  Quadratur  auch  t  als  Funktion  von 
Xi  ergeben  würde.  Man  kann  nun  umgekehrt  x^^  als  Funktion 
TOn  t  und  daher  auch  x^,  x^,  . , ,  x„  als  Funktionen  von  t  auf- 
fassen. Die  Yergleichung  von  (2)  mit  (1)  lehrt,  daß  alsdann 
allgemein 

(3)  £^  =  X..(iri,  ^»j  •  •  •  a?J       (i  =  1, 2, . . . ») 

wird.  Wenn  man  also  dies  System  erster  Ordnung  von  n  ge- 
wohnlichen  DilSerentialgleicIiungen  in  der  Normalform  für  n 
unbekannte  Funktionen  x^,  x^,  , . .  x^  von  t  vollständig  inte- 
griert und  t  aus  den  Integralgleichungen  eliminiert,  bleiben 
diejenigen  n  —  1  Gleichungen  zwischen  x^,  a:,,  .  .  .  x^  übrig, 
die  infolge  des  Systems  (1)  bestehen  müssen. 

Das  System  (1)  von  n  —  1  totalen  Differentiaigleichungen 
ist  somit  durch  das  System  erster  Ordnung  (3)  von  n  gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen  ersetzbar  oder  mit  ihm  äquivalent. 
Das  System  (3)  hat  (ebenso  wie  die  in  Nr.  766  betrachteten 
Systeme)  die  besondere  Eigenschaft,  daß  die  rechten  Seiten 
Xi,  Xj,  ...  X^  von  der  unabhängigen  Veränderlichen  frei  sind. 

Im  Räume  von  n  Dimensionen  mit  den  Koordinaten  or^, 
a?„  . . .  x^  definieren  n  —  1  Gleichungen  zwischen  x^,  x^, . . ,  x^ 
eine  sogenannte  Kturve  (unter  den  in  Nr.  668  gemachten 
Voraussetzungen).  Bestehen  die  n  —  1  Gleichungen  infolge  des 
Systems  (1),  so  geben  sie  eine  Integralkurve  an.  Die  Einfüh- 
rung der  Hilfsveränderlichen  t  und  die  Überführung  in  das 
System  (3)  kann  man  also,  wenn  man  t  als  Maß  der  Zeit 
deutet,  so  auffassen:  Die  Integralhurven  des  Systems  (1)  werden 
als  Bahnkurven  beweglicher  Punkte  betrachtet}) 

1)  Nebenbei  eei  für  Bolohe  Leser,  die  die  beiden  vorhergehenden 
Nnmmem  nicht  überschlagen  haben,  bemerkt:  Die  Integralkurven  von 
(1)  sind  die  Bahnkurven  der  eingliedrigen  Gruppe,  die  von  der  infinite- 
simalen Transformation  mit  dem  Symbol 


erzeugt  wird. 
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§  2.  Lineare  Systeme. 

768.  OharakteristUiohe  Bigensohaft  eüieB  linearen 
homogmien  Ssreteme.  Jetzt  soll  die  Frage  beantwortet 
werden,   nnter  welchen  Umstanden  einem  n-gliedrigen  System 

(1)  ^i~  -  fiip^y  Vu  y%y    --yJ  (i--l;2,...n) 

die  Eigenschaft  zukommt,  daß  sich  ans  irgend  zwei  partiku- 
laren Löenngensystemen 

(2)  yi  =  9>i(a?),    y2-9.(a?),  ...y^-9„(a:) 
und 

(3)  yi  =  ^i(a:),   yj'-^jW,  ...y^^-^^Ca?) 

durch  Addition  stets  wieder  ein  Lösungensystem 

(4)  yi— 9'i(iP)+*i(ic),  yj-9>8(^)+*,(ip),...yn-<)p«(«)+!('«(a:) 

ergibt. 

Nach  Annahme  ist: 

(5)     9/  =-  f^{Xy  9i,  98,  . .  .  SP«);    ^i  =-  /1(^»  V'i,  *t,  . .  .  *n) 

(i  -  1,  2, .  . .  »), 
und  es  wird  gefordert: 

(♦  —  1,  2, .  . .  n). 

Werden  hierin  für  9/  und  ^/  die  Werte  (5)  eingesetzt,  so 
kommt: 

fix,  tp^j...  9>J  +  U{X,  ^1,  .  .  .  ^J  -  fiix,  9l  +  *i;  •  •  •  9,  +  ^n) 

(i  =»  1,  2, . . .  n). 

Weil  es  nun  im  Bereiche  des  Systems  (1)  partikulare  Lösungen- 
systeme gibt,  die  für  einen  angenommenen  Wert  von  x  irgend 
welche  vorgeschriebene  Werte,  etwa  y^,  y,,  ...  y^  oder  n^j  $^y 
...  5„,  haben,  wird  also  gefordert,  daß  überhaupt  stets 

(6)  fi{^, vw" y») +/i(^, ^n  •  •  •  O  - /i(^j yi  +  ^1; •  •  •  y»+  O 

(i  =  l,2,...n) 
sei.     Differentiation  nach  y^  zeigt,  daß 

g/<(g»  yi.'  y»i  •  •  •  yn)  ^  g/<(a?,  yi  +  ^i,  y»  4-  g»»  •  •  ■  y«  +  gj 

sein  muß,  d.  h.  daß  sich  die  partiellen  Ableitungen  erster  Ord- 
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nuDg  der  Funktionen  fi{x,  y^,  y%y-  Vn)  hinsichtlich  y^yi,. .  -  y^ 
nicht  ändern,  wenn  yi;  ^2»  •  -  •  y«  geändert  werden,  so  daß  diese 
Ableitungen  nur  Ton  x  abhängen.  Daraus  fo^  daß  die  Funk- 
tionen ff{Xy  ffifffif  -  •  •  ^n)  hinsichtlich  yi;  ys>  > .  •  y„  ganz  und 
linear  sein  müssen.  Sie  müssen  überdies  hinsichtlich  y^,  y^^ 
. . .  y^  homogen  sein,  denn  wenn  ftiXy  y\^y^f  •  --y,)  einen  von 
yuVt}  ' '  'Vn  ^i'^ion  Summanden  (o^(x)  hätte,  würde  aus  (6) 
sofort  2  ©^ «  o,  oder  oj^  =  0  folgen.  Das  System  (1)  muß  so- 
mit die  Form  haben: 

c^)      ^  -  ^1  (^)yi  +  ^»  (^)J'»  +  •  •  ■  +  ^<«  (*)y« 

(**  —1,2,... «). 

Es  heifit  ein  lineores  homogenes  System  ersier  Ordnung. 
Satz  6:  Die  Unearen  homogenen  Systeme 

%  -  Ai(«)yi  +  -4«  («)y,  +  .  •  •  +  Ä^,  (x)y, 

(»-1,2,. ..n) 

sind  die  einigen  Systeme  erster  Ordnung  in  der  Nomudform, 
denen  die  Eigenschaft  isukommty  daß  cms  irgend  0tpei  partiku- 
laren Lösungensystemen 

und 

yi-*i(^),  y2-^«(^);---y»  =  *«(«) 

durch  Addition  stets  wieder  ein  LSsungensystem 

hervorgdii. 

Femer  ergibt  sich  sofort  durch  Multiplikation  des  Systems 
(7)  mit  irgend  einer  Eonstante  C  der 

Satff  7:  Bedeutet 

yi-9i(a?),    y,-<|Pj(a?),...y^-9P,(a:) 

irgend  ein  partikulares  Lösungensystem  eines  linearen  homogenen 
Systems 

^  «  ^ii(^)yi  +  ^«(^)ys  +  •  •  •  +  ^*»  Wy, 

(i-l,2,...n), 

yi  -^  c^Vi (a?),  y«  -  Cq>i {x)f  -yn-'  Oq>^{x) 
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ein  Lösungensyslemj  wie  auch  immer  die  Konstante  C  gewählt 
sein  mag. 

Diese  Eigenschaft  kommt  aber  einer  ausgedehnteren  Klasse 
von  Systemen  su.  Denn  das  System  (1)  hat  sie^  wenn  infolge 
Yon  (1)  stets 

^äf—G^-f>(.^>(^yi>(^yt,---Cyn)       (»-l,2,...n) 

ist  Wird  hierin  der  Wert  (1)  von  dy^ :  dx  eingeführt,  so 
gehen  die  Forderungen 

Gfiip^j  »17 Vty"  yJ  - fii^>  ^Vu  Gy%7 ' '  •  c^yJ  (» - 1;  2,  ...n) 

heryor,  die  nach  Nr.  91  erf&llt  sind,  sobald  fl,ftf^*^f,^  in  be- 
zug  auf  y^y  ys; . . .  y,  homogene  Funktionen  ersten  Grades  sind. 
Somit  gilt  der 

8af0  8:  Einem  System  erster  Ordnung  in  der  Normalform 

j^  -  fi{^y  Vif  Vi,-'  y«)  {i  -  1;  2, . . .  n) 

iommi  die  Eigenschaft,  daß  aus  jedem  partikularen  Lösungen- 
System  durch  Multiplikation  mit  einer  willkürlichen  Konstante 
stets  wieder  ein  Lösungensystem  hervorgeht,  dann  und  nur  dann 
SU,  wenn  f^,  ^s, . . .  /j,  hinsichtlich  y^,  y%)  --  -  y»  homogene  Funk- 
tionen ersten  Grades  sind. 

Dies  ist  eine  Verallgemeinerung  des  Satzes  9  von  Nr.  716. 
Die  linearen  homogenen  Systeme  (7)  sind  besondere,  für  die 
der  Satz  gilt. 

770.  Das  allgemeine  LSsnngensystem  eines  line- 
aren homogenen  Systems.  Es  liege  ein  lineares  homogenes 
System 

(1)       ^  -  Ai(«)yi  +  ^«(»)y,  +  •  •  •  +  A,{x)y, 

(i  -1,2,...  n), 
Tor,  and  es  seien  n  partikulare  Lösungensysteme 

(2)  y,  -  yji  (x),    y,  -  tpn  (a;);  •  •  •  y»  -  9i, («) 

(t-l,2,...n') 

Ton  ihm  bekannt.  Nach  den  Sätzen  6  und  7  der  letzten 
Kammer  iat  dann  aaoh 
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(3)  .V,  -  Ci9)„(a;)  +  Ct<p„{x)  +  . . .  +  C,<p,i(x) 

(«•-1,2,...«) 

ein  LöBungensystem^  wie  auch  die  n  Eonstanten  0^,0^, ,. ,  C^ 
gewählt  sein  mögen.  Allgemein  ist  dies  Losungeneystem  nur 
dann^  wenn  sich  C^^  G^, . , .  C^  so  wählen  lassen,  daß  die  Glei- 
chungen (3)  für  einen  bestimmten  Wert  Ton  x  irgend  welche 
vorgeschriebenen  Werte  Piy  y%f  >  -  •  y,  liefern,  d.  h.  wenn 
sich  die  Gleichungen  (3)  nach  C^,C^9 » -  *  C^  auflösen  lassen. 
Mit  anderen  Worten:   Die  Determinante 


(4) 


9i  1  («) 
y„(a;) 


9,1  (x) 
fi»  («) 


9.1  (*) 


/ 


darf  nicht  identisch  gleich  Null  sein. 

Nun  wollen  wir  umgekehrt  schließen:    Statt  vom  System 
(1)  gehen  wir  von  n  gegebenen  Funktionensystemen 

(5)  9ki(^)y    9>« («)>•••  <P*m(^)        (Ä:  =  l,2,  ...n) 

aus,  deren  Determinante  (4)  für  beliebige  Werte  von  x  von 
Null  verschieden  ist.  Dann  sind  die  n  Funktionen  (3)  hinsicht- 
lich C|,  C^,,..C^  von  einander  unabhängig.  Wir  fragen,  wie 
ein  n-gliedriges  System  in  der  Normalform 

y/  -  fii^y  Vi,  y%,-'  Vn)  (i  -1,2,...«) 
beschaSen  sein  muß,  damit  es  ein  allgemeines  Lösungensystem 
von  der  Form  (3)  zulasse.  Zu  fordern  ist,  daß  fi,fff  -  -  -f^  aus 
den  n  Summen 

(t-l,2,...n) 

durch  Einsetzen  derjenigen  Funktionen  von  ^^  y^  y^; .  .  •  y«  her- 
vorgehen, die  sich  aus  (3)  durch  die  Auflösung  nach  C^,  C\ 
• "  ^n  ei^eben.  Da  diese  Auflösung  ganze  lineare  homogene» 
Funktionen  von  yi,  J/jf  . . .  y»  mit  von  x  abhängigen  Koeffi- 
zienten liefert,  gehen  für  /i,  /*,,...  /"^  ebenfalls  derartige  Funk- 
tionen hervor,  d.  h.  das  gesuchte  System  in  der  Normalform 
muß  linear  und  homogen  sein.  Somitbesteht  der 
770] 
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Sata  9:  Das  allgemeine  Läsungensystem  eines  n-gliedrigen 
S^siems  van  Differentialgleichungen  in  der  Normalfarm  läßt  sich 
nur  dann  aus  n  partikularen  Lösungensystemen 

(Ä;=.l,2,  ...n) 

dwrh  Multiplikation  mit  unUhürlichen  Konstanten  C^,  C^, . . .  C^ 
und  Addition  in  der  Form 

Vi  -  C^iVi.C^)  +  C^Vui^)  +  •  . .  +  C^Vnii^) 

(i-l,2,...n) 

gewinnen,  wenn  das  System  von  Differentialgleichungen  linear 
und  homogen  ist  und  außerdem  die  Determinante 


9ii(^)      9>if(^) 


9n%  (^) 


9nni^) 


nicht  identisd^  verschwindet. 

Im  Falle  n  «=-  1  ist  dies  wieder  der  Satz  9  vod  Nr.  716 
über  verkürzte  lineare  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

Übrigens  hat  jedes  lineare  homogene  System  (1)  das  aus 
lauter  Konstanten  bestehende  partikulare  Lösungensystem 

(6)  yi  =  0,        y,-0,...y,-0, 

denn  wenn  man  yi,  y^y  -  -  -  y^  sämtlich  durch  Null  ersetzt, 
werden  nicht  nur  die  linken,  sondern  auch  die  rechten  Seiten 
der  Gleichungen  (1)  gleich  NüU.  Dies  partikulare  Losungen- 
system wird  man  als  trivial  bezeichnen.  Aber  es  ist  nicht  ohne 
Bedeutung,  daß  jedes  Lösungensystem  von  (1),  dem  die  Anfangs- 
werte 


Vi' 


0,    y,o_o,  ...y.«-0 


torgeschrieben  werden,  dieses  triviale  Lösungensystem  (6)  sein  muß. 
Das  folgt  sofort  aus  dem  allgemeinen  Satze  9  von  Nr.  696. 
Wichtig  ist  die  Bemerkung,  daß  dieser  Schluß  auch  dann 
richtig  bleibt,  wenn  man  aber  das  System  (1)  weniger  Vor- 
aussetzungen macht,  als  die  Anwendung  des  erwähnten  Satzes 
verlangt    Blickt  man  nämlich  auf  Satz  5,  Nr.  688,  zurück  und 
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wählt  man  darin  X  und  Y  hinsichüicli  x  und  y  als  ganze  line- 
are homogene  Funktionen^  so  folgt:  Das  lineare  homogene 
System 

(7)  -Jl-a(t)x  +  ß(t)y,  ^f-y(0»  +  <5(0y 

mit  den  beiden  unbekannten  Funktionen  x  und  y  der  unab- 
hängigen Veränderlichen  t  hsA,  falls  man  für  t^i^  die  An- 
fangswerte Xq^O,  yQ'^O  vorschreibt  nur  das  Losnngensystem 
X  ^0,  y  =  0,  sobald  a,  /5,  y,  ä  in  der  Umgebung  von  t^t^ 
stetige  Funktionen  von  t  sind.  Denn  dann  sind  auch  die  Ab- 
leitungen der  rechten  Seiten  von  (7)  nach  x  und  y  stetig. 
Erinnert  man  sich  daran,  daß  der  angewandte  Satz  5,  Nr.  688, 
ohne  weiteres  auf  n-gliedrige  Systeme  zu  verallgemeinern  ist^ 
vgl.  Nr.  696,  so  folgt  allgemein  der 

Satz  10:  Liegt  ein  lineares  homogenes  System 

^  -  Ai  Wyi  +  A2  (^)yj  +  •  •  •  +  An(^)yn 

(i«l,2,...n) 
vor,  so  gehört  zu  den  für  x  ^  x^  vorgeschrid)enen  Anfangsteerten 

das  aus  lauter  Konstanten  bestehende  triviale  Lösungensystetn 

yi  -  0;  y»  -  0;  •  •  •  y«  -  0, 

faüs  alle  n*  FutAtionen  Ä^^,  -4|,, . . .  Ä^^  (i  =  1,  2, . . .  n)  van 
X  in  einer  Umgebung  von  x^  stetig  sind. 

771.   Nochmals  die  Systeme,  In  denen  die  unab- 
hängige  Veränderliche    nicht   vorkommt.^)    Von   dem 

letzten  Satze  wollen  wir  eine  Anwendung  machen,  die  sich 
auf  ein  n-gliedriges  System  in  der  Normalform 

0)  ^-fi^vi^  y«>  •  •  •  y»)         (*  - 1, 2, ...  n) 

bezieht,  worin  die  rechten  Seiten  ftjf%,»-fn  <^ön  der  unabhän- 
gigen Veränderlichen  x  frei  sind. 


1)  Von  derartigen  Systemen  warde  schon  in  Nr.  766  gehandelt.  Da 
diese  Nummer  aber  als  überschlagbar  bezeichnet  worden  war,  kommen 
wir  hier  noch  einmal  darauf  zurück,  um  ein  dort  nebenbei  gefundenes 
Ergebnis  auf  anderem  Wege  zu  beweisen. 
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Unter  y^y  y,*,  •  •  •  y«^  »ei  ein  bestimmtes  Weriaystem  ver- 
standen^ in  dessen  Umgebung  /*!;/*!>  ••  */!•  ^^^  ^^^  partiellen 
Ableitungen  erster  Ordnung  stetige  Funktionen  von  y^y  y^, 
. . .  y^  sind.  Das  zu  eiuem  beliebigen  Anfangswevte  x^  von  x 
gehörige  System  yon  Hauptlösungen 

Vi  -  9i{^>  ^07  yl^  y»^  •  •  •  Vn)        (i  -1,2,...») 

mit  den  Anfangswerten  y^®, y^^,  -  -  -y^  besteht  alsdann  aus  n 
Funktionen  der  beiden  aUein  noch  beliebigen  Größen  x  und  x^. 
Die  partiellen  Ableitungen  dieser  Funktionen  nach  Xq  seien  mit 
Ui,  14,, ...  «^  bezeichnet,  dagegen  die  nach  x  mit  t;^,  f^^y  -  -  -  f^n' 


(2) 

(t  =«  1,2, .. .  »). 

Nach  (1)  ist: 

(3) 

<'<"-/<(yi;9i>  •  •  -yj 

(»-1,2,...») 

und,  da  q>ifV%fVn  ^  x  ^  x^  die  Werte  y^®,  y,^, . . .  y»^ 
haben,  kommt  i;|  für  x  ^  Xq  der  Wert 

(4)  ^i' -  fi(jfi',  y,",  • '  ■  Pn')        (i-l,2,...n) 

ZU.  Nach  Satz  9,  Nr.  696,  erfüllen  dagegen  die  Ableitungen  u^ 
der  ip,  nach  o^o  ein  gewisses  System  in  der  Normalform,  das 
hier,  weil  fifffy-fn  ^^^  ^  f^^i  sind,  so  lautet: 

^^)      d? d<p- ^i  +  "'  + y- K 

(i  =  l,2,  ...n), 

and  dabei  hat  u^  f&r  x  ^  x^  den  Wert 

<  -  -  fiivA  yA  •  •  •  Vn")        (i  -1,2,...  n). 

Hiemach  und  nach  (4)  kommt  daher  der  Summe  tv^  von  Uf 
und  t?,  far  a:  —  a?Q  der  Wert  Ntdl  zu: 

tc;^o.O  (<=  1,2,  ...n). 

Nach  (3)  ist  femer: 

d.  h.  nach  (2): 

^ «  ^/<(yiiy«»- •  -yw)  ^  4. . . .  j.  ^/^Cyiiyn-'-yQ  ^ 

(»  «  1,  2, . .  .n). 
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Addition  dieser  Formeln  zu  den  Gleicliungen  (ö)  lehrt,  daß  die 
Summen  f^i^w^, , . .  w^  wiederum  dem  System 

V   /  dx  dq>i  1  "r  •  •  •  T  ^^^  i» 

(i  —  1,  2,  ...  n) 

genüge  leisten,  und  wir  sahen  vorhin^  daß  tCiy  f^%f  *  -  -  tf^n  ^^ 
X  ^  Xq  sämtlich  gleich  Null  sind.  Auf  das  System  (6)  ist  nun 
der  Satz  10  der  letzten  Nummer  anwendbar^  denn  es  ist  ein 
lineares  homogenes  System  für  w^,w^f , .  ,w^y  und  seine  Koef- 
fizienten  sind   in   der  Tat  in  der  Umgebung  Ton  Xq   stetige 

Funktionen  yon  x.    Daher  lehrt  jener  Satz,  daß  w^ytc^j tv^ 

nicht  nur  fQr  x^Xq,  sondern  überhaupt  gleich  Null  sind. 
Wegen  u;^  =  u^  +  ^{  besagt  dies  nach  (2),  daß 

(7)  IS  +  I?-Ö  «-1,2,. ..n) 
sein  muß. 

Was  aber  dies  bedeutet,  ist  leicht  einzusehen^  denn  wenn 
man  statt  x  die  Veränderliche  |  -»  ^  —  Xq  einführt,  d.  h. 
X  '^i  +  Xq  setzt,  wird  die  Funktion  (p^  yon  x  und  x^  eine 
Funktion  von  |  und  Xq,  deren  partielle  Ableitung  nach  ^r^ 
gerade  die  in  (7)  stehende  Summe  ist.  Somit  besagt  (7),  daß 
9^u  V%f ' ' '  Vn  ^Ach  der  Substitution  x  '^  ^  +  Xq  frei  von  x^ 
werden;  sie  sind  daher  Funktionen  von  |  oder  x  —  x^  aUein. 
Natürlich  hängen  sie  außerdem  von  y^^,  y^^,  -  -  -Vn  ^^f  ^^  ^^ 
im  Vorhergehenden  nicht  zu  berücksichtigen  brauchten,  da  wir 
uns  y^^,  y^f  - » -  yn  bestimmt  gewählt  dachten.  Man  sieht  also, 
daß  das  System  der  Hauptlösungen  von  (1)  die  besondere  Form 

(8)  y<  -  9i(^  -  a?07  Vi^  y«S  •  •  •  Vn)  (*  -  1,  2, ...  n) 
hat.*) 

Das  Ergebnis  läßt  sich  umkehren:  Es  liege  ein  ti-gliedriges 

System  in  der  Normalform 

(9)  Tx  ^  ^'(^'  ^1'  y«^  ■  •  •  y*)  ^*  -  1;  2, ...  n) 

vor,  und  es  werde  angenommen,  daß  das  zu  einem  beliebigen 
Anfangswerte  Xq  gehörige  System  der  Hauptlösungen  die  beson- 

1)  Dies  ergab  sich  schon  auf  anderem  Wege  in  Nr.  781  für  n  « t 
nnd  in  Nr.  766  allgemein.   Man  yergleiche  jedoch  die  letete  Anmerkung. 
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dere  Form  (8)  liabe^  worin  Xq  nur  in  der  Differenz  x  —  x^ 
auftritt.  Wird  alsdann  ^^  x  —  x^  als  unabhängige  Yeränder- 
liche  eingef&hrty  so  folgt,  daß  das  System 

(10)  ^--/;(S  +  a'o,yi,y„--yJ  (»-1,2,. ..n) 

für  den  Anfangswert  |  -*  0  das  System  Ton  Hauptlöstmgen 

hat.  Da  hierin  die  willkürliche  Eonstante  oTq  gar  nicht  vor- 
kommt, müssen  auch  die  Gleichungen  (10)  davon  frei  sein. 
Somit  sind  ihre  rechten  Seiten  unabhängig  von  S  +  ^o;  ^^^ 
daraus  folgt  rückwärts,  daß  die  rechten  Seiten  von  (9)  unab- 
hängig Yon  X  sind.  So  gelangt  man  zu  den  Systemen  von  der 
Form  (1)  zurück.    Also  gilt  der 

Satg  11:  Soll  einem  n-gliedrigen  System  in  der  Normalform 

ä?  ^  fi{^7  Vu  y%y'"  yJ        (»  -  1;  2, . . .  n) 

die  Eigenschaft  zukommen,  daß  sfu  einem  wälhürlichen  Anfangs- 
werte  x^  von  x  ein  System  von  Hauptlösungen  von  der  besonderen 
Form 

Vi  =- 9ii!^ - ^0. yA y«^ •  •  •  yn)    (*  =- 1, 2, . . . n) 

gMrty  worin  x^  nur  in  der  Differenz  x  —  x^  auftritt,  so  ist 
dajsu  notwendig  und  hinreidiend,  daß  das  n-gliedrige  System  die 
besondere  Form 

^  ==  fiivi,  y«»  •  •  •  yJ  (i « 1, 2, . . .  w) 

hUy  Moo  die  rechten  Seiten  Funktionen  von  «/d  ^s  ^  -  *  y«  ^^^  ^^• 
772.  D'Alembertsohes  System.  Nach  der  Einschaltung, 
die  die  letzte  Nummer  darstellt,  wenden  wir  uns  zu  den  line- 
aren homogenen  Systemen  von  Nr.  770  zurück.  Jetzt  sollen 
insbesondere  diejenigen  betrachtet  werden,  in  denen  die  unab- 
hängige YeriLnderliche  x  nicht  vorkommt,  d.  h.  deren  rechte 
Seiten  ganze  lineare  homogene  Funktionen  von  yi^y^y  >  -  -yn 
mit  konstanten  Eoffizienten  sind.  Sie  heißen  d'Älembertsche 
Systeme  und  haben  die  allgemeine  Form: 

W  ^  -  ö<i  yi  +  öf«  y,  +  •  •  •  +  a,»yn  (♦  - 1,2, . . .  n). 

Darin  bedeuten  alle  n'  Koffizienten  ^,1,  a^^,  . . .  a^^  Eonstanten. 
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Der  Bereich  des  Systems  (1)  ist  unbeschränkt  Da  hier  der 
Satz  11  der  letzten  Nnmmer  gilt,  ist  es  einerlei,  ob  man  den 
Anfangswert  x^^  für  das  System  der  Hauptlösungen  gleich  ir- 
gend einer  Eonstante  oder  gleich  Null  wählt  War  nämlich 
zuerst  Xq^O  angenommen  worden,  so  kommt  man  sofort  zu 
einem  anderen  Werte  x^y  wenn  man  in  dem  System  der  Haiup^ 
lösungen  x  durch  x  —  x^  ersetet. 

Im  Falle  n  »  1  hat  das  System  (1)  die  einfache  Form 

^y 

mit  der  allgemeinen  Lösung: 

y  =a  konst.  e**, 

vgl.  (2)  und  (3)  in  Nr.  716.  Wir  untersuchen  deshalb  auch 
im  allgemeinen  Falle,  ob  das  System  (1)  ein  partikulares  Lö- 
sungensystem hat,  das  sich  mit  Hilfe  einer  Exponentialfunktion 
efi'  so  darstellt: 

(2)  y,  «  c^eff',      y,  -  c^efi',  ^^-yn-  ^n^'- 

Dabei  sollen  q  und  c^^yC^, , , .  c^  Eonstanten  sein,  und  Yorans- 
gesetzt  wird,  daß  0^,0^, ...  c^  nicht  sämtlich  gleich  Null  sind, 
weil  sich  sonst  das  triviale  Lösungensystem  y^  —  0,  y,  »  0, 
. . .  y„  =  0  ergeben  würde  (vgl.  Nr.  770).  Einsetzen  der  Funk- 
tionen (2)  in  (1)  gibt  n  von  der  unabhängigen  Veränderlichen 
X  freie  Bedingungen,  nämUch  die  n  in  c^,c^y...c^  linearen 
homogenen  Gleichungen 

(3)  pC|  =  öa^i  +  ««^»+---  +  »ii»«i.    (i-1;  2, ...»), 

deren  Gestalt  deutlicher  in  der  folgenden  Schreibweise  er- 
kannt wird: 

(«11  -  p)  ^1  +  %8  c,  +  . . .  -h  a,„  c^  -  0, 


Da  Cif  c^j , . .  c^  nicht  sämtlich  gleich  Null  sein  sollen,  lassen 
sich  diese  Bedingungen  nur  dann  befriedigen,  wenn  ihre  Deter- 
minante 
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(4) 


^1 


'nl 


«11 

«1. 

•                               • 

•                                    • 

•                              • 

«.«      ■ 

•                                     • 

-0 


isi  Dies  ist  eine  Gleichung  n^'^  Ghrades  für  q,  in  der  q*  den 
nicht  verschwindenden  Koeffizienten  1  oder  —  1  hat;  sie  heißt 
die  charakteristische  Gleichung  des  d'Alembertschen  Systems  (1). 
Wir  wollen  zunächst  annehmen,  diese  Gleichung  habe 
lauter  verschiedene  reelle  Wurzeln  q,  also  nach  Nr.  378  insge- 
samt n  Terschiedene  reelle  Wurzeln  Qi,  Qtf  •  -  Q^-  ^^^  -^^ 
Yon  imaginären  Wurzeln  betrachten  wir  nachher,  den  Yon 
mehrfachen  Wurzeln  in  der  nächsten  Nummer. 

Ist  Q  '^  Qt  gewählt  worden,  so  dienen  die  n  in  c^yC^,...c„ 
linearen   homogenen  Gleichungen  (3)  zur  Ermittelung  der  zu- 
gehörigen Werte  dieser  Eonstanten,  und  zwar  bestimmen  sie 
nur  die  VerhaUnisse  der  Konstanten,  diese  aber  einwertig,  weil 
nicht  alle  (n  —  l)*reihigen  Unterdeterminanten  der  in  (4)  auf- 
tretenden Determinante   f[ir  Q  ^  (f^  gleich  Null   sein  können. 
Sonst   nämlich   würde    ^  *—  (»j^    auch    eine   Wurzel   derjenigen 
Gleichung  (w  —  1)**''  Grades  sein,  die  hervorgeht,  wenn  man 
die  Ableitung  der  Determinante  nach  q  gleich  Null  setzt,  da 
ja  diese  Ableitung  eine  algebraische  Summe  von  (n  —  l)-rei- 
higen  Unterdeterminanten  ist;  dies  aber  würde  nach   Satz  22 
▼on  Nr.  378  besagen,  daß  ^^  gegen   die  Voraussetzung   eine 
Doppelwurzel  der  charakteristischen  Gleichung  wäre. 

Es  kommt  übrigens  auch  nur  auf  die  Verhältnisse  der 
Konstanten  o^,  c^,  . . .  c,  in  (2}  an,  denn  nach  Satz  7  von 
Nr.  769  darf  ja  ein  partikulares  Lösungensystem  von  (1)  noch 
mit  irgend  einer  Konstante  multipliziert  werden.  Wir  wählen 
daher  für  ^^  c,, . . .  c.  solche  n  Konstanten 


kn7 


£e  den  Gleichungen  (3)  für  Q  ^  Q^  genüge  leisten,  und  wissen, 
daß  sie  nicht  sämtlich  gleich  Null  sind  und  ihre  Verhältnisse 
einwertig  durch  (3)  bestimmt  werden.    Dann  ist  nach  (3): 


(6) 


(i  -1,2,...  n). 
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und  da  für  jede  Wurzel  Qif  Qtf  -  -  -  9%  ^^  cbarakteristiBchen 
Gleichung  ebenso  verfahren  werden  kann,  bekommen  wir  n 
Eonstantensysteme  (5)  für  i  »  1,  2, . . .  n,  so  daß  die  Glei- 
chungen (6)  auch  für  jb  »  1,  2, . . .  n  gelten.  Zu  jeder  der  n 
Wurzehi  q^  gehört  nach  (2)  ein  partikulares  Lösungensystem 
von  (1): 

(Ä;=-l,2,...n). 

Aus  ihnen  geht  durch  Multiplikation  mit  tvilOcürlichen  Eon- 
stanten C^jC^y , . .  G^  und  Addition  das  allgemeine  Losungen- 
system des  d'Alembertschen  Systems  (1)  in  der  Form 

(8)  y,  -  C.c^^e^i'  +  (7,c,,cV  +  •  •  •  +  0„c,,e?«* 

0:-l,2,...n) 

hervor,  falls  die  Determinante  der  partikularen  Lösnngensysteme 
(7)  nicht  identisch  verschwindet,  vgl.  Satz  9  in  Nr.  770.  Da 
die  Exponentialfunktionen  von  Null  verschieden  sind,  ist  hier- 
für notwendig  und  hinreichend,  daß  die  Determinante 


(9) 


^11       ^21 


^S 


^n      ^9n 


^fil 


'nt 


'nn 


nicht  gleich  NuU  sei.  Dies  ist  nun  in  der  Tat  der  Fall;  um 
es  einzusehen,  zeigen  wir,  daß  die  gegenteilige  Annahme  zu 
einem  Widerspruche  führt: 

Ist  die  Determinante  (9)  gleich  Null,  so  gibt  es  n  nickt 
sämüich  verschwindende  Eonstanten  y^  y^y  -  -  Yn  ^^"^^  ^^ß  di® 
n  Gleichungen  bestehen: 

(10)    2Yk^i  -  n^u  +  y»^2<  +  •  •  •  +  y«^,  -  0     (i - 1, 2, . . . »). 

Multipliziert  man  (6)  mit  yj^  und  summiert  man  dann  über  h 
von  1  bis  n,  so  kommt: 

k  k  k 

(i  —  1,  2, . . .  n). 
Alle  rechtsstehenden  Summen  sind  nach  (10)  gleich  Null.    Da- 
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her 

(11) 


aoch 


^Qkrk^ki  -  0 


(i  —  1,  2, . . .  n). 


Ans  dem  Bestehen  der  Gleichungen  (10)  folgt  also  das  der 
Gleichungen  (11)^  die,  wie  man  sieht,  aus  (10)  hervorgehen, 
wenn  yj,  y^, . . .  y^  durch  Qi^i^  Qfy^y  .  ■  •  (»„y«  ersetzt  werden. 
Genau  so  folgen  aus  (11)  wiederum  die  Gleichungen: 

29kYk^ki  =-0  (i  -  1,  2, . . .  n), 

h 

und  so  kann  man  weiterschließen  bis  zu  den  Gleichungen: 

^QiT^Ykhi  -  0  (t  -  1,  2, . . .  n). 

k 

Alle  Gleichungen  von  (10)  an  bis  hierher,  die  zu  einem  be- 
stimmten Index  i  gehören,  sind  linear  und  homogen  in  den 
f»  Eonstanten 

(12)  yjCi,,    y,ci„  . . 

und  haben  die  Determinante 

1111 


y«^, 


ni 


9i 
9i' 


99 

9.' 


9$ 
9^ 


9i 


n-l 


9t 


n-l 


99 


n~l 


9n 
t 


9 


n-l 


die  bekanntlich  nur  dann  gleich  Null  ist^  wenn  zwei  der  n  Wur- 
zeln Yon  (4)  einander  gleich  sind,  was  jedoch  nach  Voraus- 
Setzung  nicht  der  FaH  ist.  Daher  sind  alle  n  Eonstanten  (12) 
einzeln  gleich  Null,  und  dies  gilt  ftlr  jeden  Index  i.  Da  nun, 
wie  gesagt^  y^,  y^,  -  -  -Yn  ^^^^^  sämtlich  gleich  Null  sind,  darf 
etwa  Yi'^O  angenommen  werden;  dann  folgt,  daß  c^^,  C;^,, 
. . .  Ci^  samtlich  gleich  Null  sind.  Dies  widerspricht  jedoch  dem, 
was  wir  über  diese  n  Eonstanten  wissen. 

Dieser  Widerspruch  beweist,  daß  die  Determinante  (9) 
nicht  gleich  Null  ist,  d.  h.  daß  in  der  Tat  das  Lösungensystem 
(8)  allgemein  ist 

Bisher  wurde  Torausgesetzt,  daß  alle  Wurzeln  q  der  Glei- 
chung n**^  Grades  (4)    reell  seien.     Aber  auch  sonst  ist  das 
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allgemeine  Lösungensjstem  (8)  leicht  auf  eine  reelle  Fonn  za 
bringen:  Da  die  Koeffizienten  der  charakteristischen  Gleichnng 
(4)  reell  sind,  treten  imaginäre  Wurzeln  nach  Satz  24,  Nr.  378, 
nur  konjugiert  komplex  auf.  Sind  z.  B.  q^  und  q^  konjugiert 
komplex,  so  liefern  auch  die  Forderungen  (6)  für  die  Verhalt- 
nisse von  Cji,  Cjj,  •  •  •  ^1«  ^^^  von  Cj^,  c^,,  •  •  •  ^«  konjugiert 
komplexe  Werte.  Man  kann  also  c^^  und  e^f  f8r  •  »  1,  2, .  . .  n 
konjugiert  komplex  wählen.  Nimmt  man  dann  auch  noch  die 
beiden  willkürlichen  Eonstanten  C^  und  C^  konjugiert  komplex 
an,  so  werden  die  in  (8)  auftretenden  Summen 

CjCi^^^i*  +  C^c^ie^'  (i  -  1,  2, ...  n) 

reell,  nach  (5)  in  Nr.  373,  indem  alsdann  statt  der  Exponential- 
funktionen gmiiometrische  Funktionen  auftreten.  Leicht  über- 
zeugt man  sich  nachträglich  davon,  daß  sie  dem  vorgelegten 
System  (1)  genügen. 

Zu  dem  in  dieser  Nummer  gelehrten  Integrationsverfsdiren 
kommt  man  auch  so:  Infolge  des  System  (1)  ist  augenschein- 
lich die  Ableitung  irgend  einer  ganzen  linearen  homogenen 
Funktion 

(13)  ^  -  c^y^  +  c,y,  -h  . . .  +  c^y^ 

mit  konstanten  Koeffizienten  c^,  c^y  <  -  -  c^  wiederum  eine  ganze 
lineare  homogene  Funktion  von  ^i^  J/f  y  •  •  •  y«-  Insbesondere 
kann  man  versuchen,  c^j  c^, , . ,  c^  so  zu  wählen,  daß  die  Ab- 
leitung von  0  gleich  einem  konstanten  Vielfachen,  etwa  p- 
fachen,  von  e  wird.  Dies  führt  gerade  auf  die  Bedingungen  (3). 
Das  allgemeine  Integrationsverfahren  kommt  also  darauf  hin- 
auB,  daß  man  n  von  einander  unabhängige  Funktionen  *  ron 
der  Form  (13)  ermittelt,  von  denen  jede  einer  DifPerentialglei- 
chuDff  von  der  Form 

,     «-  konst.  B 
dx 

genügt,  die  sich  sofort  integrieren  läßt: 

Bei  einfach  gebauten  Systemen  (1)  empfiehlt  es  sich,  die 
Integration  auf  diesem  Wege  in  Angriff  zu  nehmen. 

773.  ▲llgemeine  Integration  eines  d*Alemberteohen 
Systems.  Die  Betrachtungen  der  letzten  Nummer  werden 
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ig,  wenn  die  charakteristische  Gleichung  f£Lr  q  nicht 
lauter  einfache  Wurzeln  hat.  Man  kann  durch  einen  Grenz- 
überffang  auch  in  solchen  Fällen  das  allgemeine  Lösungen- 
system gewinnen.  Wir  ziehen  es  aher  yor,  eine  sehr  elegante 
Darstellung  des  allgemeinen  Lösungensystems  zu  beweisen,  die 
Yon  Cauehy  herrührt  und  in  jedem  Falle  richtig  ist.  Dabei 
bedürfen  wir  eines  Satzes  über  gebrochene  rationale  Funktionen: 
Es  seien  F{x)  und  f(x)  zwei  ganze  rationale  Funktionen 
vom  (n  —  1)*®*  bzw.  n*^  Grade.  Insbesondere  habe  af  in  f(x) 
den  Koeffizienten  Eins,  dagegen  a?**"*  in  F(x)  den  EoefBzien- 
ten  c  '+0.  Femer  seien  a,b,..,l  sämtliche  verschiedene  Null- 
steilen  von  f(x)]  sie  mögen  bzw.  a-fach,  /)-fach,  . .  .  A-fach  auf- 
treten, so  daß  die  Summe  von  Oy  ß,  . . ,  X  gleich  n  ist  und 
f(x)  die  Form  hat: 

f{x)  -  (a?  —  ay(x  -  6y . . .  (a?  -  r)^. 

Wir  wenden  nun  die  in  Satz  2,  Nr.  383,  angegebene  Fa/rtiul- 
Iruehzerlegung  an,  wobei  die  additive  ganze  Funktion  Gr(x) 
fortfallt,  weil  F(x)  von  niedrigerem  Grrade  als  f{x)  ist,  vgl. 
Satz  4,  Nr.  384.  Wie  schon  gelegentlich  in  Nr.  431  bemerkt 
wurde,  ist  die  Summe  der  in  der  Zerlegungsformel  vorkom- 
menden Eonstanten  -4„«i,  S^^d  •  •  •  -^ji-i  gleich  c.  Wird  nun 
z  in  jener  Zerlegungsformel  durch  a  +  h  ersetzt,  wobei  h  ver- 
änderlich sei,  so  kommt: 

F{a  +  h)  _  ^   .   _A_  ^         4.  6^ 


+  z ,   -^  +  ; 7—  ~ifZi  +  •  •  •  + 


(a  — 6  +  ä/       {a  —  b  +  hf"^  a  —  b  +  h 

,  L  .   A -1-  ...  4-  _^^ -i-  . 

"^  (a^l  +  hf  '^  (fl^l  +  h)^'^  1"  a-i  +  Ä 

Alle  Glieder  rechter  Hand  lassen  sich,  wenn  \h\  hinreichend 
klein  ist,  nach  ganzen  Potenzen  von  h  entwickeln.  Die  Glieder 
der  ersten  Zeile  liefern  negative  Potenzen 

di^egen  die  der  andern  Zeilen  positive,  weil  sie  auf  Grund  der 
allgemeinen  Formel 
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(m  +  hy       wV    ^«1/  mrl         Im^     12     ««  J 

nach  der  Binomialreihe  (vgl.  Nr.  125)  zu  entwickeln  sind.  Dem- 
nach ergibt  sich  rechts  nur  ein  Glied  mit  Ä"*,  nämlich  jI^.jA"*, 
Sein  Koeffizient  ^^-i  ^^  ^^  ausgedrückt  werden: 


rF(a  +  h)i 
«"^       LAa  +  Ä)J,-i 


Der  Einschluß  eines  von  h  abhängigen  Ausdruckes  in  eckige 
Klammem  mit  angehängtem  Index  h"^  soll  also  bedeuten,  daB 
nur  der  Koeffizient  von  h"^  in  der  Entwicklung  des  Ausdruckes 
nach  ganzen  Potenzen  von  h  genommen  wird.    Ebenso  kommt: 

Da  nun  die  Summe  von  A^^^y  B^^^, . . .  Lj^^i  gleich  dem  Eoef- 
fizienten  c  von  ic"""Mn  F(x)  ist,  gut  für  jede  gebrochene  ratiotuüe 
Funktion  von  der  Form 

die  Formel 

W  LAa  +  Ä)  +  f{b  +  h)  +         +  f(l  +  h)i-i      ^' 

sohcUd  unter  a,b,  . ,  ,1  sämÜiche  verschiedene  NuXlsteUen  von  f(x) 
verstanden  werden.  Diese  Formel  ist  es,  die  bei  dem  Gauchy- 
sehen  Integrationsverfahren  für  ein  d'Alembertsches  System  ge- 
braucht werden  wird. 

Es  liege  nämlich  jetzt  ein  d'Alembertsches  System  vor: 

(3)  ^^ -- (^iiVi  +  <^i%y%  +  '  "  +  (^inVn    (»-l,2,...n). 

Die  Anfangswerte  yj®,  y,®, . . .  y^^  von  yi,  y», . . .  y»  für  a;  =  0  seien 
irgendwie  gewählt.  Alsdann  werden  n  Funktionen  ^|,  ^f>  •  • .  ^^ 
von  einer  Veränderlichen  q  durch  n  lineare  Gleichungen 

(»11  -  e)^i  +  (^liti  +  '"  +  «m*!.  —  vA 
«21*1  +  K«  -  p)*s  +  •  •  •  +  ««„^n  —  yt^ 


(4) 


definiert.    Wenn  nämlich 

77»] 


S  2.  Lineare  Systeme 


309 


(5) 


A(p) 


^11-  9         ^9 


'Sl 


^i-Q 


a 


»1 


a. 


»s 


a 


In 


a 


In 


»n.-P 


gesetzt  wird,  so  daß  A(p)  ==»  0  die  charakteristische  Gleichung 
des  Systems  (3)  vorstellt,  und  wenn  -4^j((>)  die  zum  i*^  Ele- 
ment der  Jsf*^  Zeile  gehörige  (w  —  l)-reihige  ünterdeterminante 
bedeutet^  gibt  die  Auflösung  Ton  (4): 


(6) 


*i(p) 


1 

(-1)-A(rt 


(i  —  1,  2, . . .  w). 


Hier  ist  im  2iahler  und  Nenner  der  Faktor  (—  1)"  hinzu- 
gefügt worden;  dadurch  wird  erreicht,  daB  im  Nenner,  der 
ja  nach  (5)  eine  ganze  rationale  Funktion  n^'^  Grades  Ton 
Q  ist,  der  Koeffizient  der  höchsten  Potenz  p**  gerade  den  Wert 
Eins  bekommt.  Auch  A^j^(q)  ist  eine  ganz  rationale  Funktion 
von  Q  und  zwar  vom  (n  —  2)*^  bzw.  (n  —  1)*^  Grade,  je  nach- 
dem k  +i  oder  k  »  i  ist.  Im  Falle  k=^  i  hat  dabei  die  höchste 
Potenz  Q*"^  den  Koeffizienten  (—  1)"~*.  Demnach  ist  der 
Zahler  in  (6)  eine  ganze  rationale  Funktion  (n  —  1)^*^  Grades 
von  Q,  worin  p*"^  den  Koeffizienten  y^®  hat.  Wenn  ift,  Q%,  -  •  -  (>^ 
alle  verschiedenen  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung 
A((»)  »  0  bedeuten,  treten  bei  der  Anwendung  von  (2)  auf  die 
gebrochene  rationale  Funktion  (6)  an  die  Stelle  von  x,a,b,,..l 
und  c  die  Größen  q,  q^,  q^,  *  -  *  Qfi  u^<l  Vty  so  <1aB  sich  ergibt: 

\*ii»i  +  A)  +  *£(9i  +  *)  +  •••  +  ^<(^  +  Ä)L-i  -  Vi^ 

(i  =-  1,  2, . . .  n) 
oder  kürzer: 

(7)  [  J/^iCCy  +  h)l_,  -  y,» 


(i  «  1,  2, . . .  n). 


Nunmehr  wird  behauptet,  daß  die  n  Funktionen 

(8)  Pi  -  [2^^AP/  +  A)«^«^  *  *''l-x  (<  -  1, 2, . . .  ») 
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von  X  dasjenige  Lösungensystem  des  d'Alemhertschen  Systems  (3) 
vorsteUeny  das  für  x^O  die  Anfangswerte  y^,  y,®,  -  -  -Vn    ^^^ 

Daß  zunächst  diese  n  Funktionen  für  o; »  0  die  Anfangs- 
werte  y^^,  y^^  •  -  »Vn  haben,  ist  leicht  zu  sehen,  denn  wenn 
man  sie  für  einen  bestimmten  Wert  von  x  berechnen  will, 
darf  man  diesen  bestimmten  Wert  innerhalb  der  eckigen  Klam- 
mem einsetzen;  folglich  geht  für  x  ^0  aus  (8)  gerade  der 
Wert  (7)  hervor. 

Nun  muß  noch  gezeigt  werden,  daß  die  n  Funktionen 
(8)  dem  System  (3)  genügen.  Weil  die  Differentiation  der 
Funktionen  (8)  nach  x  innerhalb  der  eckigen  Klammem  ausge- 
führt werden  darf,  ergibt  die  Substitution  der  Werte  (8)  in 
(3)  die  Formel: 


2aa[J;**(?,+A)^^>'^*>'l-x, 


deren  Richtigkeit  zu  beweisen  ist.  Sie  läßt  sich  so  zusammen- 
fassen: 

J/[((P^  +  h)U9i  +  *)  -y}aaM(fi  +  Ä))e<?^+»)«]^_,-0. 

1  1 

Sie  kann  weiter  vereinfacht  werden,  weil  nach  der  f*^  Glei- 
chung (4),  die  ja  für  alle  Werte  von  q,  also  auch  für  (fj  +  h 
statt  Q  gilt,  die  Summe 

n 

^  aiktkiif,  +  Ä)  -  {(fj  +  h)i,,(fij  +  Ä)  -  y* 

1 

wird,  so  daß  nur  noch  die  Behauptung  übrig  bleibt: 

1 

Diese  Gleichung  aber  ist  deshalb  richtig,  weil  die  Entwicklung 
des  Inhalts  der  eckigen  Klammem  nach  ganzen  Potenzen  von 
h  gar  kein  Glied  mit  h"^  liefert.   Folglich  gilt  der 

Sat0  12:  Das  System  der  HaupÜösungen  des  d'Älembert' 
sehen  Systems 
77S] 


§  2.   Lineare  Systeme 


311 


^  ==  «.lyi  +  ««y»  +  •  •  •  +  (^inVn      {i  -  1,  2, ...  n) 

mit  den  Anfangswerien  y^j  y,®,  . . .  y,®  für  a; «  0  lestekt  aus 
den  Funktionen: 


y,-[2}i>i(Q,  +  f^)ef'>i*''"\-^ 


(i  =-  1,  2; . . .  n). 


Hierin  soll  die  reckte  Seite  den  Koeffisfienten  bedeuten^  den  h~^ 
&e»  der  EntuncMung  des  Inhaltes  der  eckigen  Klammem  nach 
gangen  Potenzen  von  h  bekommt.  Femer  bejseichnen  pj ,  p, ,  . . .  q^ 
äUe  verschiedenen  Wwnsdn  q  der  charakteristischen  Gleicliung 
»'**  Grades: 


»11  — <> 


a 


11 


a„  — 


a. 


a. 


"1* 

«2» 


a 


0, 


•»1  "«t  •       •    "nn  ~  9 

während  i>i{<f)>  ^»(p)»  •  •  •  ^«(9)  diejenigen  Funktionen  von  q 
deuten,  die  aus  dem  linearen  Gläehungensystem 


be- 


(öii  -  9)^1(9)  +  «ij^jCc)  + 


+  «i»V',(p) y,o, 


««i*i(p)  +  «,i*»(9)  +  •••  +  (»„»-  <>)V',(p)  —  y«" 

berechnet  werden  können. 

Bedenkt  man,  daß  nach  Nr.  117 

,(,,+*).„e*/«(i  +  ^+?^'+---) 

ist  und  die  Partialbrachentwicklong^  die  oben  benutzt  wurde, 
für  i^iiifj  +  h)  einen  Ausdruck  von  der  Form 

^X?y+A)--^  +  ^^;  +  ---  +  -^  +  konst.A  +  konst.Ä'+-' 

liefert,  wenn  die  Wurzel  qj  von  A(())  =  0  gerade  w^-fach  ist, 
so  übersieht  man,  daß  sich  alle  n  Funktionen  (8),  die  das 
System  der  Hauptlösungen  vorstellen,  linear  und  homogen  mit 
konstanten  Koeffizienten  aus  den  Funktionen 
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(9) 


Zusammensetzen.    Dies   sind   gerade  n   Funktionen,    weil  die 
Summe  von  m^y  m^,  *  *  •  ^^  gleich  n  ist.    Demnach  gilt  der 
Satß  13:  Hat  die  charaJUeristische  Gleichung  A(p)  «>  0  eines 
d'Älembe fischen  Systems 

5S  =-  «11^1  +  ».»yf  +  •  •  •  +  a,^y,         (♦  -  1, 2, ...  n) 

gerade  ft  verschiedene  Wurjsdn  p^,  q^,  *  *  -  Qm^  ^^  ^'^*  tn^-fad^ 
m^-fach,  . . .  m^'fach  sind,  so  besteht  das  allgemeine  Lösungen- 
System  aus  solchen  Funktionen,  die  sich  linear  und  homogen  mü 
konstanten  Koeffizienten  aus  den  n  Funktionen 

efij',    xefij',    x^efij*,   ,.,x^j'^e»j'        (j  —  1,  2, . . .  f*) 

isusammenseteen. 

Anstatt  also  die  Funktionen  ^j,  ^j,  -  "i^n  '^  berechnen, 
kann  man  auch  yon  yomherein  f&r  y^,  y^,  •  •  •  9»  Funktionen 
yon  der  soeben  bezeichneten  Art  ansetzen,  in  denen  man  dann 
nachträglich  die  Koeffizienten  in  allgemeinster  Weise  so  be- 
stimmt, daß  die  Gleichungen  des  Systems  befriedigt  werden. 

Falls  die  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung  A(p)  «*  0 
zum  Teil  oder  sämtlich  imaginär  sind,  gilt  wieder  das  in  der 
letz:ten  Nummer  Gesi^te. 

Das  System  der  Hauptlösungen,  das  nicht  für  o;  —  0,  sondern 
für  einen  andern  Wert  x^  yon  x  die  Anfangswerte  y^®,  y/, 
. . .  y„^  hat,  geht  nach  Nr.  772  aus  dem  in  Satz  12  oder  13 
genannten  heryor,  indem  man  darin  x  durch  x  —  x^  ersetzt. 

L  Beispiel:  Beim  d'Alembertschen  System 


(10) 


dy_i 

dx 


y»'      'dx  ""  ^^^ 


dx       y*' 


dx 


Vi 


lautet  die  charakteristische  Gleichung  so: 


A((»)- 


-9 
0 

0 

1 


-Q 
0 

0 


0 

1 

—  Q 
0 


0 
0 
1 

—  9 


-1-0. 
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Sie  hat  vier  einfache  Wnraeln  ^i  —  1,  ^,  —  —  1,  Q^^i, 
p^  »  —  i.  Demnftch  kann  hier  das  Verfahren  der  Nr.  772  be- 
natst  werden.  Danach  bildet  man  ein  partiknlares  Löenngen- 
aystem,  indem  man 

y, -Cie?',    y, -c,6e»,    y, -c,c^,    y^^c^^ 

setzt,  für  Q  eine  der  vier  Wurzeln  wählt  und  durch  Einsetzen 
in  (10)  ermittelt,  welche  Verhältnisse  die  Eonstanten  c^j  c^y 
c^^  e^  haben  müssen.  So  ergeben  sich,  wenn  man  stets  c^  —  1 
wahlt^  die  vier  partikularen  Losungensysteme: 


1) 

Vi 

e 

y*. 

2) 

V 

— e-« 

«-» 

-t-' 

3) 

i' 

i(f' 

-4' 

-»v 

4) 

e-*' 

-ie-" 

-«-*• 

♦«-'• 

Multipliziert  man  sie  bzw.  mit  C^,  (7|,  j((7,  '\-  iC^  und 
\{ßi  —  iC^f  80  liefert  ihre  Addition  mit  Bücksicht  auf  die 
Formeln  (6)  von  Nr.  373  das  allgemeine  Lösungensystem  in 
der  reellen  Form 

Vi  —  ^1^  +  Cj«"*  +  Cj  cos  a;  —  C4  sin  x, 
y,  -=  OjC*  —  C,c""*  —  C7|  sin  a;  —  C4  cos  x, 
y,  —  CjC*  +  C^e"'  —  (7j  cos  07  +  C^  sin  x, 
y^  —  C^ef*  —  C,c"*  +  C,  sin  a?  +  C4  cos  a; 

mit  den  vier  Litegrationskonstanten  C^,  C^j  C^,  O4. 
^.  Beispiel:  Das  d'Alembertsohe  System 

(11)  S-3yx  +  y,.   ^--yi  +  Ä 

hat  die  chankteristisclie  Gleichung 

3-(f       1     1 


A(p)- 


—  1     1— p  ; 


mit  der  Doppel wurzel  p=»2.     Soll  Satz  12  benutzt  werden, 
so  sind  ^j  und  ^|  aus  den  Gleichungen 

(3-<,)^,  +  ^,--y,o, 

zu  berechnen.    Es  kommt: 
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-y.'+(p-»)y.' 


-  —  ~—  • 


Hier  gelten  die  Partialbruchzerlegangen  (ygl.  Satz  2  in  Nr.  383): 

BO  daß  sich  f&r  ()  —  2  +  A  ergibt: 

Folglich  hat  h^^  in  den  Entwicklungen  ron 

^^1(2  +  Ä)  6(*+*)'    und     ^s,(2  +  Ä)6f«+*)' 
die  Koeffizienten: 

yi  -  {yi'  +  ivi'  +  O^}  ^^  y« -»{%'-  (yi'  +  y»')^} «"% 

und  damit  ist  das  System  der  Hauptlösungen  von  (11)  fQr 
X  ^0  gewonnen. 

Absichtlich  haben  wir  das  einfach  gebaute  System  (11) 
zur  Einübung  des  Verfahrens  nach  der  allgemeinen  Methode 
behandelt.  Bequemer  ist  hier  ein  Weg;  wie  er  in  den  Schluß- 
bemerkungen Yon  Nr.  772  angedeutet  wurde.  Man  sieht  näm- 
lich sofort;  daß 

ist,  und  daraus  folgt: 

yi  +  yi  =  W  +  Vt")  «*•• 

Nun  kani^  man  hieraus  y,  berechnen  und  in  die  erste  Glei- 
chung (11)  einsetzen.  Dann  geht  eine  lineare  Differentialglei- 
chung für  yi  allein  hervor,  die  nach  Nr.  716  integriert  werden 
kann. 

5.  Beispiel:  Bedeutet  s  die  Summe  yi  +  y»  +  •  •  •  +  y», 
so  wird  die  Anwendung  des  allgemeinen  Verfahrens  auf  das 
d'Alembertsche  System 

(12)  Ä-«-»'  (i-l,.2,...n) 

unbequem.  Man  wird  daher  besser  den  folgenden  Weg  ein- 
schlagen:   Addition  aller  Gleichungen  des  Systems  gibt 

£  -  (« - 1)»' 
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woraus  durch  Integration  folgt: 

(13)  5=Ce(«-^)* 

Dabei  ist  C  eine  willkürliche  Konstante.  Wird  der  Wert  (13) 
in  (12)  eingesetzt;  so  kommt: 

(14)  ^J=,Cre'-»)--y,         (i.-l,2,...«). 

Dies  ist  kein  d^Alembertsches  System  mehr,  da  rechts  eine 
Funktion  Ton  x  auftritt.  In  der  nächsten  Nummer  wird  aber 
gezeigt  werden,  wie  man  derartige  Systeme  integrieren  kann, 
und  dann  soll  dies  Beispiel  vollständig  erledigt  werden. 

774.  Lineare  Systeme.    Ein  »»-gliedriges  System  in  der 
Normalform 

§f  -  fi(x,  Vij  y«,  •  •  •  yj        (i  -  1,  2, ...  n) 

heiBt  linear j  wenn  fi,  f^,  -  •  -f^  hinsichtlich  ffif  y^t  -  Vn  ganze 
lineare  Funktionen  sind,  wenn  es  also  die  Form  hat: 

(1)        ^/j^A,ix)y,  +  A^,(x)y,  +  ---  +  Ä,,ix)y,  +  B,{x) 

(i  =  1,  2, . . .  n). 

Als  das  mgehSrige  verkürzte  System  bezeichnet  man  dasjenige 
lineare  homogene  System,  das  aus  (1)  hervorgeht,  wenn  B^{x), 
B^{x)j  , , .  ßn(^)  d^rch  Null  ersetzt  werden.    Dies  verkürzte 
System  hat  natürlich  andere  Lösungen  als  das  System  (1). 
Stellt 

ein  schon  bekanntes  partikulares  Lösungensystem  von  (1)  vor, 
so  kann  man  in  (1)  statt  yi;  y^;  •  •  *  y»  <lie  neuen  unbekannten 
Funktionen 

(2)    0t-yi-9i(x),   ^Ä«yi-98(a?),  ..■^n-y«-<Pi.(^) 

einführen.    Infolge  von  (1)  und  wegen 
ip^(x)  -  Ä,^(x)(p^(x)  +  Ä^^(x)(p^(x)  + . . •  +  A^^(x)(p^(x)  +  B^ix) 

(e-l,2,...n) 

ergibt  sich  für  sie  das  System  von  Differentialgleichungen: 

(i  =  1,  2, . . .  n), 

ako  das  zu  (1)  gehörige  verkürzte  System.    Wenn  man  im- 
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stände  ist^  dies  verkürzte  System  Yollstandig  zu  integrieren, 
braucht  mui  daher  nach  (2)  zn  seinem  allgemeinen  Losungen- 
System  g^,  z^y  ...  z^  nur  die  n  Funktionen  tp^j  q>^,  ...  fp^  zu 
addieren,  um  das  allgemeine  Lösungensystem  Vi,  tfi,  •  •  -  y^  von 
(1)  zu  bekommen. 

Man  kann  nun  das  System  (1)  mittels  Quadraturen  auch 
dann  vollständig  integriereji,  wenn  man  kein  partikulares  Lo- 
sungensystem  kennt,   aber  wie  soeben  das  verkürzte   System 

(3)  schon  vollständig  integriert  hat.  Denn  nach  Satz  9,  Nr  770, 
kann  das  als  bekannt  vorauszusetzende  allgemeine  Lösungen- 
system von  (3)  in  der  Form 

(4)  z,  -  C,(pi^{x)  +  G^(p^,{x)  +  • . .  +  C,q>^t(x) 

(i-l,2,...n) 

angenommen  werden,  wobei  die  Determinante  aller  n'  Funk- 
tionen (p  von  Null  verschieden  ist.  Dks  anzuwendende  Ver- 
fahren von  Lagrange,  die  sogenannte  MeOiode  der  Variation 
der  Konstanten,  besteht  darin,  daß  man  die  Integrationskon- 
stanten G^,  Cg,  ...  0,  durch  noch  unbekannte  FutMUmen  Uj, 
u^^  . , .  u^  und  ferner  z^,  z^,  . . .  z^  durch  y^,  y^^  -  •  *  9«  ersetzt, 
mit  anderen  Worten,  daß  man  vermöge  der  nach  u^,  m,, 
. . .  u^  auflösbaren  Gleichungen 

(6)  Vi  -  9u{^)^i  +  ^ui^)^  +  •  •  •  +  9nMK 

(i«l,2,...n) 

in  (1)  die  neuen  n  unbekannten  Funktionen  t«i,  ti,,  .  . .  u,  ein- 
führt. Die  Substitution  der  Werte  (5)  in  (1)  gibt  nämlich 
zunächst 

«t  -  n  n 

^k[v,i(x)u^  +  (pj,i{x)  -^5]-^[2^<>(^)9ifcX^)]wA  +  -B,(ir) 
1  1        1 

(i  «-  1,  2, . . .  «). 

Weil  tpj^^,  {pj^^, .  .  .  (pj^^  ein  partikulares  Lösungensystem  von  (3) 
bilden,  ist  hierin  für  alle  Lidizes  i  und  k 


80  dafi  fibrig  bleibt: 
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(i  —  1,  2, . . .  n). 

Da  die  Determinante  der  n'  Funktionen  (pj^^  von  Nnll  yer- 
schieden  ist,  sind  diese  Oleichnngen  nach  den  Ableitungen  der 
n  unbekannten  Funktionen  t^,  u^,  , . .  u^  auflösbar.  Dadurch 
ergeben  sich  f&r  die  Ableitungen  bdcannte  Funktionen  Ton  x, 
etwa: 

35-*'(*)  (»-1,2,. ..n). 

Mittels  Quadraiuren  findet  man  hieraus 

Ui^ßl^i{x)dx  +  Ct  (»-1,2,.    .n), 

wobei  die  Integrale  yon  bestimmten  unteren  Grenzen  an  er- 
streckt und  Ci,  C|,  . . .  0^  die  Integrationskonstanten  sind.  Be- 
zeichnen wir  die  Integrale  mit  Vi{x)f  9^i(ic),  ...  ^nip^)?  ^^ 
gibt  das  Einsetzen  der  Werte 

«,-9»i(«)  +  c/  (»•-1,2,...«) 

in  (5)  das  allgemeine  Losungensystem 

(♦  —  1, 2, . .  .  ») 

des  vorgelegten  Systems  (1).     Allgemein  ist  es  deshalb,  weil 
es  nach  den  n  Integrationskonstanten  c^yC^^  •    -  c^  auflösbar  ist. 
Beispiel:  Im  dritten  Beispiele  der  vorigen  Nummer  trat 
das  noch  zu  integrierende  lineare  System  auf: 

(6)  g_Cf6(-»«-y,  (i-1,2,...«), 

das  jetzt  erledigt  werden  soll.  Zu  diesem  Zwecke  wird  das 
zugehörige  verkürzte  System  (3)  gebildet: 

"sJ ^i  (»-1,2,..    n). 

Dies  ist  ein  einfaches  d'Alembertsches  System,  das  sofort  in 

der  Form 

e^  -  (7,6-*  (i  -  1,  2, ...  n) 

integriert  ist.     Daher  wird  in  (6)  die  Substitution 
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(7)  y,  -  «,e-«  (.'  -  1,  2, ...  «) 
gemacht,  wodurch  herroi^ehi: 

|^*-Cc"  (i-1,2...«). 

Hieraus  folgt: 

^i-i^'  +  <^i  (i-l,2,...n). 

Dabei  sind  o^^  c^,  . ,  .c^  die  IntegratioDskonstanten.  Einsetzen 
in  (7)  liefert  das  allgemeine  Lösungensjstem  Ton  (6): 

(8)  y,--^ «(-»)« +  c,e-'  (»-l,2,...n). 

Das  System  (6)  ergab  sich  im  dritten  Beispiele  der  yorigen 
Nummer;  als  das  d'Alembertsche  System 

(9)  H'-^-y*  (.--1,2,. ..n) 

integriert  werden  sollte,  in  dem  s  die  Summe  ^i  +  y»  H h  y„ 

vorstellt.  Demnach  liefern  die  Funktionen  (8)  erst  dann  das 
allgemeine  Lösungensystem  von  (9),  wenn  noch  die  Gleichung 
(13)  in  der  yorigen  Nummer  berücksichtigt  wird,  nach  der 

ist.    Da  die  Addition  aller  n  Gleichungen  (8) 

5  «  Ge^»-*)'  +  (c,  +  c,  +  •  •  •  +  c^e" 
gibt,  muß  also  noch 

(10)  Ci  +  ci  +  . . .  +  c,  -  0 

angenommen  werden.  Dann  sind  nur  noch  n  —  1  unter  den 
«  Konstanten  c^,  c^, .  .  .  c^  willkürlich.  Die  n**  Integrationskon- 
stante ist  C, 

776.  Eingliedrige  Orappe  von  linearen  homogenen 
Transformationen  von  n  Veränderlichen.  Nachdem  in 
den  yorhergehenden  Nummern  die  wichtigsten  Betrachtungen 
über  allgemeine  lineare  Systeme  erledigt  sind,  kehren  wir  zu  den 
d^Alembertschen  Systemen  zurück,  um  ihnen  eine  geometrische 
Deutung  zu  geben.  Dabei  ziehen  wir  es  yor,  die  unalihängige 
Veränderliche  mit  t  statt  x  und  die  gesuchten  Funktionen  mit 
oOi^  x^y  , .  .  x„  statt  y^,  y^i  .  .  .  y,,  zu  bezeichnen.  Das  System 
laute  also  so: 
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(1)  S  =  ^a^i  +  <^it^%  +  •  •  •  +  a,^x^      (i  - 1,  2, . . .  n\ 

iivobei  alle  n'  Koeffizienten  a,.^  konstant  sein  sollen.  Ein 
d'Alembertsches  Sjstem  im  Falle  n  »-  3  begegnete  uns  schon 
in  Nr.  753  unter  (4)  bei  der  Betrachtung  der  Jacobischen 
Differentialgleichungen.  Damals  gingen  wir  von  drei  parti- 
kularen Losungensystemen  aus  und  konstruierten  daraus  durch 
Multiplikation  mit  willkürlichen  Eonstanten  und  Addition 
das  allgemeine  Lösungensystem,  vgl.  (7)  in  Nr.  753.  Auf 
Grund  des  Satzes  9  von  770^  der  ja  insbesondere  auch  fOr 
d' Alembertsche  Systeme  gilt,  kann  dieselbe  Betrachtung 
beim  System  (1)  gemacht  werden.  Was  sich  dann  ergibt, 
kann  aber  auch  aus  der  in  Satz  12,  Nr.  773,  angegebenen 
Form  des  Systems  der  Hauptlosungen  geschlossen  werden, 
denn  die  Funktionen  ^i,  ^i,  . .  .  ^m,  die  damals  auftraten  und 
den  in  jenem  Satze  angegebenen  linearen  Gleichungen  genügen, 
sind  in  bezug  auf  die  Anfangswerte  der  Hauptlösungen  ganze 
lineare  homogene  Funktionen. 

Mithin  hat  das  System  derjenigen  Hauptlösungen  von  (1), 
die  für  ^  —  0  die  Werte  x^^,  x^,  -  -  -  ^n   annehmen,  die  Form : 

(2)  X,  -  9,1  (OV  +  Vit(t)x,'  +  • . .  +  ip,,{t)xj^ 

(i  -  1,  2, . . .  n), 

indem  die  Funktionen  qp,^ (t)  für  ^  =  0  gleich  Null  oder  Eins 
sind,  je  nachdem  i^Jc  oder  i  «  %  ist. 

Nach  Satz  13,  Nr.  773,  folgt  noch,  daß  sich  die  Funktionen 

^ii}  %%}  '  *  -  9^in  ^oai*  ^^d  homogen  mit  konstanten  Koeffi- 
zienten aus  den  n  Funktionen 

(3)  e^j*,    te^j',    fe^j',  . . .  rj-^e^j'       (j'^1,2,...  fi) 

zusammensetzen,  wenn  die  charakteristische  Gleichung  A(p)-*0 
insgesamt  [i  verschiedene  Wurzeln  q^,  q^,  ...  (>^  hat,  die  bzw. 
»i^-facb,  Wj-fach,  . . .  w^-fach  auftreten.*) 

Da   die   Gleichungen   (2)   nach  x^^,  x^^  -  -  -  ^n    auflösbar 
sind,  stellen  sie  für  jeden  Wert  Ton  t  eine  sogenannte  lineare 


1)  Diejenigen  Leser,  die  der  Anweisung  in  der  Anmerkung  zu 
Nr.  731  gefolgt  sind,  können  den  Rest  der  gegenwärtigen  Nummer  Über- 
schlagen. 
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homogene  Transformation  Z^  der  n  Veränderlichen  x^^^  x^%  . . .  ar,® 
in  die  »  Veränderlichen  x^t  x^,  , . ,  x^  vor. 

Nach  Satz  5  von  Nr.  767  ist  die  Gesamtheit  aller  linearen 
homogenen  Transformationen  %fy  die  dnrch  (2)  für  die  yer- 
schiedenen  Werte  von  t  dargestellt  werden,  eine  eingliedrige 
Gruppe  von  linearen  homogenen  Transformationen,  die  Yon  der 
infinitesimalen  Transformation  mit  dem  Symbol 

erzeugt  wird,  worin  die  Koeffizienten  li,  5f>  •  •  •  $«   die  Werte 

(5)  6^  -  a^^x^  +  a^ÄJ,  +  •  •  •  +  a^^x^  (i  -  1,  2, . . .  ») 
haben. 

Wenn  umgdcehrt  ein  System 

(6)  ^f-l<(a^i,^»;    -.^n)         (*-l>2,        «), 

in  dem  t  rechts  nicht  vorkommt,  eine  eingliedrige  Gruppe  von 
lauter  linearen  homogenen  Transformationen  erzeugen  soll,  mufi 
das  System  der  Hauptlösungen,  das  für  ^ »  0  die  Anfangswerte 

^1^  ^i^  ' '  •  ^n   ^%  ^®  Form 

(7)  X,  -  9a (OV  +  9.«(0  V  +  •  •  •  +  9>in(t)^n 

(f-l,2,...n) 
haben,  so  daß  das  System  (6)  aus  den  n  Gleichungen 

^S  -  »»»(o«!" + 9u(tw +•'■+ 9;.(<)««» 

(»-1,2,...«) 

durch  Elimination  von  x^^,  a?,*, . . .  a;„®  mittels  der  n  Gleichungen 

(7)  hervorgehen  muß.  Nun  aber  sind  die  Auflosungen  von  (7) 
nach  Xi^y  x^^  -  -  -^n^  ganze  lineare  homogene  Funktionen  von 
^if  ^if  '  "  ^n'  ^^  hervorgehende  System  (6)  muß  deshalb 
rechts  lauter  ganze  lineare  homogene  Funktionen  von  x^,  x^, 
.  .  .  rr^  haben  und  mithin  ein  d'Alembertsches  System  (1)  sein. 

Diese  Ergebnisse  fassen  wir  zusammen  in  den  folgenden 
Sätzen: 

Satjs  14:  Eine  infinitesimale  Transformation  von  n  Ver- 
änderlichen x^,  x^,  . . ,  x^  erzeugt  dann  und  nur  dann  eine  ein- 
gliedrige  Gruppe  von  lauter  linearen  homogenen   Transforma- 
tionen,  wenn  in  ihrem  Symbol 
775] 


§  2.   Lineare  Systeme  321 

«1  äS:  +  «« ä^  +  •••  +  ««  ä":.- 

ii;  ^S9  •  •  ^  gange  lineare  homogene  Funktionen  von  x^,  oo^y . .  ,x^ 
sind: 

Man  nennt  eine  infinitesimale  TransformcUkon  linear  und 
homogen,  wenn  sie  die  in  diesem  Satze  angegebene  Form  hat. 

Säte  15:  Diejenigen  HaupÜömingen  eines  n-gliedrigen  und 
von  der  unabhängigen  Veränderlichen  t  freien  Systems  in  der 
Normalform 

-^  "-  ii{^>  ^s;  •  •  •  ^J  (*  -  1,  2, . .  .  n), 

die  für  t^O  die  Anfangswerte  x^^  x^^  -  >  '^n  Höften,  sind  dann 
und  nur  dann  ganze  lineare  homogene  Funktionen  der  Anfangs- 
werte,  wenn  das  System  ein  d'Alemhertsches  ist: 

5/-  »ii«i  +  a,,a?,  +  •  •  •  +  a,^x^         {i  -  1,  2, .  . .  n). 

Nach  Nr.  768  können  wir  noch  hinzufügen; 
Säte  16:  Die  Integralkurven  eines  Systems  von  totalen  Diffe- 
rentialgleichungen 

dx,  dxm  dx„ 

-  - — - — — —  asBs  ■  ■  BM   •   •    •    a^ 1  • 

^i  (*i »  ^t  •  •  •  *»)         ^(^1 1  a^i  I  •  •  •  «»)  -X^nC^n  «I » •  •  •  ^») 

die  von  den  Punkten  {x^,  x^^,  . . .  x/)  des  Baumes  mit  den 
n  Koordinaten  x^,  ^>  •  •  •  ^n  OL'^g^hen^  lassen  sich  dann  und  nur 
dann  mittels  einer  Hilfsveränderlidien  t  in  der  Form 

X,  -  q>,,(t)x,'  +  ip,,{t)x,'  +  '"  +  g>ini^)xj^ 

(i-l,2,...n) 

darsteilen,  wenn  das  System  sdbgt  auf  eine  Form  gerächt  werden 
kann,  in  der  X^,  X^,  •  •  •  ^»  ganze  lineare  homogene  Funktionen 
von  x^,  x^,  ...  x^  sind: 

X^  -  ön«i  +  ö««2  +  •  •  •  +  ^in^n         (i  -  1,  2, . . .  w). 

Man  muß  hierbei  beachten^  daß  man  die  n  Funktionen 
Xi,  X^,  ...  X^,  ohne  dadurch  das  System  der  totalen  Diffe- 
rentialgleichungen zu  ändern;  noch  mit  irgend  einer  Funktion 
multiplizieren  darf^  weil  nur  ihre  Verhältnisse  in  Betracht 
kommen. 

B«rret-Sohoffert,IMff.-a.Int«gr.-Beohii;^II.4.a.5.Anfl.      21  [775 
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Schließlich  sei  noch  bemerkt^  daS  das  in  Nr.  773  gegebene 
allgemeine  Verfahren  zur  Integration  eines  d'Alembertschen 
Systems  insbesondere  auf  das  System  (4)  in  Nr.  753  angewandt 
werden  kann  Dadurch  geht  eine  neue  Methode  hervor,  die 
Jacobische  DifferenHalgleichimg  (1)  jener  Nummer  vollständig 
eu  integrieren^  worauf  schon  in  Nr.  759  hingewiesen  wurde. 

§  3.    Allgemeine  Systeme  erster  Ordnimg. 

776.  Allgemeine  LOenngensysteme.  Es  handelt  sich 
jetzt  darum;  die  Betrachtungen  des  ersten  Paragraphen  auf 
Systeme  erster  Ordnung  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
auszudehnen,  die  nicht  in  der  Normalform  Forliegen,  aber  Auf- 
lösungen nach  den  Ableitungen  y^,  y^',  .  • .  y/  der  unbekannten 
Funktionen  y^,  y^,  •  •  •  y«  ^^^  unabhängigen  Veränderlichen  x 
zulassen.  Demnach  wird  ein  System  yon  n  Differentialgleichungen 

(1)       -F;(^,yi,y„...y„,yi',y,',...y;)-0   (i-i,2,...^) 

angenommen  und  vorausgesetzt,  da£  es  einen  Bereich  gebe, 
innerhalb  dessen  alle  n  Funktionen  JP|,  F^,  -  -  -  Fn  n^^^t  allen 
partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  stetig  hinsichÜich  aller 
2n  +  1  Veränderlicher  x,  ^i,  y»,  ...  y^  und  y^',  y^\  •  •  •  y«'  ßi^d. 
Stets  soll  sich  die  Betrachtung  auf  diesen  Bereich  beziehen. 
Außerdem  wird,  ygl.  Satz  17  von  Nr.  704,  vorausgesetzt,  daß  die 
Funktionaldeterminante 

(2)  2).(^^f«--^-) 

nicht  für  alle  diejenigen  Wertsysteme  der  2n  +  1  Veränder- 
lichen verschwinde,  die  den  n  Qleichungen  (1)  Genüge  leisten. 
Wenn  nun 

(3)  rr-a,    y^^\j    y%-h,  >  -  ^Vn^K 

ein  bestimmtes  Wertsystem  ist,  nach  dessen  Substitution  in 
(1)  diese  Oleichungen  durch  eine  Anzahl  von  Wertsystemen 


(4) 
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Vl'-'Crl, 

•                  •                  •                  • 

Vi   "  Cr», 

•  •  •  y«'  -  «r. 
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befriedigt  werden^  von  denen  keines  mit  den  übrigen  yöüig 
CLbereinstimmty  hat  das  Gleichungensystem  (1)  in  Umgebungen 
der  Wertsysteme  Auflösungen  nach  y^,  y^j  . . .  y^',  yorausgesetzt, 
d&B  die  Funktionaldeterminante  2)  für  keines  der  Wertsysteme 
gleich  Null  wird.  So  ergeben  sich  insgesamt  entsprechend 
den  r  Wertsystemen  (4)  gerade  r  einzelne  Systeme  in  der 
Normalform,  Ton  denen  jedes  in  einer  Umgebung  der  Stelle  (3) 
ein  allgemeines  Lösungensystem  hat.  Demnach  lassen  sich  die 
Betrachtungen  yon  Nr.  708  yerallgemeinem.  Wir  brauchen 
jedoch  nicht  auf  alle  Einzelheiten  einzugehen. 

Werden  x,  y^,  y^,  ,  . .  y^  bIb  Koordinaten  der  Punkte  in 
einem  Räume  yon  n  -\-  1  Dimensionen  gedeutet,  so  wird  jedes 
partikulare  Lösungensystem  durch  eine  ItU^alkurve  darge- 
stellt. Es  zeigt  sich  dann,  daß  die  Umgebung  des  Punktes 
(a,  bif  h^f  ...  b^  yon  der  Gesamtheit  aller  Integralkuryen  des 
yorgelegtem  Systems  (1)  gerade  so  vielfach  überdeckt  wird,  als 
€8  Wertsysteme  (4)  gibt  Dies  bedeutet  analytisch:  Die  Anzahl 
derjenigen  partikularen  Lösungensysteme,  die  für  x  ^  x^  die 
Anüangswerte  y^j  y^^  ...  y^  haben,  ist,  yorausgesetzt,  daß 
die  Stelle  (aj®,  y,*,  y,^,  . . .  y^)  in  einer  Umgebung  der  Stelle 
(a,  \j  \y  ...  &J  liegt  und  daß  dabei  stets  £  4"  ^  i^^  gerade 
ao  groß  wie  die  Anzahl  der  Wertsysteme  (4),  die  den  Glei- 
chungen (1)  far  a;  =-  a,  yi  =  ^i,  • .  y«  —  &„  genügen.  Entspre- 
chend dem  Satze  4  yon  Nr.  708  ergibt  sich  jetzt  der 

Satz  17:  Wenn  das  System  erster  Ordnung  von  n  getcöhnr 
lidten  Differentialgleichungen 

FiiPf  Vu  y«. .  •  •  y«;  yi>  y%y  •  •  •  O  -  o  (» - 1, 2, . , .  n) 

an  einer  Stdle 

^  -  «;  yi  -  h,  y«  -  *«;  •  •  •  y«  -  K 

nur  durch  seiche  Werte  von  y/,  y,',  . . .  y,'  befriedigt  wird,  für 
die  die  Funktionäldetenninante 

F,    F,,..F, 


W   yt'...y;/ 


von    NuU   verschieden    ist,   gibt  es  eine   Umgebung  der  Stelle 

(a,  b^,b^y ...  b^f  in  der  keine  ewei  verschiedenen  partikularen  Lö- 

sungeneysteme,  denen  für  x^  x^  dieselben  Werte  y,®,  y,^  . . .  y„** 
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ofdcomtnen,  an  dieser  Stelle  x^  x^  voUig  übereinstimmende  Werte 
ihrer  Ableitungen  haben. 

Die  Gesamtheit  aller  partikularen  Lösungensysteme  in  einer 
Umgebung  der  Stelle  (a,  \f  b^^  ^  •  •  ^J  heißt  ein  aUgemeities 
Lösungensystem.  Es  besteht,  wenn  etwa  r  Anflosungen  des 
Gleichungensystems  (1)  hinsichtlich  y^',  y^\  -  •  -Vu  niöglich  sind^ 
ans  den  r  allgemeinen  Lösungensystemen,  die  den  durch  diese 
Auflösungen  hervorgehenden  r  Systemen  in  der  Normalform 
in  jener  Umgebung  zukommen. 

777.  Singulare  LÖBungensysteme.  Wenn  dasselbe 
System  wie  soeben  vorliegt: 

(1)  F^(x,  y^,  y„  . . .  y^,  y/,  y,', . . .  yj  -  0    (i  -  1,  2, . . .  n), 

werden  wir,  auch  wenn  keine  geometrische  Deutung  in  einem 
Räume  von  n  -\-  1  Dimensionen  vorgenommen  wird,  doch  von 
den  Linienelementen  sprechen,  die  vermöge  (1)  irgend  einem 
Wertsystem  x,  y^,  y^^  . . .  y^  zugeordnet  sind.  Wir  verstehen 
darunter  die  Gesamtheit  aller  Wertsysteme  ^>  yi;  yt,  •  •  •  y^}  Vi  7 
y%f  '"yn7  ^^  ^^^  Gleichungen  (1)  genügen,  falls  x,  y^,  y^, 
. . .  y^  bestimmt  gewählt  worden  sind.  Singular  soU  ein  Linien- 
element des  Systems  (1)  heißen,  wenn  die  FunkHonaldeterminante 

^/F,    F,  ...  F,^ 

W       Vi      •  •  •  Vn^ 

für  die  BestimmungssHicke  des  Elements  den  Wert  NuU  hat. 
Aus  dem  Satze  17  der  letzten  Nummer  kann  man  dann 
folgern: 

Satjs  18:  Haben  zwei  verschiedene  Losungensysteme  eines 
Systems  erster  Ordnung  van  n  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 

FMy  yi,  y„  . . .  y„  y/,  y/, , . .  yj  -  0    (i  -  1,  2, ...  n) 

ein  Linienelement  {x,  y^,  yj, . . .  y„,  yi,  y^', . . .  y»')  gemein,  so  ist 
dies  gemeinsame  Element  singulär. 

Vgl.  Satz  5  in  Nr.  709. 

Ein  System  von  stetigen  und  differenzierbaren  Funktionen 

(2)  Vi  -  9i(4    y,  «  vt{^\  •'.»«-  y«(^) 

heißt  ein  singuläres  Lösungensystem  von  (1),  wenn  es  den  Glei- 
chungen (1)  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles  von  x  genügt 
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und  wenn  außerdem  die  Werte  (2)  und 
(3)  y/  -  q>^{x\    y,'  «  fp^\x),  . . .  y/  -  q>^{x) 

die  Funktionaldetermuisnte  S)  zum  Verschwinden  bringen. 
Stellt  dagegen  (2)  ein  Losungen  System  vor,  bei  dem  Z)  =)-  0  ist, 
so  heißt  es  regulär.  Außer  den  regulären  und  singularen 
Losungensystemen  gibt  es  keine,  und  ihnen  entsprechen  bei  der 
geometrischen  Deutung  die  regfüären  und  singuiären  Integral- 
kurven.    Ein  System  in  der  Normalform 

Vi  -  fii^f  yuVtf-'  yJ        (»  =-  1,  2, . . .  n) 

hat  keine  singuiären  Lösungensysteme^  denn  hier  ist  F^  ^  y/  —  f^ 
und  daher  S)  »  1  +  0. 

unter  dem  Diskriminantenorte  yerstehen  wir  wie  in  Nr.  711 
die  Gesamtheit  aller  Wertsysteme  x,  y^,  y^y  •  •  •  Vnj  ^^  denen 
es  Werte  y/,  y,',  • . .  y/  gibt,  die  sowohl  dem  System  (1)  ge- 
nügen als  auch  die  Funktionaldeterminante  2)  zum  Verschwin- 
den bringen,  also  den  Ort  der  Punkte  (x,  y^,  y^,  ...  yj  aller 
singuiären  Linienelemente. 

Die  Bedingungen,  unter  denen  ein  singuläres  Lösungen- 
system Yorhanden  ist,  lassen  sich  verschärfen.  Denn  wir  fordern: 
Es  sollen  Funktionen  y^,  y,,  . . .  y,  und  y^',  y/,  . . .  y/  von  x 
Torhanden  sein,  die  erstens  dem  System  (1)  Genüge  leisten, 
zweitens  die  Gleichung  S)  »-  0  eriÜUen  und  drittens  so  be- 
schaffen sind,  daß  die  Ableitungen  yon  y^,  y^,  . . .  y,  mit  den 
Funktionen  y^',  y,',  . .  .  y„'  übereinstimmen.  Nun  gibt  die  voll- 
standige  Differentiation  der  Gleichungen  (1)  nach  x\ 

^^^     dx  '^  dy^  dx  '^  '  "  ^  dy^  dx  "*"  äy/  dx"^""^  dy^  dx 

=  0  (f  =- 1,  2, . . .  n). 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  von  den  Ableitungen  von  y^\ 
y%j  ' '  '  Vn  bofr^ien.  Bedeutet  nämlich  A^^  diejenige  (n  ~  1)- 
reihige  ünterdeterminante  von  5),  die  zu  dem  Elemente  cF^icy^ 
von  ®  gehört,  wird  femer  die  i**  Gleichung  (4)  mit  Ä^j^  multi- 
pliziert und  alsdann  die  Summierung  über  %  von  1  bis  n  aus- 
geführt, so  ergibt  sich,  weil  ja  nach  einem  allgemeinen  Deter- 
minantensatze 
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0    ■      ^ 
fttr 


m) 


ist: 

1 

(ä  ■=■  1,  2, . . .  ti). 

Nach  der  zweiten  Bedingung  muß  nun  S>  —  0  sein.  Femer 
sollen  die  Ableitungen  yon  y^,  y^,  ...  y^  nach  x  infolge  der 
dritten  Bedingung  die  Funktionen  y^\  y^\  -  -  -Vn  sein.  Dem- 
nach müssen  die  n  Gleichungen  bestehen: 

(6)     ^^.^35+ IS».' +■••+">')-« 

1 

(nJ  ^  1^  Aj  .  •  .  Hj. 

Die  gesuchten  2n  Funktionen  y^  y^^  -  -  -  y„  und  y/,  y,',  •  •  •  9«' 
von  o;  müssen  somit  den  n  Gleichungen  (1),  der  Gleichung 
X)  —  0  und  den  n  Gleichungen  (6)  genügen. 

Wenn  2n  Funktionen  dies  tun,  kann  jedoch  hieraus  noch 
nicht  geschlossen  werden,  daß  y^',  y^\  -  -  -Vn  wirklich  die  Ab- 
leitungen von  yi^Vf, ' ' '  y^  ^^^^-  Denn  für  die  Ableitungen  Ton 
VifVif  ' '  Vn  gelten  die  Gleichungen  (5),  worin  S) »  0  ist,  so  daß 
die  Subtraktion  entsprechender  Gleichungen  (5)  und  (6)  gibt: 

1  1 

(^Ä    =™     1,     Ä,    .     ,     ,    Hjy 

und  aus  diesen  n  Gleichungen  folgt  das  Gewünschte  nur  dann, 
wenn  ihre  Determinante  hinsichtlich  der  in  den  Klammem 
stehenden  Differenzen  you  Null  verschieden  ist.  Diese  Deter- 
minante ist  das  Produkt  der  Determinante 


^yi  y%  '•'  yJ 


mit  der  Determinante  aller  (n  —  1) -reihigen  Unterdeterminanten 
Aij^  Ton  X,  die  nach  einem  bekannten  Satze  gleich  2)*"^  ist 
Für  das  fragliche  Funktionensystem  ist  nun  gerade  2)  ■>-  0. 
Im  Falle  n  >  1  sind  also  die  aufgestellten  Bedingungen  nicht 
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hinreichend,  wohl  aber  im  Falle  n  »  1,  wo  2)"~^  durch  Eins 
zxL  ersetzen  ist.  Dieser  Fall  wurde  schon  in  Nr.  709  behandelt, 
siehe  (8)  ebenda. 

Die   Bedingungen  (6)   und   die   Gleichung   2)  —  0  lassen 

Bich  übersichtlich  zusammenfassen.   Es  ergibt  sich  nämlich  der 

Satz  19:  Jedes  singulare  Lösungensystem  y^  9t>  •  •  •  V«  ^*^^ 

Systems  erster   Ordnung   von   n   gewöhnlichen    Differentiaiglei" 

chungen 

Fi(x,  y„  y„  . . .  y„,  y/,  y,', . . .  y J  =  0    (i  -  1,  2, ...  n) 

hrinffi  zusammen  mit  seinen  Ableitungen  y^\  y^y  •  •  •  y«'  ^^  ^^' 
jenigen  n+\  Determinanten  zum  Verschwinden,  die  aus 

'     dx  ^  dy,  y^^        ^  dyj-     dy: 

dF^   ,   dF^     ,  dF^     ,     dF^ 

+  ä^T  yi  +  •  *  •  +  p;r  y« 


dx  ^  dy^  ^*    "^         ^  ay»^»     ay/ 


ay.' 

ay.' 

»F. 

•    ay; 

•                      • 

9y/    ■ 

•                       • 

dwrcA  Streichen  je  einer  Beihe  hervorgehen. 

Die  soeben  angegebene  Tafel,  in  der  die  Anzahl  der 
Reihen  nicht  mit  der  Anzahl  der  Zeilen  übereinstimmt,  stellt 
an  sich  keine  6ro£e  dar.  Sie  heißt  eine  Matrix,  weil  aus  ihr 
nach  Streichen  einer  Reihe  eine  Determinante  hervorgeht. 

778.  SingnUre  Lösnngensysteme,  die  durch  Bln- 
hfillung  herrorgehen.  Wenn  von  einem  System 

(1)  F^(x,  y^,  y„  . . .  y,,  y/,  y/, ...  y,')  -  0  (»  ==  1?  2, . . .  n) 
ein  Losungensystem 

(2)  y^  -  (p,{x,  c),    y,  -  tp^{x,  c),  . . .  y,  -  <pjx,  c) 

bekannt  ist,  in  dem  eine  innerhalb  eines  gewissen  InterraUes 
willkürliche  Integrationskonstante  c  auftritt,  kennt  man  eine 
einfach  unendliche  Schar  von  partikularen  Lösungensystemen 
oder  Litegralkurren  im  Räume  mit  den  n  +  l  Koordinaten 
o;,  y^,  y„  . . .  y^.  Es  kann  sein,  daß  diese  Schar  eine  soge- 
nannte Einhüllende  hat  (vgl.  Nr.  710  im  Falle  n  ==»  1),  d.  h. 
analytisch  ausgesprochen,  daß  es  ein  System  von  differenzier- 
baren Funktionen 

[777, 778 


328    Kap.  lY.  Systeme  erster  Ordnung  v.  gewöhnl.  Differentialgleichaiigen 

(3)  .Vi  «  rl^i(x\    y,  -  %{x\  . .  .  y,  -  il^^{x) 

gibt,  die  so  beschaffen  sind,  daß  sie  und  ihre  Abteilungen  erster 
Ordnung  fOr  jeden  erlaubten  Wert  von  x  mit  den  Funktionen 
(2)  und  ihren  Ableitungen  erster  Ordnung  übereinstimmeD^ 
sobald  man  der  Eonstante  c  in  (2)  jedesmal  einen  geeigneten 
Wert  erteilt.  Die  Gesamtheit  aller  dieser  Werte  von  c  wird 
durch  eine  Funktion  a  Yon  x  ausgedrückt  werden.  Mit  anderen 
Worten:  Es  ist  denkbar,  daß  es  eine  Funktion  a{x)  derart  gfibt, 
daß  die  Funktionen  (3)  für  jedes  erlaubte  x  die  Funktionen 

(4)  iji  =  g)i{x,  a{x)\    y,  =  (p^ix,  aix)),  . .  .  t/,  =  g>^(x,  cc{x)) 

sind  und  ihre  Ableitungen  mit  denjenigen  Ableitungen  über- 
einstimmen, die  heryorgehen,  wenn  man  cc  wie  in  (2)  als  eine 
Eonstante  auffaßt,  d.  h.  mit: 

dx  dx  dx 

Da  die  Ableitungen  der  Funktionen  (4)  die  Werte 

^^  +  ^^«'(*)        (»-1,2,...») 

haben,  falls  a{x)y  wie  wir  annehmen  wollen,  differenzierbar  ist, 
sind  die  fraglichen  Funktionen  (4)  nur  dann  vorhanden,  wenn 
es  eine  differeuzierbare  Funktion  a{x)  derart  gibt,  daß  die 
n  Gleichungen 

(5)  -^i^"^-0  (»•-1,2,...«) 

für  alle  Werte  von  x  im  erlaubten  Intervalle  bestehen.  Dann 
sagt  man,  daß  die  einfach  unendliche  Kurvensehar  (2)  eine  Ein- 
hüllende (4)  habe,  nämlich  eine  Eurve,  die  jede  einzelne  der 
Eurven  (2)  in  je  einem  Punkte  berührt.  Man  wird  diese  Be- 
zeichnung auch  beibehalten,  wenn  man  von  der  geometrischen 
Deutung  absieht,  also  sagen,  daß  die  einfach  unendliche  Schar 
(2)  von  Funktionensystemen  ein  einhüllendes  FunhHanensystem 
(4)  hahcj  wenn  die  n  Bedingungen  (6)  durc^  eine  differengier- 
bare  Funktion  a{x)  erfüllbar  sind. 

Weil  dann  jedes  Wertsystem  yi,  y^,  .  • .  y„,  das  sich  aus 
(4)  für  ein  beliebiges  x  im  erlaubten  Intervalle  ergibt^  mit 
dem  entsprechenden  Wertsystem  der  Funktionen  (2)  fOr  das- 
selbe X  übereinstimmt,  sobald  für  c  der  zugehörige  Wert  von 
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a{x)  gewählt  wird,  und  weil  dies  auch  für  die  Ableitungen  gilt, 
genügen  die  Funktionen  (4)  ebenso  wie  die  Funktionen  (2) 
dem  YOTgelegten  System  (1).  Weil  nun  aber  jedes  Linienele- 
ment (xy  ifi,  . . .  y^y  ffij .  . .  y^%  das  zu  (4)  gehört,  auch  einem 
der  Lösungensysteme  (2)  angehört,  folgt  aus  Satz  18,  Nr.  777, 
daß  (4)  ein  singtdäres  Lösungensystem  ist.  Wir  haben  dem- 
nach den 

Satz  20:  Wird  unter  den  partikidarm  Lösungensystemen 
eines  Systems  erster  Ordnung  van  n  gewohnlichen  Differential' 
gleichungen 

Fi{x,  yi,  y„  . . .  y,,  y/,  y/, ...  y/)  -  0    (i  -  1,  2, ...  n) 
eine  einfach  unendliche  Scharr 

mü  einer  unUkürlichen  Konstante  c  ausgewählt  und  hat  die  Schar 
ein  einhiiUendes  Funitionensystem,  d,  h  gibt  es  eine  differeneier- 
hare  Funktion  a{x)  derart,  daß  die  n  Gleichungen 

??!^-0  (<-l,2,...«) 

lesteheny  so  ist  das  einhüllende  Funktionensystem 

ein  singtdäres  Lösungensystem. 

Dies  ist  die  Verallgemeinerung  des  Satzes  7  Ton  Nr.  710. 

779.  Weitere  AnsffUiniiig  bei  Systemen  von  swel 
Düferentialglelohimgen.  Im  Falle  n  »  2  sollen  die  Be- 
trachtungen weitergeführt  werden.  Die  unbekannten  Funk- 
tionen seien  mit  y  und  sf  (statt  mit  y^  und  y,)  bezeichnet,  und 
das  zu  betrachtende  System  erster  Ordnung  von  DifiFerential- 
gleichungen  sei: 

(1)  *(ai  y, ',  y',  ^1  -  0,     W{x,  y,  0,  y',  e")  =  0. 

Femer  möge  das  allgemeine  Lösungensystem  durch  die  beiden 
Fmiktionen 

(2)  y-9>(a?,a,fc),      if  =  *(a;,a,6) 

mit  den  beiden  Integrationskonstanten  a  und  h  dargestellt  sein. 
Werden  x,  y,  js  als  rechtwinklige  Koordinaten  im  Räume  ge- 
deutety  so  gehört  zu  jedem  erlaubten  Eonstantenpaare  a,  b  eine 

[778, 779 


330    Ki^P-  IV.  Systeme  erster  Ordnung  ▼.  gewGhnl.  DifFerentialgleichnngeift 

Integraikurve,  dargestellt  durch  (2).  Insgesamt  liegt  eine  gtcei- 
fach  unendliche  Schar  yon  Integralkuryen  vor.  Nebenbei  be- 
merkt nennt  man  eine  zweifach  unendliche  Schar  Ton  EurTen 
im  Baume,  die  nicht  etwa  nur  eine  Fläche  erfüllen,  auch  eine 
Kurvenkongruenjs,  Bei  den  folgenden  Betrachtungen,  die  nur 
darüber  Aufklärung  geben  sollen,  wie  die  einhüllenden  singu- 
lären  Integralkuryen  im  allgemeinen  gelagert  sind,  wird  yoraufl- 
gesetzt,  daß  di^  auszuführenden  Operationen  sämtlich  erlaubt 
seien. 

Aus  der  zweifach  unendlichen  Schar  (2)  aller  Integral- 
kuryen wird  eine  einlach  unendUche  herausgegriffen,  wenn 
man  a  als  willkürliche  Eonstante  c  beibehält  und  für  b  irgend 
eine  Funktion  X  yon  c  setzt: 

(3)  y  -  9  {x,  c,  k{c)\      yt(x,ey  A(c)). 

Allerdings  wird  dabei  yon  der  einen  Schar,  die  sich  ergibt 
wenn  a  festgehalten  wird  und  nur  b  willkürlich  bleibt,  ab- 
gesehen. Sie  wtlrde  aber  sofort  heryorgehen,  wenn  a  und  h 
ihre  Bollen  yertauschten.  Die  Ergebnisse  werden  jedoch  in  Hin- 
sicht auf  a  und  b  symmetrisch  ausfallen,  so  daß  die  Allge- 
meinheit nicht  beeinträchtigt  wird. 

Nach  Satz  20  der  yorigen  Nummer  hat  die  Schar  (3) 
eine  Einhüllende,  falls  es  eine  Funktion  a(x)  gibt  derart,  daß 


(4) 


— di —  +  — dr—  ^  w  -  0, 

dtlf(x,ee,Xia))       g ift (a?, «, X («))  ^,,.  ^  ^ 


da  •  d% 

wird.    Diese  beiden  Oleichungen  können  nur  dann  zusammen 
bestehen,  wenn  ihre  Determinante 

I  da  dX 

ist,  und  zwar  wird  dann  eine  überflüssig.  Man  kann  hieraus 
im  allgemeinen  a{x)  und  X{a)  finden.  Denn  (5)  ist  eine  Glei- 
chung zwischen  x,  a  und  X{a)  allein  und  etwa  die  erste  Glei- 
chung (4)  eine  zwischen  Xy  a,  A(a),  X' {a)^  so  daß  also  zwei 
Gleichungen 
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ß(aj,  a,  X)  -  0,    A'(a)  -  cD(rr,  a,  i) 

Torliegen.  Durch  YolLständige  Differentiation  von  Sl  ^^ 
kommt  noch: 

Setzt  man  hierin  den  Wert  T  »  g)(x^  a,  X)  ein  und  eliminiert 
man  dann  X  mittels  Sl(xya,  X)  '^  0,  so  ergibt  sich  eine  ge- 
tcöhfiliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  a(x): 

Ihre  Integration  liefert  a(x),  und  aus  Sl(x,a,  X)  '^O  kann 
man  nun  auch  X  berechnen.  Durch  Eliminationenf  Substitutionen 
und  Integration  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  Ictssen  sich  somit  die  einhüllenden  singulären  Integral- 
hsrven  bestimmen  und  zugleich  diejenigen  einfach  unendlichen 
Scharen  (3)  von  IntegralkurTen  ermitteln  ^  die  Einhüllende 
haben.  Denn  wenn  a  und  X(a)  bekannt  sind;  ist  auch  X(c)  in 
(3)  bekannt. 

Nun   wissen   wir^   daB  die  zur   Schar  (3)  gehörige   Ein- 
hüllende 

(6)  y  —  9  (a;,  a(x),x  («)),     0'^if(x,ttix),x  («)) 

80  beschaffen  ist^  daß  es  zu  jedem  erlaubten  Werte  von  x  einen 
Wert  von  a(x)  derart  gibt,  daß  (3)  und  (6)  denselben  Punkt 
Xy  tfj  e  liefern,  sobald  in  (3)  für  e  gerade  dieser  Wert  von 
a{x)  gewählt  wird.  Demnach  lehrt  (5),  wenn  man  c  und  X{c) 
wieder  mit  a  und  h  bezeichnet:  Die  Koordinaten  eines  solchen 
Punktes  (o?,  y,  s)  einer  Kurve  (2),  den  sie  mit  der  Einhüllen- 
den gemein  hat,  erfüUen  auch  die  Gleichung: 

d(p(x,a,b)     dfpix,a^b) 


(7) 


da  db 

d^{x,a^b)     diff(x^a,b) 
da  db 


-0. 


Wir  nehmen  an,  aus  dieser  Gleichung  in  x,  a,  b  lasse  sich  x 
als  Funktion  Ä{a,b)  von  a  und  b  berechnen.  Wird  diese 
Funktion  in  (2)  eingesetzt,  so  ergeben  sich  auch  y  und  z  als 
Funktionen  B(a,b)  und  C{a,b).  Wir  haben  nun  drei  Glei- 
chungen: 
(8)  x^Ä{a,b),    y^Biayb),    »-^Ciflyb). 
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Für  jedes  Wertepaar  a,  b  liefern  sie  einen  Ponkt  {x,  y,  z),  in 
dem  eine  Integralknrye  eine  Einhüllende  berühren  kann.  Die 
Gesamtheit  der  Punkte  (8)  wird  im  allgemeinen  eine  Fläche 
erfüllen^  denn  man  kann  a  und  h  als  jene  beiden  Hilfsveriii' 
derlichen  deuten,  die  in  Nr.  251  in  den  Gleichungen  (6)  mit 
t4  und  V  bezeichnet  wurden.  Man  kann  sich  auch  Torstellen, 
daß  a  und  h  aus  den  drei  Gleichungen  (2)  und  (7)  eliminiert 
werden,  wodurch  die  Gleichung  der  Fläche  in  der  Form 
F{Xy  y,g)  ^0  hervorgeht.  Diese  Fläche  heißt  die  Brennflädie 
der  betrachteten  zweifach  unendlichen  Kurvenschar  (2). 

Zu  jedem  Wertepaare  a,  h  geben  die  Gleichungen  (2) 
und  (7)  einen  Punkt  (rp,  y,  d)  der  Brennfläche.  Auf  dieser 
Fläche  sind  also  sowohl  Xy  y,  e  als  auch  a,  h  veränderlich. 
Nach  (2)  bestehen  dabei  für  die  Differentiale  die  Gleichungen: 

dy  -» (p^dx  +  qp^da  +  qp^rfi,    dz  =  ^^dx  +  if^da  +  if^^dh. 

Hieraus  geht  wegen  (7)  eine  von  da  und  dh  freie  Gleichung 
hervor,  wenn  man  die  erste  mit  ^^  und  die  zweite  mit  q>^ 
multipliziert  und  dann  beide  von  einander  abzieht: 

Folglich  ist 

(9)  *«(t|  -  y)  -  9a  (i  -  ^)  =  (<Px*a  -  ^xV<^  (E  -  ^) 

in  den  laufenden  Koordinaten  j:,  ^,  )  die  Gleichung  der  Tau- 

gentenebene  der  Brennfläche. 

Andererseits  ist  längs  der  Kurve  (2),  d.  h.  wenn  a  und  h 

konstant  sind: 

dy  =-  ^j^dxy    dz  =  ^„.dx. 

Mithin  stellen  die  Gleichungen 

(10)  9-y-9>x(E-^)»    8-^  =  ^,(E-^) 

in  den  laufenden  Koordinaten  j:,  9,  }  die  Tangente  der  Inte- 
gralkurve (2)  dar.  Ist  insbesondere  {x^  y,  z)  derjenige  Punkt, 
den  die  Kurve  mit  der  Brennfläche  gemein  hat,  so  zeigen  die 
Gleichungen  (9)  und  (10),  daß  die  Kurventangente  der  Tan- 
genteuebene  angehört,  d.  h.:  Die  regtdärefi  Integraihurven  be- 
rühren die  Brennfläche. 

Wir  sagen,  daß  ein  Liniendement  einer  Fläche  angehört, 
wenn  sein  Punkt  auf  der  Fttche  liegt  und  seine  Richtung  in 
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die  zugehörige  Tangentenebene  fällt.  Danach  gibt  es  in  jedem 
Pankte  der  Brennfläche  mindestens  ein  der  Fläche  angehönges 
Linienelement,  das  zugleich  auf  einer  r^pilären  Integralkurve 
(2)  liegt.  Dies  soll  schematisch 
durch  Fig.  42  angedeutet  werden^ 
worin  die  Integralkurven  (2)  mit 
h^,  k^9  h^y  • ' '  bezeichnet  sind. 

Nun  können  wir  auf  einem 
anderen  Wege,  als  es  oben  ge- 
schehen, aufs  neue  erkennen,  daß 
es  ein£EM;h  unendliche  Scharen  von 
Integralkurven  gibt,  die  Einhüllende  haben:  Projiziert  man 
nämlich  die  besprochenen  Linienelemente  der  Brennfläche  auf 
die  xy< Ebene,  so  wird  jedem  Punkte  (x,  y)  der  Ebene  ein 
Linienelement  {x^  y,  y')  zugeordnet,  d.  h.  es  liegt  eine  gewöhn- 
liche Differentialgleichung  erster  Ordnung 

fi^,yytn-o 


Flg.  49. 


vor.  Ist  Ci%  c^',  c^^  . .  •  die  einfach  unendliche  Schar  ihrer  Inte- 
gralkurven imd  geht  man  von  den  Projektionen  zur  Brennfläche 
zurück,  so  ergibt  sich  aus  c/,  c^\c^\  -  -  -  eine  einfach  unendliche 
Schar  von  Flächenkurven  c^,  c^f 
Cgy  .  .  .y  die  lauter  Lüiienele- 
mente  haben,  die  auch  den  regu- 
lären Integralkurven  ^1,1^9X3,... 
zukommen.  Siehe  Fig.  43.  Jede 
der  Kurven  c^^c^fC^f»-.  auf  der 
Brennföche  berührt  demnach  in 
jedem  ihrer  Punkte  eine  von  den 
r^ulären  Integralkurven  Je  und 
ist  folglich  eine  einhüllende  sin- 
gulare IntegraUeurve. 

Im  allgemeinen  also  wird  die  Brennfläche  durch  eine  ein- 
fach  unendliche  Schar  van  singulären  Integralkurven  c^,  c^,c^, . .  - 
überdeckt. 

Es  kann  femer  vorkommen,  daB  auch  die  Kurven  c^',  c^\ 
c^y . . .  in  der  2;y- Ebene  eine  Einhüllende  /  haben.  Ihr  wird 
auf  der  Brennfiäche  eine  Kurve  y  entsprechen,  die  alle  singu- 
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lären  Integralkuiyen  c^fC^pC^y  -  -  einhüllt  and  daher  ebenfalls 
eine  singo&e  Integralkurve  des  vorgelegten  Systems  (1)  sein 
maß.  Man  kann  sie  als  eine  singulare  Integralkarve  eweUer 
Ordnung  bezeichnen,  da  sie  eine  Einhüllende  Yon  Integraikor- 
ven  ist,  die  selbst  singolär  (von  der  ersten  Ordnung)  sind. 
Schließlich  sei  noch  hervorgehoben,  daß  die  Brennfläche  not- 
wendig zum  Diskriminantenorte  gehört  (vgl.  Nr.  777). 

780.  Olairantsche  Sjrsteme.  Als  Beispiel  hierzu  be- 
trachten wir  solche  Systeme  erster  Ordnung  von  zwei  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen 

*(^, y,  ^,  y', ^0  =»  0,    9(x,  y,  s,  y , /)  -  0; 

die  lauter  Geraden  als  reguläre  Integralkurven  haben  und  des- 
halb mit  Rücksicht  auf  Nr.  720  als  Clairauische  Systeme  be- 
zeichnet werden  können. 

Wird  von  dem  besonderen  Falle  abgesehen,  wo  die  zwei- 
fach unendliche  Schar  von  Geraden  aus  lauter  Parallelen  zur 
yxr-Ebene  besteht,  weil  dieser  Fall  durch  andere  Wahl  der 
Koordinatenachsen  leicht  vermieden  werden  kann,  so  geben 
allgemein  die  Gleichungen 

(1)  y  —  aa;  —  A(a,  6),    je?  —  6a?  — fi(a,  6) 

eine  zweifach  unendliche  Geradenschar  mit  den  beiden  willkür- 
lichen Eonstanten  a  und  b  an.  Hier  ist  y'  ^  a  und  e'  ^h. 
Einsetzen  dieser  Werte  für  a  und  h  gibt  die  allgemeine  Form 
eines  Glairautschen  Systems: 

(2)  y-i^y'  +  A(y»-0,    ^-a:/  +  ^(/,/)-0. 

Umgekehrt  erhellt  sofort,  daß  die  allgemeine  Lösung  des  Sy- 
stems (2)  die  Form  (1)  hat,  also  einfach  dadurch  hervorgeht, 
daß  y'  und  g'  durch  willkürliche  Eonstanten  a  und  h  ersetzt 
werden  (entsprechend  wie  in  Nr.  720).  Satz  19,  Nr.  777,  gibt 
für  die  singulären  Lösungensysteme  die  Bedingungen,  die  durch 
Nullsetzen  der  Determinanten  der  Matrix 

dX  dX 


0      —x  + 


dy'  dz' 


0         II'         -'  +  1? 

hervorgehen,  also  nur  die  eine  Bedingimg 
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^^^  ^       \dy'^  aW  ^  ^  dy'  dz'       dy'  dz'      ^' 

die  mit  der  Bedinping  3)  »  0  von  Nr.  777  für  die  singumren 
Liinienelemente  identisch  ist. 

Weil  die  Fnnktionen  9  und  ^  der  letzten  Nummer  hier 
die  Funktionen  (1)  sind;  hat  die  Gleichung  (7)  der  letzten 
Nummer  die  Form 

W  ^       \da^  ch)^^  dadh       dadh       ^' 

worin  l  und  ft  jetzt  Funktionen  v^on  a  und  h  sind.  Diese  Be- 
dingung geht  in  (3)  über^  wenn  a  und  h  durch  y  und  /  er- 
setzt werden.  Daher  macht  die  Brennfiäche  den  ganzen  Dis- 
kriminantenort  aus.  Zu  jedem  Wertepaare  a^  h  liefert  (4)  zwei 
Werte  von  x,  d.  h.  auf  jeder  Integralgeraden  (1)  liegen  zwei 
Punkte,  in  denen  sie  die  Brennfläche  berührt.  Demnack  be- 
steht die  Brennfläche  aus  zwei  Mänteln.  Auf  jedem  Mantel 
liegt  eine  einfach  unendliche  Schar  von  singulären  Integral- 
kurven Ci,  C^f  C^)  '  '  ' 

Eine  einfach  unendliche  Schar  von  Integralgeraden  Je  hat 
aber  nur  dann  eine  Einhüllende,  falls  sie  eine  abwickelbare  Fläche 
erzeugt  (vgl  Nr.  282  u.  283).  Die  Einhüllende  ist  alsdann  die 
Qraüinie  der  abwickelbaren  Flache.  Die  Kurven  c^,  c^,  c^,  . . , 
sind  also  lauter  Gratlinien.  Die  zweifach  unendliche  Schar  (1) 
aller  regulären  Integralkurven  ^;  ft^'  ^s?  *  *  -  besteht  denmach 
aus  den  Tangenten  einer  Kurvenschar  c^,  c^^  c^,  , . .  auf  der 
Brennflache.  Da  die 
Brennfläche  zweimal 
jede  Gerade  (1)  be- 
rührt, liegt,  wie  ge- 
sagt, auf  jedem  der 
beiden    Mäntel    der 

Brennfläche   eine 
derartige  Schar  von  ""'  "^ 

Kurven  c^,  c^,  C3, . . .,  und  zwar  haben  die  Kurven  die  Eigen- 
schaft, daß  jede  Tangente  einer  Kurve  der  einen  Schar  zu- 
gleich Tangente  einer  Kurve  der  andern  Schar  ist.  Die 
Fig.  44,  in  der  nur  drei  Kurven  jeder  der  beiden  Scharen  von 
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Kurven  c  angegeben  sind;  deutet  die  Lagerang  dieser  Doppel- 
tangenten, d.  h.  der  regulären  Integralkurven  des  Clairautschen 
Systems  an. 

Wenn  insbesondere  die  Geradenschar  (1)  aus  aUen  Normalen 
einer  Fläche  F  besteht,  wird  es  hiernach  auf  der  Fläche  F 
zwei  einfach  unendliche  Kuryenscharen  geben,  die  so  beschaffen 
sind,  d&ß  alle  Flächennormalen  der  Punkte  einer  der  Kurven 
eine  abwickelbare  Fläche  bilden.  Nach  Nr.  319  gibt  es  auf 
der  Fläche  F  in  der  Tat  derartige  Kurvenscharen,  nämlich 
die  der  Krümmungskurven.  Nach  Satz  15,  Nr.  321,  folgt 
ferner,  daß  die  Kurven  ^^  ^,  ^y  •  •  •  der  Brennfläche  alle  Haupi- 
Krümmungsmittelpunkte  aller  Flächenpunkte  enthalten,  d.  h.  die 
Krümmungsmittelpunkte  der  Hauptschnitte  aller  Flächenpunkte, 
vgl.  Nr.  308.  Die  Brennfläche  ist  demnach  der  Ort  der  Haupi- 
KrümmungsmiUdpunkie  aller  Flächenpmkte  von  F,  die  soge- 
nannte Zenirafläche.  Da  jeder  Flächenpunkt  zwei  Hanpt-Krüm- 
mungsmittelpunkte  hat,  erhellt  wiederum,  daß  die  Brennfläche 
aus  zwei  Mänteln  besteht. 
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§  1.  Differentialgleiehungen  in  aufgelöster  Form. 

781.  Bzlstenx  von  Iiösnngen.  Am  Schiasse  Ton 
Nr.  704  wurde  kurz  -  angedeutet^  wie  man  zum  Nachweise 
Ton  LöBungensystemen  bei  einem  vorgelegten  System  höherer 
Ordnung  Yon  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  vorzugehen 
hat.  Das  Verfahren  beruht  auf  der  in  Nr.  663  gelehrten  Zu- 
rückführung  auf  ein  System  erster  Ordnung.  Insbesondere  soll 
es  jetzt  für  eine  einzelne  gewöhnliche  Differentialgleichung 
höherer  Ordnung,  die  in  der  nach  der  höchsten  Ableitung  auf- 
gelösten Form  vorliegt;  naher  auseinandergesetzt  werden.  Es 
wird  genügen^  den  Fall  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung 
von  nur  eweUer  Ordnung  ins  Auge  zu  fassen. 

Vorgelegt  sei  also  eine  nach  y"  aufgelöste  gewöhnliche 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  für  eine  unbekannte 
Funktion  y  von  x: 

(1)  y"  -  f(x,  y,  jO- 

Um  ihren  sogenannten  Bereich  zu  definieren,  fassen  wir  zu- 
nächst X,  y  und  y  als  drei  von  einander  unabhängige  Ver- 
änderliche auf,  obgleich  nachher  y  eine  Funktion  von  x  und  y 
ihre  Ableitung  erster  Ordnung  bedeuten  soll.  Unter  dem  Be- 
reiche der  Differentialgleichung  (1)  wird  ein  Variabilitätsbereich 
der  drei  Veränderlichen  x,  y,  y  verstanden,  innerhalb  dessen 
die  Funktion  f  stetig  ist  und  stetige  partielle  Ableitungen 
erster  Ordnung  hinsichtlich  Xy  y  und  y'  hat.  Dieser  Bereich 
soll  nie  verlassen  werden. 

Innerhalb  des  Bereiches  sei  nun  eine  Stelle  bestimmt  aus- 
gewählt: 
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(2)  x^a^y^b,    y^  — 61. 

Nach  Nr.  663  wird  die  Gleichung  (1)  durd.  Einfahrung  einer 
neuen  uDbekannten  Fonktion  jer  —  ^  in  ein  zweigliedriges  System 
in  der  Normalfonn 

(3)  y^0,    Z'^f{x,y,0) 

verwandelt^  auf  das  der  allgemeine  Satz  9  yon  Nr.  696  sowie 
die  Betrachtungen  von  Nr.  761  bis  763  anwendbar  sind.  Der 
Bereich  des  Systems  (3),  vgL  Nr.  696;  deckt  sich  mit  dem 
der  Differentialgleichung  (1)^  wenn  man  nur  y'  mik  g  bezeich- 
net;  also  auch  (2)  ersetzt  durch: 

(4)  a;  —  a,    y  —  6,    0  =  b^ 

Zu  jedem  beliebigen  Wertetripel  Xq,  y^,  e^  innerhalb  einer  Um- 
gebung der  Stelle  (4)  gehört  ein  und  nur  ein  Losungensystem 
von  (3);  das  für  x^^  x^  die  A^fangswerte  y^  und  e^  hat^  etwa: 

y  -  ^{x,  a?o,  yo;  ^o);     ^  =  *(«?,  ä?o;  »o.  ^o). 

und  diesem  Lösungensystem  kommen  die  in  Satz  9  yon  Nr.  696 
erwähnten  Eigenschaften'  zu^  von  denen  auch  in  Nr.  761  die 
Rede  war.  Wegen  der  Form  der  ersten  Qleichung  (3)  aber  ist 
hier  die  Ableitung  von  y »  9p  nach  x  die  Funktion  i? » ^, 
also  lautet  das  Lösungensystem  so: 

y^tp{x,  Xq,  yo,  ^0);     ^  -  9>.(^;  ^91  yo>  ^o)- 

Kehren   wir  zur   Differentialgleichung  (1)   zurück,    d.  h.   be 
zeichnen  wir  0  mit  y    und  entsprechend  js^  mit  y^\  so  folgt: 
Die  Differentialgleichung  (1)  hat  zu  vorgeschriebenen  Anfangs- 
werten Xq,  y^  und  y^  von  Xy  y  und  y  in  einer  Umgebung  der 
Stelle  (2)  eine  und  nur  eine  Lösung 

(5)  y^vi^f^o^yo^yo)' 

Die  zweite  Gleichung  y' »  qp^  braucht  nämlich  als  selbstver- 
ständlich nicht  dazugefügt  zu  werden.  Werden  x^,  y^  und  y/ 
in  der  Umgebung  der  Stelle  (2)  willkürlich  gelassen,  so  stellt 
(5)  die  allgemeine  Lösung  von  (1)  in  dieser  Umgebung  dar. 
Sie  ist  die  Gesamtheit  aller  dort  vorhandenen  Partikulatiäsungen. 
Zunächst  hängt  sie  außer  von  x  noch  von  drei  willkürlichen 
Eonstanten  x^^,  y^,  y^  ab,  aber  wie  in  Nr.  706  und  761  können 
wir  ohne  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit  x^=^  a  wählen; 
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bezeichnen  wir  dann  y^  und  y^'  mit  C^  und  C^,  so  gelangen 
wir  zu  einer  Darstellnng 

(6)  y-y(a:,a;Oi,C,) 

der  allgemeinen  Losung  mit  nur  noch  zwei  willkürlichen  Kon- 
stanten Ci  und  C^y  den  sogen Annten  IntegraÜonskonstant^. 
Beide  Eonstanten  sind  wesentlich,  d.  h.  würde  man  eine  Glei- 
chung zwischen  G^  und  C^  vorschreiben,  so  würde  (6)  nicht 
alle  Partikularlösungen  in  der  Umgebung  der  Stelle  (2)  um- 
fassen. 

Wir  wissen,  dafi  q>  und  q>^  stetige  Funktionen  der  Größen 
sind,  Yon  denen  sie  abhängen.  Demnach  ist  die  allgemeine 
Lösung  (6)  und  auch  ihre  Ableitung  nach  x  eine  stetige  Funk- 
tion von  rc,  G^  und  G^,  sobald  nur  x  hinreichend  nahe  bei  x^^ 
verbleibt  und  das  Wertetripel  a,  G^  G^  der  Umgebung  der 
Stelle  (2)  angehört.  Sowohl  97  als  auch  q>^  haben  dabei  Ab- 
leitungen erster  Ordnung  nach  G^  und  C|.  Nach  (8)  in 
Nr.  761  haben  die  Gleichungen 

y  =  9  (a?,  a^o,  %>  ^oO.    V  ^  9^» (^7  ^o>  J^o;  O 
die  Auflösungen  nach  y^  und  y^: 

Wählen  wir  insbesondere  wie  oben  Xq  »-  a,  so  gelangen  wir 
zu  der  allgemeinen  Lösung  (6)  und  sehen,  daß  die  beiden 
Gleichungen 

y-9)(a?,a,Ci,C,),    y  -  q>^(x,  a,  G^,  G^) 

Auflosungen  nach  den  beiden  Integrationskonstanten  G^  und 
0,  haben,  etwa: 

Gl  -  o'iC^^  y,  y\   (^%  -  ci(^;  y,  y)f 

die  stetige  und  differenzierbare  Funktionen  von  Xy  y,  y  sind. 
Wie  in  Nr.  762  kann  man  die  allgemeine  Lösung  (6)  auf  unbe- 
grenzt viele  andere  Arten  mittels  neuer  Integrationskonstanten 
C|  und  c,  darstellen,  indem  man 

setzt  und  dabei  den  Funktionen  ^^  und  ^^  diejenigen  Beschrän- 
kungen auferlegt^  auf  Grund  deren  nach  Satz  14,  Nr.  701,  zu 
^1   und  ^,  inverse  Funktionen  vorhanden  sind«    Man  gelangt 
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80  zu  neuen  Formen 

der  allgemeinen  Lösung,  und  die  beiden  Gleichungen 

haben  dabei  stetige  und  differenzierbare  Auflösungen  hinsicht- 
lich C|  und  c^.  EUerbei  sind  c^  und  c^  auf  einen  gewissen 
Variabilitätsbereich  beschränkt. 

782.  Integrale.  In  entsprechender  Weise  läßt  sich  die 
Untersuchung  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  r^'  Ord- 
nung für  eine  unbekannte  Funktion  y  von  x  in  der  nach  der 
Ableitung  r^'  Ordnung  aufgelösten  Form 

(1)  y^^^-f(x,y,y',y",...i^^-')) 

an  die  Betrachtungen  von  Nr.  761  bis  763  anschließen.  Unter 
ihrem  Bereiche  wird  ein  Yariabilitätsbereich  der  r  -f  1  Ver- 
änderlichen Xy  y,  y'y  \(\  ...  ^'''^^  verstanden,  innerhalb  dessen 
f  eine  stetige  Funktion  mit  lauter  stetigen  partiellen  Ab- 
leitungen erster  Ordnung  hinsichtlich  x,  y,  \(y  y\  . . .  j^''"*^  ist; 
und  dieser  Bereich  soll  nie  verlassen  werden. 

Wie  in  der  letzten  Nummer  steht  es  fest^  daß  zu  irgend- 
welchen vorgeschriebenen  An&ngswerten  äTq,  y^,  y©',  . . .  y^^'^^ 
von  x^  y,  y  y  '  -  *  y^'*'^^  iii  einer  Umgebung  einer  bestimmt  ge- 
wählten Stelle 

(2)  rc  -  a,    y  -  J,    y  -  6i,  . . .  y('"-*>  -  K^x 
des  Bereiches  eine  und  nur  eine  Losung 

(3)  y  -  9>(a:,  rro,  y«,  y«', . . .  yo^'*"'0. 

vorhanden  ist  derart,  daß  diese  Lösung  y  und  ihre  Ableitungen 
y',  y",  . . .  y^**"*^  nach  a;  für  a;  —  oJq  die  vorgeschriebenen  An- 
fangswerte y^,  y^',  yo".  ...y^<''-*)  haben.  Die  Funktion  (3) 
heißt  die  allgemeine  Lösung  in  der  Umgebung  der  Stelle  (2), 
wenn  die  Anfangswerte  willkürlich  gelassen  werden.  Sie  ist 
die  Gesamtheit  aller  dort  vorhandenen  FaHikuUurlösangen.  Man 
darf  wieder,  ohne  dadurch  die  allgemeine  Lösung  zu  beschran- 
ken, insbesondere  die  willkürliche  Konstante  x^  durch  die  be- 
stimmte Eonstante  a  ersetzen.  Wenn  man  dann  y^,  y^y . . .  yo^'"^^ 
mit  G^j  G^y  . . ,  C^  bezeichnet,  hat  die  allgemeine  Lösung 

(4)  y-9>(a;,a,  Ci,C,>...C^) 
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r  taesenäiche  willkürliche  Konstanten^  die  Iniegraiionskonstanten 
G^f  C%f  ' ' '  C^9  und  die  bestimmte  Konstante  a  brancht  weiter- 
hin unter  dem  Funktionszeichen  in  (4)  nicht  besonders  ange- 
geben zu  werden. 

Sowohl  die  Funktion  y  ^  <p  cds  auch  ihre  Ableitungen 
y'f  y'y  • . .  J^*""*^  Mck  X  sind  stetige  und  differenisierbare  Funk- 
tionen aller  r  +  2  Größen  a?,  x^,  y^^  y^',  . . .  y©^''"*^.  Fügt  man 
Kur  allgemeinen  Lösung  (3)  noch  die  r  —  1  Gleichungen  hinzu, 
die  y'y  y\  . . .  ^''^^^  ausdrücken,  so  liegen  insgesamt  r  Glei- 
chungen vor,  die  hinsichtlich  y^,  y^^  •••^0^'"^^  nwSsi  (8)  in 
Nr.  761  die  Auflösungen  haben: 


yo 


a«« 


Ersetzt  man  x^  durch  a,  geht  man  also  von  (3)  zu  (4)  über, 
so  ergibt  sich: 

Wenn  man  zu  der  allgemeinen  Lösung  (4)  oder  also  zu 

die  r — 1  Gleichungen  hinzufügt,  die  y\  y'\  . . .  y^**""*^  ausdrücken, 
liegen  r  Gleichungen  vor,  die  hinsichtlich  C^,  C^,  , . .  C^  Auf- 
lösungen haben: 
(5)  C;  -  cD,(a;,  y,  y', . . .  y<'-^0       (»  -  1^  2, . . .  r). 

Die  Funktionen  cd^,  (D|,  . .  .  (d^  sind  hinsichtlich  der  r  -f-  1  Ver- 
änderlichen Xy  y,  y',  ...y^''"*^  stetig  und  diflferenzierbar.  Sie 
werden  naeh  (5)  jsu  Konstanten,  sobald  man  unter  y  irgend 
eine  Partikularlösung  Ton  (1)  in  der  Umgebung  der  Stelle  (2) 
und  unter  y',  y", . . .  y^*""*)  die  Ableitungen  erster  bis  (r  —  1)**' 
Ordnung  dieser  Partikularlösung  versteht. 

Allgemein  heißt  in  der  Umgebung  der  Stelle  (1)  ein  In- 
tegral der  Differentialgleichung  (1)  jede  ebenda  stetige  und 
differenzierbare  Funktion  A  der  r  +  1  Veränderlichen  x,  y,  y, 
. . .  y<'" "  *>,  die  durch  die  Substitution  einer  jeden  ebenda  vor- 
handenen Partikularlösung  y  und  ihrer  Ableitungen  y',  y", 
. . .  y^*""*^  konstant  wird.    Somit  sind   a>i,  Ogi  ...  ©r  J^^ey^öfe 
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der  Differentialgleichung  (1).     Die  Gleichungen  (5)  sind,   wie 
ihre  Herleitung  zeigt,  nach  y,  y', .  •  •  t/^"'^^  auf  lößbar.   Man  sagt 
deshalb,  daß  a7|,  o),, . . .  co^  ein  f>oü$tändige$  Integralsystetn  yot- 
stellen.    Unter  einem  vollständigen  Integralsystem  von  (1)  yer> 
steht  man  nämlich  nach  Nr.  763  solche  r  Integrale  Ton  (1)^ 
die,  gleich  willkürlichen  Konstanten  innerhalb  eines  gewissen 
Yariabilitatsbereiches  gesetzt,  implizite  die  allgemeine  Lösangf 
y   der    Differentialgleichung    nebst    ihren   Ableitungen    y,  t/', 
. . .  y^*""^^  in  einer  Umgebung  einer  Stelle  ihres  Bereiches  defi- 
nieren.  Da  die  allgemeine  Lösung  (4)  durch  Einführung  geeig- 
neter Punktionen  von  Cj,  C,, . . .  C^  als  neuer  IntegraHanskon" 
stanten  c^,  c^,  , .  ,  c^  au{  unbegrenzt  viele  andere  Formen  ge- 
bracht werden  kann,  erhellt,  daß  die  vorgelegte  Differentialglei- 
chung (1)  unbegrenzt  viele  vollständige  Integralsysteme  hat.  Eis 
leuchtet  aber  auch  ein,  daß    die  Kenntnis  eines  einzigen  ge- 
nügt, um  durch  seine  Auflösung  nach  y,  y',  . . .  y^*""^^  die  all- 
gemeine Lösung  y  von  (1)  zu  gewinnen. 

Überhaupt  sind  wir  in  der  Lage,  die  Sätze  1  und  2  von 
Nr.  768  auf  den  gegenwärtigen  Fall  zu  übertragen.  Wir  er- 
innern dabei  nur  noch  einmal  daran,  daß  man  die  vorgelegte 
gewöhnliche   Differentialgleichung  (1)  durch  Einführung  von 

nach  Nr.  663  in  ein  r-gliedriges  System  in  der  Normalform 
y  «  z^y  z(  ==  ^2,  ...  z\^^  =•  i?^_i,  /^.i  —  f{Xy  y,  xr^, .. .  xf^.i) 
verwandeln  kann.  Deshalb  ist  jetzt  in  den  erwähnten  Sätzen 
n^r  anzunehmen,  während  f^j /i, . . .  f^  durch  z^^ ^j>  •  •  •  ^r-i 
und  /"(^^  y;  ^i;  • . .  je?r_i),  d.  h.  also  durch  y',  y", . . .  y^*""^)  und 
f{Xy  y,  /, . . .  y^**""*))  zu  ersetzen  sind.  Nach  Satz  1  von  Nr.  763 
können  wir  daher  sagen: 

Satz  1:  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür, 
daß  eine  in  einer  Umgebung  einer  Stelle  des  Bereiches  einer  ge- 
wöhnlichen DiffererenHalgleichung  r*^  Ordnung 

stetige  und  differenzierbare  Funktion  Sl  der  r  +  l  Veränderlichen 
X,  y,  y', . . .  y^***"^^  ein  Integral  der  Differentialgleichung  sei,  be- 
steht darin,  daß  Sl  die  verkürzte  lineare  partielle  Differential' 
gleichung  erster  Ordnung 
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mü  den  r  +  1  als  unabhängig  hetraehtäen  Veränderlichen  x,  y, 
y', .  . .  ^'"'^^  in  jener  Umgebung  befriedigen  muß. 

Fernerhin  gibt  Satz  2  yon  Nr.  763  den 

SaU  2:  Eine  gewohnliche  Differentialgleichung  r'^  Ordnung 
in  der  atrfgdösten  Form 

hat  in  einer  Umgebung  einer  Stelle 

ihres  Bereichen  r  Integrale  o^,  o,, . . .  q^,  die,  gleich  wiWcürlichen 
Konstanten  in  einem  gewissen  Variabüitätsbereiche  gesetety  im^ 
plizüe  die  allgemeine  Losung  y  %md  ihre  Ableitungen  tf,  y"j 
■  •  •  y^*""*^  wi  der  Umgebung  jener  Stelle  definieren.  Jedes  Inte- 
gral der  Differentialgleichung  ist  in  der  Umgebung  der  Stelle 
(a,  6,  &!,  ...  b^^i)  eine  FufJction  von  diesen  r  Integralen 
(o^y  ca^, . . .  <D^  allein.  Umgekehrt:  Jede  stetige  und  differenzier- 
bare  Funktion  der  r  Integrale  (Dj,  ©j, . . .  m^,  die  in  dieser  Um- 
gdnimg  defini&rt  ist,  stdU  ein  Integral  der  vorgelegten  Differen- 
tudgleichung  dar. 

783.  Oeometriaohe  Deutung  einer  gewöhnlichen 
2Mirerentialgleiohung  iweiter  Ordnung.  Die  nächstliegende 
geometrische  Deutnng  einer  Differentialgleichnng 

(i)  y"  -  fix,  y,  jO 

gewinnt  man,  wenn  man  x  und  y  als  rechtwinklige  Koordi- 
naten in  der  Ebene  auffaßt.  Der  Bereich  der  Differential- 
gleichung ist  dann  ein  Bereich  von  Linienelementen  {x,  y,  }/). 
Wenn  z.  B.  die  Differentialgleichung 


Yorliegt,  sin^  nur  die  Werte  y  ^^  ±1  auszuschließen.  Dies 
bedeutet:  Der  Bereich  besteht  hier  entweder  aus  allen  Linien- 
elementen (x,  y^  /),  bei  denen  |  y'  |  <  1 ,  d.  h.  deren  Winkel  t 
mit  der  n;-Achse  absolut  genommen  kleiner  als  \jc  ist,  oder  aus 
aUen  Linienelementen  (x^  y,  y') ,  bei  denen  |  y'  |  >  1,  d.  h.  deren 
Winkel  r  absolut  genommen  größer  als  ^^  ist. 
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Eine  Lösung  y^(p(x)  der  Differentialgleichung  (1)  wird 
durch  eine  Integralhurve  dargestellt.  Die  Gleichung  (1)  gibt  zu 
jedem  Linienelement  {x,  y,  y)  des  Bereiches  einen  bestimmten 
Wert  von  y'\  Dies  bedeutet  nach  Nr.  195  imd  197:  Diejenige 
Integrälkurye^  die  ein  irgendwie  bestimmt  ausgewähltes  Linien- 
element l  oder  {Xj  y^  y')  enthält,  hat  in  dem  Punkte  {Xj  y) 
oder  M  des  Elements  eine  gegebene  Krümmung^  denn  der  zu- 
gehörige Erümmungsmittelpunkt  M^  oder  {x^^  y^  hat  nach  (6) 
in  Nr.  197  die  Koordinaten: 


(2) 


Wird  als  Normale  des  Linienelements  diejenige  Gerade  be> 
zeichnet,  die  durch  den  Punkt  des  Elements  geht  und  die 
zum  Element  senkrechte  Richtung  hat,  so  ist  also  infolge  von 

(1)  jedem  Linienelement  l  des  Bereiches  ein 
auf  seiner  Normale  gelegener  Erümmungs- 
mittelpunkt M^  zugeordnet,  siehe  Fig.  45. 
Deshalb  wird  man  ein  Wertsystem  x^  y,  y',  y" 
ein  Krümmungsdemeni  nennen  können  und 
sagen:  Die  Differentialgleichung  (1)  ordnet 
jedem  Linienelement  {x,  y,  y)  ihres  Bereutes 
ein  Krümmungsdement  {x,  y,  y\  y")  m,  und 
eine  Kurve  ist  dann  und  nur  dann  eine  IntegräUcurrSj  wenn  sie 
lauter  derartige  Krümmungselemente  ei^häU.  Damit  ist  dann 
gemeint,  daß  zum  Linienelement  (a?,  y,  y)  der  Kurve  der  Krüm- 
mungsmittelpunkt mit  den  Koordinaten 


Flg.  45. 


X, 


X 


i  +  y'  f  ,  i  +  y" 


(3) 

gehören  soll. 

Wir  wissen  ferner,  daß  es  eine  und  nur  eine  Integralkurve 
gibt,  die  ein  bestimmt  gewähltes  Linienelement  (x,  y,  y) 
des  Bereiches  enthält.  Von  einem  Punkt  M  gehen  daher  unzählig 
viele  Integralkurven  aus  entsprechend  denjenigen  Linienelemen- 
ten l  von  Mf  die  zum  Bereiche  gehören.  Die  Gesamtheit  aUer 
Integralkurven  ist  zwar  eine  zweifach  unendliche  Schar,  aber 
die  Gesamtheit  der  durch  einen  bestimmten  Punkt  gehenden  Inte- 
grälkuruen  eine  einfach  unendliche  Schar. 

1,  Beispiel:  Der  Bereich  der  Differentialgleichung  y"»  0 
783] 
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ist  unbeschiankt.  Ihre  Integration  gibt  sofort  y  ^  G^^x  +  C^*^ 
die  Integralkurren  sind  mithin  die  Geraden  der  Ebene.  Die 
Gleichungen  (2)  geben  hier  a?i  =  c»  und  yi  =  oo,  d.  h.  zu 
jedem  Linienelement  gehört  ein  unendlich  femer  Krümmungs- 
mittelpunkt,  vgl.  Satz  12,  Nr.  196. 

2.  Beispiel:  Vom  Bereiche  der  Differentialgleichung 

(4)  y"  -  2  ^i±^;- -^^ 

sind  nur  diejenigen  Linienelemente  ausgeschlossen^  fQr  die 
^  z»  y  ra  0  ist^  d  h.  die  Linienelemente  des  Anfangspunktes  0. 
Die  Oleichungen  (2)  geben  hier: 

Also  ist: 

2xxi  +  2yy^  ^  x^  +  y», 

was   besagt;  daß  der  zu  einem  Linienele- 
ment {x,  y,  y')  gehörige  Krümmungsmittel- 
punkt  M^  auf  der   Mittelsenkrechten   des 
fladiusyektors    OM    des    Punktes   M   des 
Elements    liegt;    so    daß    der    zugehörige 
Krümmungskreis  der  Kreis  ist;  der  durch  0 
geht  und  das  Element  enthält;  siehe  Fig.  46. 
Weil  nun  augenscheinlich  die  Konstruktion 
fiir  alle  Elemente  dieses  Kreises  eben  denselben  Krümmungs- 
kreis liefert;  ist  der  Kreis  selbst  eine  Integralkurve.     Daß  in 
der  Tat  dUe  Kreise  dwrch  0  Integrälkurven  von  (4)  sind,  wird 
leicht  bestätigt:  Man  geht  von  der  Gleichung 

x^-2CiX  +  y^-2C^y^0 

aller  Kreise  durch  0  auS;  differenziert  sie  zweimal  vollständig 
nach  x: 

X  -  C,  +  (j,  -  Ct)y' -  0,    1  + y'«  +  (y  _  0,)y"  -  0 

und  eliminiert  C^  und  C^  aus  allen  drei  Gleichungen;  wodurch 
die  Gleichung  (4)  herrorgeht.  Weil  durch  jedes  Linienelement 
der  Ebene,  abgesehen  yon  den  Elementen  von  0,  nur  eine 
Integralkurve  geht;  gibt  es  außer  den  Kreisen  durch  0  keine 
Integrälkurven.  Zu  diesen  Kreisen  gehören  auch  die  Geraden 
durch  0. 
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3.  Beispiel:  Eine  bemerkenswerte  Klasse  von  gewSha- 
lichen  Differentialgleicliniigen  zweiter  Ordnnng  gebt  hervor, 
wenn  man  sioli  tzsigt,  wie  die   Gleichang  (1)  beschaffen   sein 

muß,  damit  aüe  eu  einem  bdiätig  ge- 

'■',  tcäfUten  Funkle  Moder  (x,  y)  gäiörigen 

,  Krümmungskreise  ein  Büschd  bilden, 

,    d.  b.    aofier   M  noch   einen   zweiten 

,.    Pankt  M  gemein  haben.     Dies  tritt 

eio,  wenn  die   zu  M  gehörigen  niid 

durch   (2)    bestimmten   Krammnng»- 

mittelpankte  M,   auf  einer  Geraden 

liegen,  siehe  Fig.  47.    Es  wird  daher  gefordert,  diA  x^  und  y, 

einer  linearen  Gleichung 

(5)  ax,  +  ,Jy,  +  y  -  0 

genOgen,  deren  Koeffizieoten  nur  von  x  und  y  und  nicht  auch 
Ton  ^  abhängen.  Einsetzen  der  Werte  (3)  tod  x,  und  y,  gibt 
eine  Gleichung  för  f: 

(6)  („,  +  (),  +  ,)^_(i+j^.)(„y_^)_0. 
Wenn  man 

« .  ß 

setzt,  nimmt  die  Gleichung  der  Geraden  (5)  die  Form 

(7)  l{x,-x)  +  ^(y,-y)  +  i-0 
an,  während  (6)  ergibt: 

f- (!  +  /■)  (Jj'-rt- 
Folglich  kommt  den  Differentialgleickungen  von  der  Form 

(8)  S"  -  (1  + »■■)(»!(■ -C) 

die  verlangte  Eigenschaft  tu.  Dabei  sind  X  und  fi  Funktionen 
von  X  und  y  allän.  Die  zweifach  unendliche  Eurrenschar,  die 
durch  eine  Differentialgleichung  (8)  definiert  wird,  hat  also 
die  Eigentfimlichkeit,  daß  allen  denjenigen  einfach  unendlich 
Tielen  Karren  der  Schar,  die  durch  einen  Punkt  M  gehen,  in 
M  solche  Krßmmungsk reise  zukommen,  die  außer  M  noch  einen 
Punkt  M  gemein  haben.  Da  MM  die  Gerade  (7),  den  Ort  der 
Mittelpunkte  3f,  dieser  Kreise,  zur  Mittelsenkrechten  hat,  findet 
man  leicht  als  Koordinaten  S  und  y  von  M  die  Werte: 
7»S] 
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(9)  a;-*-p-q:^,    y - y _ -._-^^-. . 

Mit    der  Integration  der  Differentialgleicbnng  (8)  wollen  wir 
uns  hier  nicht  beschäftigen. 

Die  im  zweiten  Beispiele  betrachtete  Differentialgleichung 
(4)  ist  ein  besonderer  Fall  von  (8),  geht  nämlich  hervor,  wenn 
far  X  nnd  (i  die  Funktionen  2x  :  (a;*  +  y*)  und  2y  :  (x^  +  y*)  an- 
genommen werden.  Dann  gibt  (9)  einfach  x  '^O,  y  ^0,  d.  h. 
alle  Krümmungskreise  aller  Integralkurven  von  (4)  gehen  durch 
den  Anfangspunkt  0.  In  der  Tat  sind  ja  die  Integralkurven 
von  (4)  samtliche  Kreise  durch  0. 

4,  Beispiel:  Wie  lautet  die  Differentialgleichung  aller  Evol- 
venten aMer  Kreise  mit  dem  Mittelpunkte  0?    Ist  y  irgendein 
Kreis    mit   der  Mitte   0   und  M^ 
ein   Punkt   auf  ihm,   so   soU   M^ 
der    KrümmuDgsmittelpunkt   eines 
Punktes    M   einer    Integralkurve, 
nämlich    einer    Evolvente    von    y 
sein,   siehe  Nr.  199,  d.  h.  M  soll 
auf  der  Tanirente  des  Punktes  M< 
von  y  liegen,  und  das  Linienele- 
ment l  von  M  soll  zu  MM^  senkrecht  sein,   siehe  Fig.  48. 
Daher  muß  OM^  zu  l  parallel  sein.     Also  wird  verlangt: 

yuz» —  1,   yi_y'. 

Daraus  folgt: 

Durch  Vergleichung  mit  (2)  ergibt  sich  hieraus  der  Wert,  den 
die  Funktion  f(x,  y,  y')  haben  muß,  und  man  findet:  Die  Diffe- 
rentialgleichung aller  Evolventen  aller  Kreise  mit  der  Mitte  0 
lautet: 

^  xy  —y 

784.  Oeometrische  Deutung  einer  gewöhnlichen 
DUTerentialgleiohnng  r^'  Ordnung.  Hier  schicken  wir  einige 
Bemerkungen  iJSbf^  Evoluten  und  Evolventen  voraus.  Wenn 
y='q>{x)  die  Gleichung  einer  Kurve  k  ist  und  dieser  Kurve 
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ein  Linienelement  (x,y,y')  oder  {  angehört^  wird  der  Mittel- 
pankt  Ml  oder  {x^yV^  des  zugehörigen  Erümmungshreises 
wie  in  voriger  Nummer  durch  die  Formeln 


(i) 


(2) 


hestimmt.  Er  ist  der  zum  Punkte  M 
von  l  gehörige  Punkt  der  Evolute  Ic^  Ton 
k,  siehe  Nr.  199^  und  liegt  auf  der  Nor- 
male des  Elements  l.  Dasjenige  Linien- 
element l^  von  k^,  dessen  Punkt  M^  ist^ 
also  das  zu  l  gehörige  Element  l^  der 
Evolute,  liegt  ebenfalls  auf  dieser  Nor- 
male. Siehe  Fig.  49.  Demnach  geben 
die  Formeln  (1)  zusammen  mit 


die  BestimmuDgsstücke  x^jy^ffi  dieses  Elements  2|.  Hierbei 
bedeutet  y^'  die  Ableitung: 

^*        dajj       dx^ :  dx 

Der  Wert  (2)  kann  übrigens  auch  hieraus  mittels  (1)  berechnet 
werden.  Das  Linienelement  1^  der  Evolute  k^  ist  nach  (1)  und 
(2)  bekannt,  wenn  die  Werte  von  a?,  y,  y ,  y"  gegeben  sind. 

Die  Evolute  k^  von  k^  heiße  die  isweite  Evolute  von  h. 
Dem  Element  \  von  \  entspricht  ein  Element  l^  von  X*,;  es 
liegt  auf  der  Normale  des  Elements  l^.  Sind  x^jy^^y^'  die 
Bestimmungsstücke  von  l^y  so  ist  zunächst 

1 


y« 


Vi 


y 


weil  /,  auf  der  Normale  von  l^  und  somit  auf  einer  Parallelen 
zu  l  lieg^   Außerdem  ergibt  sich  entsprechend  (1): 


(3) 


Xa 


«1- 


1  +  y.'» 


Vi,  y»=-yi  + 


i  +  y/' 


y,       -'    •"      •"  y, 

Dabei  bedeuten  y^  und  ,Vi"  di®  Ableitungen  <2yj :  da;^  nnd 
d*y^ :  <2X|^  Die  Werte  yon  x^  nnd  y,  lassen  sieb  aus  (3)  mit 
Hilfe  von  (1)  und  (2)  berechnen,  wenn  y"  scjion  gefunden  ist. 
Für  yi"  aber  gebt  nach  (2)  und  (1)  der  Wert  hervor: 
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oder: 

(4)  yt"^  ^ 


Das  Linienelement  1^  der  zweiten  Evolute  k^  von  Ä;  ist  somit 
bekannt^  wenn  die  Werte  von  x,  y,  y'y  y\  x/"  gegeben  sind. 

Diese  Schlüsse  lassen  sich  fortsetzen^  indem  man  zur  Evo- 
lute h^  von  A^,  der  sogenannten  dritten  Evolute  von  k,  über- 
geht^ usw.  Allgemein  folgt:  Das  mm  Element  l  von  k  gehörige 
Element  l^_^  der  (r  —  1)**»  Evolute  k^_^  von  k  ist  bekannt,  wenn 
die   Werte  von  x,  y,  y', . . .  y^'"^  gegAen  sind. 

Umgekehrt:  Wenn  r  Linienelemente  (x,  y,  y'),  {x^,  y^,  y/), 

.  .  .  (^^»1,  Vr-if  y'r^\)  ö^®^  h  ^i>  •  •  •  K-i  ^^  angenommen  wer- 
den, daß  jedes  folgende  auf  der  Normale  des  vorhergehenden 
gelegen  ist^  geben  beide  Gleichungen  (I)  für  y"  denselben 
Wert,  ebenso  beide  Gleichungen  (3)  für  yj"  denselben  Wert, 
usw.  Aus  (4)  findet  man  alsdann  auch  y"\  Ebenso  erkennt 
man,  daß  sich  ^,  • .  •  y^'*^  berechnen  lassen^  so  daß  also  durch 
die  Annahme  jener  r  Elemente  Ijl^,  -  -  -Ir-i  a^ch  oj,  y,  y', . .  .  y^'"^ 
bestimmt  werden. 

Nach  diesen  notwendigen  Vorbemerkungen  betrachten  wir 
eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  r^'  Ordnung: 

(6)  y^^^-A^,y,y,...y<'-^^). 

Man  kann  a?,  y,  y', . . .  y^*"*^  im  Bereiche  der  Gleichung  will- 
kürlich wählen.  Dann  gibt  es  eine  und  nur  eine  Lösung 
y  —  qp  (x),  die  nebst  ihren  Ableitungen  bis  zur  (r  —  !)*•"  Ord- 
nung für  den  angenommenen  Wert  von  x  die  gewählten 
Werte  y,  y', . . .  y^**"*)  hat.  Das  Bild  der  Funktion  y  — y(a;) 
heißt  eine  IntegrcUkurvey  und  auf  Grund  der  vorhergehenden 
Betrachtungen  läßt  sich  die  charakteristische  Eigenschaft  aller 
Integralkurven  geometrisch  ausdrücken.  Denn  wenn  x,  y,  y, 
...y^***^)  im  Bereiche  willkürlich  gewählt  werden,  bestimmt 
(5)  noch  y^'"l  Zu  den  r  +  2  Werten  x,  y,  y', .  •  •  y^*"^  gehören 
nun  r  Linienelemente  Mi;**-^r-i  derart,  daß  jedes  folgende 
auf  der  Normale  des  vorhergehenden  gelegen  ist.  Sind  M, 
Jfj, . . .  M^_i  die  Punkte  der  Elemente^  so  sei  zunächst  der- 
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Fig.  60. 


jenige  Kreis  x^  um  -Äf^.i  konstruiert,   der  durch  M^_^  geht, 
also  das  Element  l^__^  enthält,  siehe  Fig.  50  f&r  den  Fall  r  »  4. 

.  Nun   werde   diejenige   EtoI- 

yente  x^  Ton  Xq  konstmierty 
die  das  Element  l^_^  enthalt, 
dann  diejenige  Evolvente  7t^ 
von  x^,  die  das  Element  i^^^ 
enthält,  usw.  Schließlich  ge- 
langt man  zu  einer.  Kurve 
x^_i,  die  das  Element  l  ent- 
hält und  eine  Evolvente 
(r  — -  2)*^  Ordnung  des  Krei- 
ses Xq  heißen  möge.  Wenn 
y^il;(x)  die  Gleichung  dieser 
Evolvente  x^^j  ist,  sind  diejenigen  Werte,  die  t(p^)f  ^'(^)> 
.  . .  ilf^''\x)  für  den  angenommenen  Wert  von  x  haben,  gerade 
dieselben  wie  die  für  y,  y',  . .  .  y^""^^  angenommenen  Werte  und 
der  aus  (5)  berechnete  Wert  i^*'\  Nach  Nr.  214  besagt  dies: 
Es  gibt  eine  und  nur  eine  Integralkurve  Tc,  die  im  Punkte 
M  von  l  die  Kreisevolvente  (r  —  2)*^  Ordnung  x^_,  in  minde- 
stens r*""  Ordnung  berührt. 

Da  die  r  +  1  Größen  x,  y,  y', .  •  •  3^'*"*^  innerhalb  des  Be- 
reiches beliebig  gewählt  werden  können,  gibt  die  Konstruktion 
eine  (r  +  V)fach  unendliche  Schar  von  Kreisevdventen  (r  —  2)**^ 
Ordnung  x^_j  und  auf  jeder  einen  bestimmten  Punkt  M.  Um- 
gekehrt: durch  jeden  Punkt  M  geht  eine  (r  —  l)-fach  unend- 
liche Schar  von  solchen  Kreisevolventen,  denn  wenn  M  oder 
(rc,  y)  gewählt  worden  ist,  köimen  die  r  —  1  Größen  y',  y", . . .  y*  *^ 
noch  beliebig  angenommen  werden. 

Durch  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  r^'  Ordnung 
(5)  wird  also  in  der  ^y-Ebene  eine  (r  +  l)-fach  unendliche 
Schar  von  Kreisevolventen  (r  —  2)*®'  Ordnung  derart  bestimmt, 
daß  zu  jedem  Punkte  M  eine  (r-—  l)-fach  unendliche  Schar 
solcher  Evolventen  geht,  und  eine  Kurve  ist  dann  und  nur 
dann  eine  Integralkurve,  wenn  sie  in  jedem  ihrer  Punkte  M  eine 
der  hindurchgehenden  und  mgehörigen  Kreisevolventen  in  min- 
destens  r^  Ordnung  berührt 

Dabei  ist  r  >  1  vorausgesetzt.  Im  Falle  r  ==^2,  d.  h.  im 
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Falle  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  Bweiter  Ordnung^ 
sind  die  Evolventen  (r  —  2)**'  Ordnung  die  von  nuUter  Ord- 
nungy  d.  h.  die  Kreise  X0  selbst,  nämlich  die  Erümmungskreise 
der  Integralkurven. 

785«  Die  Wronskisohe  Determinante.  Wir  wissen 
nach  Nr.  782,  daß  sich  die  allgemeine  Lösung  einer  gewöhn- 
lichen Differentialgleichung  r*~  Ordnung 

als  Funktion  von  x  und  r  willkürlichen  Eonstanten  0^,  C., . . .  C^ 
darstellt.  Dabei  sind  alle  r  Eonstanten  C^,  C^,  . , .  C^  ivesenÜich, 
d.  h.  die  Allgemeinheit  der  Lösung  wird  immer  beeintriichtigt, 
sobald  man  nicht  alle  r  Eonstanten  innerhalb  eines  gewissen 
Variabilitatsbereiches  vöUig  willkürlich  läßt  Die  allgemeine 
Losung  läßt  sich  also  nichi  als  eine  Funktion  von  y  und 
weniger  als  r  willkürlichen  Eonstanten  darstellen. 

Man  kann  nun  umgekehrt  von  einer  vorgelegten  Funktion 

von  X  und  r  willkürlichen  Eonstanten  ausgehen  und  sich  die 
Frage  vorlegen,  unter  welchen  Bedingungen  alle  r  Eonstanten 
wesentlich  sind,  d.  h.  unter  welchen  Bedingungen  es  unmög- 
lich ist,  dieselbe  Funktion  in  ihrer  vollen  Allgemeinheit  mit 
EUlfe  von  x  und  weniger  als  r  willkürlichen  Eonstanten,  etwa 
nur  r  —  1  Eonstanten  C/,  C,',  . . .  C'^.i  darzustellen: 

y-*(a;,C/,C,',...CV_,). 

Diese  Fri^e  werden  wir  in  der  nächsten  Nummer  unter  ge- 
wissen Voraussetzungen  über  die  vorgelegte  Funktion  q)  be- 
antworten. Dabei  bedürfen  wir  eines  HilfssaisieSf  der  in  der 
gegenwärtigen  Nummer  aufgestellt  werden  soll. 

Man  nennt  n  in  einem  gemeinsamen  Intervalle  definierte 
Funktionen  ft,  f^y  -  -fn  ^^^  einer  Veränderlichen  x  linear  ab- 
Jumgig,  falls  zwischen  ihnen  wenigstens  eine  homogene  lineare 
Gleichung 

(1)  Ctfli^)  +  ^/,(^)  +  •  •  •  +  <^nfn(^)  -  0 

mit  nidU  sämüieh  verschwindenden  Eonstanten  c^,  C|,  ...  c^ 
besteht.  Andernfalls  heißen  sie  linear  unabhängig.  Es  leuchtet 
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ein:  Wenn  n  —  1  unter  den  n  Funktionen  f^^  ftf  -  -  -  /«  linear 
abhängig  sind,  gilt  dasselbe  von  allen  n  Funktionen. 

Wir  wollen  ein  Merkmal  fflr  die  lineare  Abhängigkeit 
von  n  Funktionen  fuf^y  -  »fn  ^o»  ^  unter  der  Voraussetzung 
aufstellen,  daß  diese  Funktionen  in  einem  gemeinsamen  Inter- 
valle Ableitungen  bis  zur  (n  —  1)^  Ordnung  haben. 

Sind  die  Funktionen  linear  abhängig,  d.  h.  besteht  eine 
Gleichung  (1),  so  ergeben  sich  daraus  durch  wiederholte  Diffe- 
rentiation nach  o;  die  n  —  1  Gleichungen 

c.A«(^  +  «b/;«(*)  +  •  •  •  +  c./-.<')(«)  -  0  (.•  -  1,  2, .  . .  n-  1) 
die  zusammen  mit  (1)  deshalb,  weil  q,  o„  . .  .  c^  nicht  samtlich 
gleich  Null  sind,  verlangen,  daß  die  Determinante 


(2) 


D 


K       U 


f: 


/;<-'> 


verschwindet.   Diese  Determinante  heißt  die  Wrcnskische  Deter- 
minante der  n  Funktionen  f^,  f%y  -  --  fn  ^^^^  Veränderlicken. 

Wir  wollen  die  Umkehrung  des  Ergebnisses  beweisen: 
Falls  die  Wronskische  Determinante  verschwindet^  sind  die  n 
Funktionen  linear  abhängig  von  einander.  Offenbar  ist  diese 
Behauptung  für  n »  1  richtig,  da  die  Wronskische  Deter- 
minante einer  einzigen  Funktion  sie  selbst  ist.  Deshalb  können 
wir  die  Umkehrung  durch  den  Schluß  von  n  —  1  auf  n  su 
beweisen  versuchen.  Wir  nehmen  also  im  folgenden  an,  die 
Behauptung  gelte  fUr  weniger  als  n  Funktionen,  und  setzen 
voraus,  daß  die  Determinante  D  für  alle  erlaubten  Werte  von 
X  verschwinde.  Alsdann  wäre  nichts  mehr  zu  beweisen  nötig, 
wenn  n  —  \  von  den  n  Funktionen  linear  abhängig  wären,  weil 
ja  dann  dasselbe  für  alle  n  Funktionen  gelten  müßte.  Mit- 
hin können  wir  von  dem  Falle  absehen,  wo  die  Wronskische 
Determinante  von  nur  n  —  1  der  n  Funktionen  identisch  ver- 
schwindet. Also  soll  keine  von  denjenigen  (n—  1)- reihigen  Un- 
terdeterminanten von  2),  die  zu  den  Elementen  der  leteten  Zeüe 
gehören,  gleich  Null  sein.  Ihre  Werte  seien  vielmehr  ^^(x), 
(o^{x\  . . .  (o^{x).  Die  Summe  der  Produkte  der  o^,  o»|, . . .  Wj^  mit 
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den  entsprechenden  Elementen  irgendeiner  Zeile  Yon  D  ist  be- 
kanntUeh  gleich  Nnll  oder  gleich  D,  je  nachdem  die  Elemente 
einer  der  n  —  1  ersten  Zeilen  oder  der  letzten  angehören.  Da  nun 
aber  nach  Voraussetzung  D  »  0  ist^  gelten  aUe  n  Gleichungen: 

(3)  (DjAW  +  w,U^  +  '"+  wj^"^  =«  0 

(f  =  0, 1,  2, . . .  n  -  1). 

Dabei  bedeuten  die  nullten  Ableitungen  die  Funktionen  selbst 
Wird  jede  der  n  —  1  ersten  Gleichungen  (3)  differenziert  und 
alsdann  die  folgende  Gleichung  (3)  davon  abgezogen^  so  gehen 
die  «  —  1  Gleichungen  hervor: 

a)//iw  +  (D,'/iw  + . . .  +  </;(')  =«  0 

(f  -  0, 1,  2, ...  n  -  2). 

Mithin  verhalten  sich  die  Ableitungen  m^,  gj^',  . .  .  cd^'  zu  ein- 
ander wie  diejenigen  (n  —  l)-reihigen  Determinanten,  die  durch 
Streichen  je  einer  Seihe  der  Matrix  (vgl.  Nr.  777) 

/i  h  '      '  in 

fl  A'  .       .  fn' 


^^(«-2)      ^^(n.S) 


(n-t) 


hervorgehen  und  die  (n  —  l)-reihigen  Unterdeterminanten  der 
Elemente  der  letzten  Zeile  von  D^  also  cd^,  cs^,  . . ,  (o^  sind. 
Da  e>| ,  02;  •  •  •  <0m  ^^^  T^^VLÜ  verschieden  sind^  gibt  es  somit  eine 
Funktion 


Daraus  folgt: 


(0. 


CD, 


CD« 


CO. 


c^e 


ß 


dx 


{i  -  1,  2, . . .  n), 


wobei  e^y  c^,  •  •  •  ^n  Konstanten  sind^  von  denen  keine  ver- 
schwindet^ und  die  Quadratur  darf  von  einer  bestimmten  unteren 
Grenze  an  vollzogen  werden.  Einsetzen  der  für  (Oi,  o^,  ^  . .  (d^ 
gefundenen  Werte  in  die  erste  Gleichung  (3)  liefert^  da  die 
Exponentialfunktion  von  NuU  verschieden  ist: 

(4)  cJ,  +  c,f,  +  ^.>  +  cJ,^0, 

d.  h.  fijfiy''  /*«  sind  in  der  Tat  linear  abhängig.  Mithin  gilt  der 
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Satjs  3:  Wenn  n  Funktionen  /i,  /i, . . .  f^  von  x  in  einem 
gemeinisamen  Intervalle  Ableitungen  bis  zwr  (n  —  l)***  Ordnung 
einschließlich  haben,  sind  sie  dann  tmd  nur  dann  linear  abhäftgig, 
icenn  ihre  Wronskische  Determinante 


n     u 


(«-1) 


^^(n-1) 


f: 


(»- 1) 


/l  /2 

überall  im  Intervalle  gleich  Null  ist 

Setzt  man  allgemein  (p^^fffdx,  d.  h.  sind  fuff,-  -  -  f^ 
die  Ableitungen  erster  Ordnung  von  9>i>  7s;  •  • .  9»;  so  gibt  (4): 

^i9i  +  ^9j  +  •  •  •  +  <^nVu  ™  konst. 

Mithin  kann  der  Satz  3  auch  so  formuliert  werden: 

Säte  4:  Wenn  n  Funktionen  9^,  (fit  -  -  -  7»  von  x  in  einem 
gemeinsamen  Intervalle  Ableitungen  bis  ewr  n*^  Ordnung  ein- 
schließlich haben,  besteht  ewischen  ihnen  eine  lineare  GleiAung 

Cj^q>i{x)  +  c,9,(fl;)  H h  c^Vnip)  ="  konst. 

mit  nicht  sämtlich  verschwindenden  konstanten  Korffisienten  e^, 
0« c.  dann  und  nur  dann,  wenn  die  Determinante  der  Ah- 


"jj 


leitungen  aller  n  Funktionen  von  der  ersten  bis  zur  n^  Ordnung 


< 

Vi 

•        9n' 

w 

9."   ■ 

•        9n" 

• 

•  • 

•  • 

•                     • 

.(») 


(«) 


9>, 


(«) 


iiberaU  im  Intervalle  gleich  Null  ist 

Für  n  "=  3  wurde  dieser  Satz  schon  in  Nr.  275  bewiesen^ 
aber  auf  Grund  geometrischer  Schlüsse.  Siehe  dort  den  Satz  7. 

786.  Wesentliche  wUlkfirllohe  Konstanten  In  einer 
Funktion  von  einer  Ver&nderllchen.  Jetzt  kommen  wir 
zur  Beantwortung  der  in  der  letzten  Kummer  gestellten  Frage, 
unter  welchen  Bedingungen  in  einer  vorgelegten  Funktion 

von  X  und  r  willkürlichen  Eonstanten  G^,C^,,,,G^  alle  r  Kon- 
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sianten  toesenüieh  sind.  Dabei  soll  zur  Yermeidnng  aller  Schwie- 
rigkeiten Yoransgesetzt  werden:  In  einer  Umgebung  eines  be- 
stiiiiinten  Wertsystems 

(1)  x^a,    C^^a,,    C^^a^,  ...C^^a^ 

seien  die  Funktion  (p  und  ihre  Ableitungen  erster  bis  (r  —  1)**' 
Ordnung  nach  x,  also  y',  y",  . . .  y^''"*^  stetige  Funktionen 
von  allen  r  +  1  Größen  x,  C^,  (7,,  ...  C^,  und  ebenda  seien 
auch  alle  partiellen  Ableitungen  erster  und  zweiter  Ordnung 
dieser  r  Funktionen  y,  9', . . .  qp^*"""*)  hinsichtlich  a?,  Cj,  Cj, . . .  C, 
stetige  Funktionen  aller  r  +  1  Gfrößen  x,  Ci,  C^,  . . .  6',,. 
Zunächst  sei  nun  die  Funktionaldeterminante 

(2)  ^r-T    "^     *"  ''^"'^ 

der  r  Funktionen  9,  (f'f  *  >  -  y^*""*^  hinsichtlich  G^,  G^,  , .  .  C^ 
nicht  fOr  alle  erlaubten  Wertsysteme  gleich  Null,  d.  h.  zunächst 
seien  die  r  Gleichungen 


(3) 


nach  C^y  G^y . , .  C^  auflösbar,  ygl.  Satz  14^  Nr.  701.  Alsdann 
gibt  die  Substitution  der  Auflösungen  in  die  Ableitung  r*^' 
Ordnung 

eine  gewöhnliclie  Differentialgleichimg  r**'  Ordnang 

Ton  der  jf  ^  q>(x,  G^,  G^f . . .  G^)  augenscheinlich  die  allgemeine 
Losung  in  einer  Umgebung  eines  gewissen  Wertsystems 

ißt.  Wenn  nämlich  &,  61, .  •  •  6^-1  ^®  Werte  sind,  die  qp,  q>, 
. . .  «jpC^"^)  an  der  Stelle  (1)  annehmen,  zeigt  (3),  daß  zu  jedem 
Anfangs -Wertsystem  x^^a  und  y^,  y^',  ...yo^'*"^^  in  der  Um- 
gebung der  Stelle  (4)  ein  Wertsystem  x^  a  und  G^^  G^, , . .  G^ 
in  der  Umgebung  der  Stelle  (1)  yorhanden  ist.  In  dem  Falle  also, 
wo  die  Fimktionaldeterminante  D^  nicht  identisch   yerschwin- 

««•  [786 


356    Kap.  y.   Gewöhnliche  Differeniialgleichiuigen  höherer  Ordnung 


det^  sind  in  der  Yorgelegten  Funktion   q>  alle  r  Konstanten 
Cj^fCf,'  "  C^  wesentlich. 

Weiterhin  machen  wir  nunmehr  die  Annahme,  daß  zwar  die 
Funktionaldeterminante  D^  überall  in  der  Umgebung  der  Stelle 
(1)  gleich  Null  sei,  dagegen  nidU  die  Funktionaldeterminante 


(5) 


D 


r-l 


G|    Oj    . .  .  ^f^i  f 


der  r  —  1  Funktionen  9),  qp', . . .  qp^**"" *)  hinsichtlich  Cj ,  Cj , . . .  Cy _i . 
Greifen  wir  eine  der  r  Funktionen  9,  9?', . . .  y^*""^^  heraus,  etwa 
9)(^),  nnd  wollen  wir  sie  nach  einer  der  r  willkürlichen  Eonstanten 
C^,  C^, . . .  C^,  etwa  nach  C^,  partiell  differenzieren,  so  erhellt 
auf  Orund  des  Satzes  4,  Nr.  65,  infolge  der  zu  Anfang  ge- 
machten Voraussetzungen,  daß 


a^- 


aa 


dc. 
I 

dx 


ist.  Da  derselbe  Schluß  für  die  partielle  Ableitung  von  q>^^-^> 
nach  (7|  gilt^  ergibt  sich  durch  wiederholte  Anwendung  des 
erwähnten  Satzes  schließlich: 


ay^*) 


"^  dc. 


und  zwar  für  f  =  1,  2, . . .  r  und  Ä  «  0, 1, . . .  r  —  1.  Natürlich 
bedeutet  dabei  fp^^^  die  Funktion  97  selbst.  Nun  treten  in  der 
Funktionaldeterminante  D^  die  partiellen  Ableitungen  yon  9), 
9)', . . .  9?^'*"*)  nach  Cj,  (7„  .  . .  (7^  auf.  Sie  sind  infolge  hier- 
von gleich  den  r  Funktionen 

d(p        j»        dq>  r        dff 


(6) 


/i 


fr 


und  den  partiellen  Ableitimgen  dieser  Funktionen  nach  x  bis 
zur  (r  —  1)**"  Ordnung,  so  daß  also  die  Determinante  D^  so 
geschrieben  werden  kann: 

/l  ft  ■       ■  fr 


(7) 


Dr- 


fi  K 


fx 


(r-l) 


^,(-1) 


/•/ 


^(r-i, 
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während 


(8) 


D 


fi 


n 


•  / 


r-l 


fr-r 
f'r-l 


/^A« 


ist  Dabei  deuten  die  oberen  Indizes  wie  bisher  DifiFerentia- 
tionen  nach  x  an.  Aus  der  Annahme  D^  =  0  folgt  nun  nach 
Satz  3  der  letzten  Nummer  das  Bestehen  einer  linearen  homo- 
genen Gleichung 

(9)  Cxfx  +  c^U  +  -"  +  c4,  -  0, 

deren  Koeffizienten  ^i;  <^;  •  •  -^r  ^^^^^^  sämtlich  gleich  Null, 
aber  sämtlich  von  x  unabhängig  sind.  Diese  Koeffizienten 
sind  also  Funktionen  von  C^,  C^, . ,  ,  C^  allein. 

Man  kann  leicht  einsehen,  daß  sie  stetige  Funktionen  von 
f  11  C'g,  ...  (7^  mit  stetigen  partiellen  Ableitungen  erster  Ord- 
nung sind.  Denn  aus  (9)  ergeben  sich  durch  wiederholte 
Differentiation  nach  x  die  r  —  2  Gleichungen 

cift  +     ^/i'  +  •  •  •  +     cj;  «  0, 
(hU'  +     c,U'  +  •  •  •  +     c//'  -  0, 


CiW'^  +  c,U^-')  +  . . .  +  c/.c-*)  =  0, 

die  zusammen  mit  (9)  besagen,  daß  sich  c^yC^, , .  .c^  zu  ein- 
ander verhalten  wie  die  (r  —  1)- reihigen  Determinanten,  die 
aus  der  Matrix 

fx  n  -       •  fr 


fx  U 


f: 


f(r-,) 


durch  Streichen  je  einer  Reihe  hervorgehen.  Da  die  letzte  dieser 
Determinanten  nach  (8)  gleich  D^^i  und  also  nach  Voraus- 
setzung von  Null  verschieden  ist,  ist  zunächst  c^=^0.  Außer- 
dem sind  wegen  der  Bedeutung  (6)  von  /i,  /i,  .../).  alle  Ele- 
mente der  Matrix  unter  den  zu  Anfang  der  Nummer  aufgestell- 
ten Voraussetzuxfgen  stetige  Funktionen  mit  stetigen  partiellen 
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Ableitungen  erster  Ordnnng.  Somit  erhellt;  daß  die  r  —  1  Quo- 
tienten 

?-*,(Ci,C„...(7,)     (»-1,2,. ..r-1) 

stetige  Funktionen  von  G^y  C^,  . . .  C^  mit  stetigen  partiellen 
Ableitungen  erster  Ordnung  sind.  Obgleich  die  Elemente  der 
Matrix  auch  noch  von  x  abhängen ,  kommt  x  doch  nicht  in 
^if  ^$9  '  •  *  V'r-i  ^^^f  ^^  *^®  Koeffizienten  c^,  c^,  . . .  c^  von  x 
unabhängig  sein  müssen.  Wegen  c^  +  0  gibt  die  Substitution 
der  Werte  c^  =  c^if^,  . . .  c^.^  «=  ^r^r-i  ^^  W- 

*i  A  +  *f /i  +  •  ■  •  +  *r-i/;-i  +  /;  =•  0 

oder  wegen  (6),  wenn  man  überdies  das  letzte  Grlied  voranstellt: 

(10)  |j;+V',(c„c„...a)|^+...+*^,((?„c„..;c,)3-^=o. 

Dies  ist  eine  verkürjsie  lineare  partielle  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  für  die  Funktion  97 ,  betrachtet  als  Funktion 
der  r  unabhängigen  Veränderlichen  C^y  C^,  ...  C^.  Sie  hat 
die  Form  der  in  Satz  3,  Nr.  763^  vorkommenden  Gleichung, 
indem  jetzt  C^,  Cj,  (7^, . . .  C^_i  an  die  Stelle  von  x,  y^,  y«,  • .  - 
y^  treten.  Demnach  gibt  es  r  —  1  stetige,  differenzierbare  nnd 
unabhängige  Losungen 

der  Differentialgleichung  (10).  Sie  sind  von  x  frei,  weil  die 
Koeffizienten  der  Gleichung  (10)  nur  von  C/|,  O^,  . . .  Cy  ab- 
hängen. Die  vorgelegte  Funktion  y  ^  (p  aber,  die  ebenfalls 
der  Gleichung  (10)  Genüge  leistet,  hängt  auch  noch  von  x  ab. 
Nach  dem  erwähnten  Satze  ist  sie  also  eine  stetige  und  diffe- 
renzierbare   Funktion    von  x  und    von   den  r  —  1   Lösungen 

y=»*(a;,cöi,cDj,...cD^_,). 

Hier  aber  treten  statt  der  r  willkürlichen  Eonstanten  Cj,  Q, . . . 
C^  nur  noch  r  —  1  willkürliche  Konstanten,  nämlich  Oj,  o,, .. . 
oj,._i  auf.  Man  kann  sie  mit  0,',  Cj,  ...  Cr«,  bezeichnen,  so  daß 

f/-«(a;,O,',C,',...C7;_0 

dieselbe  Funktion  wie  y  •=  q>(x,  C^,  C,, . . .  C^  bedeutet,  indem 
jetzt  Xf  C[,  CJj, . . .  Cr-i  in  der  Umgebung  eines  gewissen  Wert- 
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Systems 

beliebig  wählbar  sind.  Dabei  bedeuten  ai,  Os;  . .  •  a'r-.!  die 
Werte  von  Oj,  cd,,  . . .  o^  i  für  Cj  =—  »i,  C,  —  o^,  . . .  (7^  «  a^, 

Im  Falle  D^  =*  0  und  D^.^  +  0  sind  somit  nicht  alle  r 
Konstanten  (7^^  0,^  ...  0^  in  der  vorgelegten  Funktion  y  ^  q> 
wesentlich. 

Ist  nun  außer  D^  =»  0  auch  X)^_i  =»  0,  aber 

D,.,  -(!:!'•••  f "') 

nicht  überall  in  der  Umgebung  der  Stelle  (1)  gleich  Null,  so 
kann  man^  indem  man  r  durch  r  —  1  ersetzt  und  sich  auf  die 
r  —  1  Funktionen  fuf^j  -  -  'fr^i  beschrankt,  für  diese  dieselben 
Schlüsse  wie  vorhin  in  bezug  auf  die  r Funktionen  f^f^-'^fr 
machen  und  zwar  in  bezug  auf  die  r— 1  Eonstanten  C|, 
C,,  .  . .  (v_i.  Dann  zeigt  sich,  daß  es  r  —  2  stetige  und  diffe- 
renzierbare Funktionen  gjj,  Og,  . . .  o^.j  von  C^,  G^,  . . .  0^_^ 
allein  gibt  derart,  daß  die  vorgelegte  Funktion  y  -»  97  in  der 

Form 

Sf=0(x,aii,...cj^.8,  C^) 

darstellbar  ist,  so  daß  auch  dann  y  außer  von  x  nur  noch  von 
r  —  1  willkürlichen  Eonstanten  ©1,  ...  cd^.j,  G^  abhangt. 

Entsprechend  schließt  man  im  Falle  D^  —  0,  2)^_i  =  0, 
2)^_2  »  0  weiter.  Zuletzt  stößt  man  auf  den  Fall,  wo  auch 
die  Determinante  D^,  nämlich  das  erste  Element  f^  der  Deter- 
minante D^,  siehe  (7),  gleich  NuU  ist,  also  9  nach  (6)  von 
G^  unabhängig  ist^  so  daß  dann  die  vorgelegte  Funktion  y^(p 
ebenfalls  höchstens  r  —  \  willkürliche  Eonstanten  Cg,  C3, 
.  .  .  Cv  enthält. 

Wir  formulieren  das  Ergebnis,  indem  wir  dabei  die  Deter- 
minante D^  ausführlich  angeben: 

SatB  5:  Hängt  eine  Funktion  y  der  Veränderlichen  x  abge- 
sehen von  X  noch  von  r  unükürlichen  Konstcmten  G^,  C,,  . . .  G^ 
dbj  80  sind  aüe  diese  Konstanten  dann  und  mir  dann  wesent- 
lich^  tvenn  die  Determinante 
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d(p 

dtp 

dC, 

ac. 

d*q> 

a«<p 

dxdC, 

• 

dxdC^ 

• 

• 

a> 

m 

daf'dCi      dxr-^dC^ 


dCr 

dxdCr 


nicht  identisch  verscJitvindet,    Dabei  wird  vorausgesetzt,  daß  die 
r  Funktionen 

dtp     d*(p  a^*<p 

dx' 


9; 


nebst  aüen  ihren  partieBen  Ableitungen  erster  und  zweiter  Ord- 
nung hinsidiüich  rc,  C^,  C,, . . .  C^  innerhalb  eines  gewissen  Varict- 
büitätsbereiches  stetige  Funktionen  der  r  +  1  Größen  Xy  C^ , 
Cj,  ...  C^  seien. 

Man  kann  hinzufügen,  daB  die  Funktion 

folglich  nur  dann,  wenn  die  Determinante  des  Satzes  nicht  iden- 
tisch verschwindet;  die  allgemeine  Lösung  einer  gewöhnlichen 
Differentialgleichung  von  gerade  r^"*  Ordnung  vorstellt,  dagegen 
die  allgemeine  Lösung  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung 
von  niedrigerer  als  r*^  Ordnung  ist,  falls  die  Determinante 
identisch  verschwindet. 

Beispiel:   Für  die  Funktion 

y  =  ln(Cia:+Q~ln(C,fl;  +  C,) 

ist  die  Determinante  des  Satzes,  abgesehen  von  dem  Nenner 

gleich 


X 

1 

—  X 

-1 

c. 

-Gx 

-c. 

c,\ 

-c,c. 

Cr' 

c,c. 

(V 

C*Ci 

-C^ 

-c^c. 

Q' 

also,  wie  man  leicht  sieht,  identisch  gleich  Null,  so  daß  folg- 
lich nicht  alle  vier  Konstanten  C^,  C,,  C\,  C^  wesentlich  sind. 
Dies  erkennt  man  auch  ohne  weiteres  daraus,  daß  sich  die  vor- 
gelegte Funktion  auf  die  Form 
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bringen  läßt,  so  daß  ofiFenbar  nur  die  drei  Verhältnisse  der  vier 
Eonstanten  in  Betracht  kommen. 


§  2.  Dlfferentialgleiclinngen  in  allgemeiner  Form. 

787.  Allgemeine  Lösung.  Unter  dem  Bereiche  einet- 
gewöhfüidten  IHffereniialgleichung  r^^  Ordnung  in  einer  nicht 
nach  y^**^  aufgelösten  Form 

(1)  Fix,  y,  y', .  •  •  y<'0  -  0 

wird  ein  Yariabilitätsbereich  yerstanden,  innerhalb  dessen  F 
und  alle  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  von  F  stetige 
Funktionen  der  r  +  2  Veränderlichen  a?,  y,  y';  • .  •  y^''^  sind. 
Dieser  Bereich  soll  nie  yerlassen  werden.  Mit  Hilfe  der  Sätze 
11  und  12  Yon  Nr.  698  und  699  kann  man  die  Betrachtungen 
Ton  Nr.  781  und  782  leicht  auf  die  Gleichung  (1)  übertragen. 

Wenn  nämlich 
(2)  a:  =  a,    y  -  6,    y' «  6^,  . . .  y('-)  =  6^ 

ein  Wertsystem  innerhalb  des  Bereiches  ist,  das  der  Gleichung  (1) 
genügt y  fQr  das  aber  dFidi/^^^  nicht  gleich  Null  ist,  gibt  es 
danach  eine  und  nur  eine  Auflösung  der  Gleichung  (1)  nach  y^''^: 

(3)  i^'^  =  f{^,y,y,-.-f'>), 

die  innerhalb  einer  gewissen  Umgebung 

(4)  \x'-a\^h,    |y-6|^*,  ...iy(^-*>~6,.i!^Ä 

der  Stelle  (2)  alle  diejenigen  Werte  von  y^*")  definiert,  die  der 
Gleichung  (1)  in  einem  gewissen  Intervalle 

(5)  W'^-K\£h 

genügen.  Dabei  ist  die  Funktion  (3)  in  der  Umgebung  (4) 
stetig.  Auch  kommen  ihr  ebenda  stetige  partielle  Ableitungen 
erster  Ordnung  zu.  Die  Integration  der  Differentialgleichung  (1) 
kommt  also  in  der  durch  (4)  und  (5)  bedingten  Umgebung 
der  Stelle  (2)  auf  die  der  aufgelösten  Differentialgleichung  (3) 
zurück. 

Nun  kann  es  sein,  daß  zu  den  Werten 

(6)  x^a,    y^h,    y'-6i,...y('-»>=-6,_i 
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innerhalb  des  Bereiches  der  Differentialgleichang  (1)  mArere 
Werte  b^  von  y^**^  gehören,  die  der  Gleichung  (1)  genügen.  Wenn 
für  alle  diese  Werte  überdies  dF:dff^''^  +  0  ist,  gibt  es  mehrere 
aufgelöste  Differentialgleichungen  (3),  und  die  vollständige  In- 
tegration Ton  (1)  in  der  Umgebung  der  Stelle  (6)  ist  erst  dann 
geleistet,  wenn  aUe  so  hervorgehenden  Gleichungen  (3)  daselbst 
vollständig  integriert  worden  sind. 
Werden  Anfangswerte 

(7)        x^x^,    y-yo,    y  »  yi, . . .  y<^-^)  -  yo^'*"^^ 

in  der  Umgebung  der  Stelle  (6)  beliebig  angenommen,  so  ge- 
hört zu  ihnen  bei  jeder  einzelnen  der  hervorgehenden  Diffe- 
rentialgleichungen (3)  je  eine  Lösung  y  =  (p(x)  in  dem  Sinne, 
daß  q>(x)f  g)'(x), . . .  ip^^^^^x)  für  x  ^  Xq  die  Anfangswerte  y^, 
yjj, . . .  yQ^**"'^  haben.  Da  nun  die  Ableitung  y^**)  für  x^^x^ 
bei  jeder  einzelnen  Differentialgleichung  (3)  in  einem  gewissen 
Intervalle  um  den  zugehörigen  Wert  b^  herum  liegt,  siehe  (5), 
schließt  man  wie  in  Nr.  708  und  776,  daß  man  die  Um- 
gebung der  Stelle  (6)  soweit  beschränken  kann,  daß  überall  in 
der  Umgebung  die  Ableitungen  r^'  Ordnung  aller  Lösungen  f&r 
x^Xq  voneinander  verschieden  sind.  Entsprechend  den  Sätzen  4 
und  17  von  Nr.  708  und  Nr.  776  gilt  daher  der 

Sat0  6:     Wenn  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  r*^ 

Ordnung 

F{x,  y,  y',  . . .  y(-))  =  0 

an  einer  Stelle 


a:  =  a,    y  =  6,    y' —  ^i,  . . .  y^''"^^  =  &, 


r-l 


ihres  Bereiches  nur  durch  solche  Werte  von  y^*"^  befriedigt  wirdj 
für  die  dFidy^''^  nicht  gleich  Null  tvird^  gibt  es  eine  Umgebung 
dieser  Stelle,  in  der  nirgends  für  ewei  verschiedene  Lösungen  der 
Differentialgleichung  alle  Werte  von  y,  y',  y",  ...  y^^^  bei  der 
einen  mit  denen  bei  der  anderen  i4bereinstimmen. 

Wenn  man  rr  und  y  als  rechtwinklige  Koordinaten  in  der 
Ebene  deutet,  heißt  dies:  Zwei  Integralhurven  berühren  einander 
an  einer  Stelle  jener  Umgebung  niemals  in  der  /•*  Ordnung,  es 
sei  denn,  daß  sie  überhaupt  miteinander  identisch  sind^  vgl. 
Nr.  214. 
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788.  Btatgnläre  Elemente  r^^  Ordnung  nnd  eingn- 
Iftre  Utanngen«  Einen  InbegrifiF  von  Werten  Ton  Xy  y,  y\ 
.  . .  ^''^  nennen  wir  ein  Element  r^  Ordnung,  also  ein  Linien- 
element {Xy  y,  rf)  ein  Element  erster  und  ein  Erümmnngsele- 
ment  {Xy  yy  y\  ^')  —  vgl.  Nr.  783  —  ein  Element  zweiter  Ord- 
nung. Wir  sagen  femer:  Der  Funktion  oder  Kurve  y  =  9(a?) 
gehört  ein  bestimmtes  Element  r*^  Ordnung  {x^,  y^y  yj,, . . .  yo^*"^) 
an,  wenn  q>{x)y  q>\x),  . . .  ^^''\x)  für  o?  =-  Xq  die  Werte  y^,  y^ 
. .  .  y^^'^  haben. 

Der  Bereich  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  r^' 
Ordnung 

(1)  Fix,  y,  y,...  y('))  -  0 

besteht  hiernach  ans  lauter  Elementen  r^'  Ordnung,  nämlich 
ans  allen  denjenigen,  fQr  die  F  und  die  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  von  F  stetig  sind.  Die  Differentialgleichung 
definiert  innerhalb  dieses  Bereiches  eine  (r  +  l)-fach  unendliche 
Schar  van  Elementen  r*^  Ordnungy  weil  die  r  +  1  Größen  x,  y, 
y',  . . .  y^''"^^  beliebig  gewählt  werden  können,  während  (1)  den 
dazn  gehörigen  Wert  von  y^'')  bestimmt.  Eine  Kurve  ist  dann 
und  nur  dann  eine  IntegraUcurve,  wenn  sie  lauter  Elemente  r^"" 
Ordnung  hat,  die  der  Differentialgleichung  geniigen. 

Singular  soU  jedes  Element  r^  Ordnung  heißen,  das  der 
Differentialgleichung  (1)  genügt  und  für  das  überdies  dFidy^^^ 
gleich  NuU  ist.  Aus  den  letzten  Bemerkungen  der  vorigen 
Nammer  ergibt  sich  dann  als  Verallgemeinerung  des  Satzes  5 
von  Nr.  709: 

8at0  7:  Wenn  $wei  verschiedene  Integralkurven  einer  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichung  r**''  Ordnung  einander  an  einer 
SUÜe  in  höherer  als  {r  —  Vf^  Ordnung  beriihren,  haben  sie  da- 
selbst ein  singtdäres  Element  r^'*  Ordnung  gemein. 

Eine  Lösung  der  Differentialgleichung  (1)  soll  singulär 
heißen,  wenn  sie  lauter  singulare  Elemente  r*^  Ordnung  ent- 
hält. Sie  wird  durch  eine  singulare  Integralkurve  dargestellt. 
Alle  fibrigen  Lösungen  oder  Integralkurven,  nämlich  die  in 
voriger  Nummer  betrachteten,  heißen  regulär.  Eine  Differen- 
tialgleichung in  der  aufgelösten  Form 

y<r)-f(x,y,y',...i^r-i)) 
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hat,  da  hier  JP  =.  y*")  —  f^  also  dF :  d^""^  =  1  ißt,  Jceine  singa- 

lären  Elemente  r^'  Oi*dnuDg  und  keine  singnlären  Lösungen. 

Eine  Losung  y  »  9(^)  ist  also  singulär,  wenn  die  Werte 

y  -  9>(^),   y  -  9'(^), . . .  j^^>  =  9^''\^) 

nicht  nur  der  Gleichung  (1),  sondern  auch  der  Gleichung 

genügen.     Da  nun  aus  (1)  durch  vollständige  Differentiation 
nach  X  die  Gleichung 

dF  .  dF  t  .         .      dF     jr'\  t    dF    j^,i\       ^v 

hervorgeht,  liefert  (2)  für  die  singulären  Lösungen  noch  die 
Bedingung: 

Diese  Begriffe  und  Bedingungen  gehen  auch  hervor,  wenn 
man  die  Betrachtungen  von  Nr.  777  auf  dasjenige  System  erster 
Ordnung  anwendet,  das  mit  der  Differentialgleichung  (1)  nach 
Nr.  663  äquivalent  ist. 

Im  Falle  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  zeigte  sich  in  Nr.  711,  daß  eine  singulare  Integral- 
kurve unter  Umständen  ein  Ort  von  singulären  Punkten  regu- 
lärer Integralkurven  ist,  während  sich  in  Nr.  710  ergab,  daß 
die  Einhüllenden  regulärer  Integralkurven  singulare  Integral- 
kurven  sind.  Etwas  Entsprechendes  gilt  bei  Differentialglei- 
chungen höherer  Ordnung.  Wir  wollen  uns  hier  im  folgenden 
auf  die  Betrachtung  solcher  singulärer  Integralkurven  beschrän- 
ken, die  Einhüllende  von  regulären  Integralkurven  sind.  Dabei 
treten  wesentlich  neue  Gesichtspunkte  auf,  deren  Erörterung 
die  folgenden  drei  Nummern  gewidmet  sind. 

789.  BlnhtUlende  r^^^  Ordnung  als  Bingal&re  Inte- 
gralkorven.    Wir  sagen,  eine  einfach  unendliche  Kurvenschar 

(1)  y'-<p{x,C) 

mit  einer  willkürlichen  Konstante  ('  habe  eine  Einhüllende  von 
mindestens  r^"  Ordnung,  wenn  ihr  nach  Nr.  210  eine  Ein- 
hüllende zukommt  und  diese  Einhüllende  jede  Kurve  der  Schar 
in  mindestens  r*^^  Ordnung  berührt.  Die  Bedingungen  hierfür 
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sind  leicht  aufzustellen.  Nach  Nr.  210  muß  die  Einhüllende 
eine  Gleichung  von  der  Form 

(2)  y  =  9?(a?,  «(^r)) 

hahen,  so  daß  sie  an  jeder  Stelle  x  =-  x^  einen  Punkt  mit  der- 
jenigen Kurve  der  Schar  (1)  gemein  hat^  für  die  C  den  Wert 
fi{x^  annimmt.  Die  Gleichung  y  =  q>(x,  a)  stellt  also  die  Ein- 
hüllende oder  eine  einzelne  Kurve  der  Schar  (1)  dar,  je  nach- 
dem man  a  in  ihr  als  die  Funktion  von  x  oder  als  eine  Kon- 
stante auffaßt.  Nach  Nr.  214  ist  daher  für  eine  Einhüllende 
in  mindestens  r^'  Ordnimg  das  Bestehen  der  r  Gleichungen 
erforderlich: 

(3)  ^^^_e^  (i-l,2,...r). 

Dabei  setzen  wir  voraus,  daß  die  Funktion  a{x)  diiSerenzierbar 
sei.    Wegen 

gibt  die  erste  Bedingung 

(4)  9a  -  0, 

wie  zu  erwarten  war,  denn  dies  ist  die  schon  in  Nr.  210  an- 
gegebene Bedingung.  Wenn  a  die  Gleichung  (4)  befriedigt, 
wird  die  vollständige  Ableitung  von  (p  (x,  a)  nach  x  gleich  tp^. 
Folglich  kommt: 

Die  zweite  Bedingung  (3)  gibt  mithin  v?;^^^^*  ^^^  wa^  diese 
Gleichung  erfüllt,  so  wird  die  vollständige  Ableitung  zweiter 
Ordnung  von  fp{Xy  a)  nach  x  gleich  9^^,  so  daß 

~dx*  ~~       ^''^  +  '^«««*^ 

wird,  die  dritte  Bedingung  (3)  demnach  9^^^  »  0  liefert,  usw. 
Durch  Fortsetzung  dieser  Schlüsse  ergibt  sich  der 
8at0  6:  Eine  einfach  unendliche  Kurvenschar 

y  -  tp{x,  C) 

hat  dann  und  nur  dann  eine  Einhüttende  von  mindestens  r^ 

Ordnung 

y  «  (p{xy  a{x)), 

[780 


366    Kap.  y.   GFewÖhnliche  Differenüftlgleichmigen  höherer  Ordnung 
wenn  die  differenaierhcure  Funktion  a{x)  den  r  Bedingungen  genügt: 

da  '  dxdtx  f  '  '  '   daf-^Sa 

Gibt  es  eine  Einhüllende  r^'  Ordnung,  so  hat  sie  mit  jeder 
Kurve  der  Schar  (1)  ein  Element  r*"  Ordnung  (x,  y,  y,---  y^''0 
gemein.  Qehören  nun  die  Kurven  der  Schar  (1)  zu  den  Integral- 
kurven einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  r^'  Ordnung, 
so  befriedigen  alle  Elemente  r^'  Ordnung  der  Kurven  die  Diffe- 
rentialgleichung, demnach  auch  alle  Elemente  r^  Ordnung  der 
Einhüllenden,  die  mithin  ebenfalls  eine  Integralkurve  ist.  Nach 
Satz  7  der  letzten  Nummer  folgt  daraus,  daß  die  Einhüllende 
eine  singulare  Integralkurve  sein  muß.     Somit  gilt  der 

Sats!  9:  Gibt  es  unter  den  Integrälkurven  einer  gewöhn" 
liehen  Differentialgleichung  v*^  Ordnung  eine  einfach  unendlidte 
Schar,  die  eine  Einhüllende  von  mindestens  r^  Ordnung  hat,  so 
ist  die  Einhüllende  eine  singulare  Integralkurve, 

Dies  ist  die  Yerallgemeinenmg  des  Satzes  7  von  Nr.  710. 

790.  AnsatB  sur  Besttmnuing  der  elnhflllenden 
slngnl&ren  Intograllnirven.  Es  erübrigt  jetzt  die  Beant- 
wortung der  Frage,  wie  man  bei  einer  gewöhnlichen  Differen- 
tialgleichung r*®'  Ordnung 

(1)  F(_x,  y,  y,  . . .  y(-))  =  0 
aus  ihren  durch  eine  allgemeine  Lösung 

(2)  y  -  g>{x,  C„  C„...  C,) 

mit  r  Integrationskonstanten  Oj,  Cg,  . .  •  Cy.  dai^estellten  regu- 
lären Integralkurven  eine  einfach  unendliche  Schar  zu  ermilr 
teln  imstande  ist,  der  eine  Einhüllende  r^'  Ordnung  zukommt. 
In  einem  summarischen  Überblicke  soll  hier  das  anzuwendende 
Verfahren  angegeben  werden,  wahrend  wir  auf  die  funktionen- 
theoretischen Voraussetzungen  nicht  eingehen.  Bei  einer  gewöhn- 
lichen Differentialgleichung  erster  Ordnung  findet  man  die  Ein- 
hüllende durch  Differentiation,  Elimination  und  Substitution, 
siehe  Nr.  710,  im  Falle  r  >  1  bedarf  es  dagegen  noch  der  Integra- 
tion von  Differentialgleichungen,  wie  das  Folgende  zeigen  wird. 
Aus  der  Schar  (2)  wird  eine  einfach  unendliche  Schar  da- 
durch herausgegriffen,  daß  man  alle  r  Konstanten  G^jG^^,..  G^ 
gleich  Funktionen  einer  einzigen  Konstante  G  setzt.  Gibt  es 
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dann  eine  Einhüllende  der  herausgegriffenen  Schar,  so  geht  sie 
hervor,  sobald  man  diese  eine  Eonstaute  C  durch  eine  gewisse 
Funktion  a(x)  ersetzt.  Dadurch  treten  für  alle  r  Größen  C^, 
C^j, , .  C^  gewisse  Funktionen  von  x  ein.  Mithin  wird  die  ge- 
suchte Einhüllende  durch  eine  Funktion  von  der  Form 

(3)  y  =  9(^;  «l(^);  «jC^);  •  •  •  «r(^)) 

dargestellt,  wobei  cc^  (x),  a^(x)f  . , .  cc^(x)  noch  zu  ermittelnde 
Funktionen  von  x  bedeuten.  Da  für  einen  beliebigen,  aber 
bestimmten  Wert  von  x  alle  r  Funktionen  a^,  a,,  ...  a^  ETon- 
stanten  werden,  würde  diese  Einhüllende,  falls  sie  vorhanden 
wäre,  diejenigen  Kurven  der  Schar  (2)  umhüllen,  die  durch  die 
Gleichung 

y  =  ip(x,  a^{C),  aj(C), . . .  a^{C)) 

mit  nur  einer  willkürUchen  Eonstante  G  dargesteUt  sind. 

Je  nachdem  man  also  in  (3)  unter  a^y  cc^, . . .  a^  noch  zu 
bestimmende  Funktionen  von  x  oder  Funktionen  einer  Eon- 
stante G  versteht,  stellt  (3)  die  gesuchte  Einhüllende  oder  eine 
der  eingehüllten  Eurven  (2)  vor.  Für  die  Einhüllende  von  min- 
destens r^  Ordnung  bestehen  nach  (3)  in  voriger  Nummer  die 
r  Bedingungen: 

Wenn  nun  zur  Abkürzung 

gesetzt  wird,  zeigt  genau  dasselbe  Schlußverfahren  wie  in 
Toriger  Nummer,  daß  sich  die  r  Bedingungen  (4)  so  umformen 
lassen: 

"^      ^'    dx      ^'     dx*      v^,   ...   3^-1-^- 

Sie  lauten  ausführlich  geschrieben: 

^     «1+     ^     «,  +  •••+     ^     «,  =  0, 


(5) 


ö — 5^-    «1  +    5 — ö —    ««  +  •••+     Q    Z       «r  =  V, 
dxdcc^       ^         oxdcc^       *  dxda^  ' 


daf-^da,^^  daf'^dcc^^   '  '    dxT-^doc^   '' 
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Weil  nicht  alle  r  Funktionen  a^^,  a^,  ...  a^  konstant  sein 
sollen,  sind  a\y  a^,  . . .  a'r  nicht  sämtlich  gleich  Null.  Dem- 
nach sind  die  r  Gleichungen  (5)  nur  dann  miteinander  vertrag- 
lich, wenn  ihre  Determinante 


(6) 


d<p 

d(p 

aqp 

dcci 

a«. 

a«. 

d\fp 

a> 

d*v 

dxdoc^ 

• 

dxdoc^ 

•                                       m 

1        dTif 

•                                       • 

a^9 

dTtp 

aaf -1  da^ 

dxr-^dttt 

daf-^dar 

verschwindet.  Die  Determinante  kann  nun  aber  nicht  ftir  alle 
Funktionen  a^,  a^,  ...  a^  von  x  gleich  Null  sein,  denn  sonst 
müßte  sie  auch  dann  verschwinden,  wenn  a^,  o,,  . . .  a^  durch 
willkürliche  Eonstanten  C^^  G^,  . . ,  G^  ersetzt  würden,  was  aber 
nach  Satz  5  von  Nr.  786  besagen  würde,  daß  nicht  alle  r  Kon- 
stanten in  der  allgemeinen  Losung  (2)  wesentlich  wären,  somit 
die  Funktion  (2)  einer  Differentialgleichung  von  niedrigerer 
als  r^'  Ordnung  genügen  müßte. 

Wohl  aber  ist  es  denkbar,  daß  die  Determinante  (6) 
von  a^j  a^,  . . .  a^  frei,  d.  h.  entweder  eine  von  Null  verschie- 
dene Eonstante  oder  eine  Funktion  von  x  allein  wird.  Da  die 
Determinante  (6)  gleich  Null  sein  soll,  ist  beides  absurd,  d.  h. 
wenn  die  Determinante  (6)  frei  von  o^,  Og,  . .  •  a^  ist,  gibt  es 
keine  singulare  Lösung  von  der  gesuchten  Art. 

Es  bleibt  die  Annahme  übrig,  daß  sich  durch  Nullsetzen 
der  Determinante  (6)  eine  Gleichung  in  2:,  o^,  o,,  . . .  a^  ergibt, 
die  nicht  von  allen  Funktionen  a^,  a^,  ...  a^  frei  ist.  Wird 
dann  eine  von  ihnen,  etwa  a^,  daraus  berechnet  und  sie  nebst 
ihrer  Ableitung  in  (5)  für  a^  und  a'r  eingesetzt,  so  geht  das 
Gleichungensjstem  (5)  in  höchstens  r  —  1  Gleichungen  in  x, 

^1;  ^;  •  •  •  ^r-i  ^^^  ^17  ^'%}  ' ' '  K-i  ^^^1*;  di^  hinsichtlich  a\, 
o^,  . . .  a^.^  linear  sind.  Betrachten  wir  nur  den  allgemeinsten 
Fall,  wo  sich  diese  Gleichungen  nach  a^,  a^,  . .  .  a^^^  auflösen 
lassen,  so  geht  ein  System  von  der  Form 


^  =•  /y(«.  «1,  «1,  • .  •  «r-i)  0-  1>  2, . . .  r-  1) 
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hervor,  d.  h.  ein  System  von  Differentialgleichungen  in  der 
Normalform  für  die  r— 1  Funktionen  a^,  «j;--.  «r-i  ^^^  ^* 
Ist  es  vollständig  integriert  worden,  so  sind  c^,cc^f,,  a^__^ 
als  Funktionen  von  x  und  von  r—l  willkürlichen  Konstanten 
c^,  c^, .  . .  c^_|  ermittelt.  Dann  gilt  dasselbe  von  a^,  weil  dies 
eine  schon  bekannte  Funktion  von  x  und  von  ^i;  ctg, ...  a^.^ 
ist.  Einsetzen  der  Werte  aller  r  Funktionen  a  in  (3)  liefert 
schließlich  üne  (r  --  l)-fach  unendliche  Schar  von  singulären 
Integralkurven 

die  sämäich  EinhüUende  r^  Ordnung  der  regulären  Integral' 
h^rven  sind. 

Es  kann  sein,  daß  diese  Schar  ihrerseits  Einhüllende  hat, 
denn  man  kann  durch  Anwendung  desselben  Verfahrens  auf 
die  Schar  (7)  an  Stelle  der  Schar  (2)  Einhüllende  von  min- 
destens (r—1)*^  Ordnung  zu  ermitteln  versuchen,  da  in  (7) 
ja  r—  1  wesentliche  willkürUcbe  Eonstanten  c^,  Cj, . . .  c^_i  auf- 
treten. Jedoch  nichts  berechtigt  zu  der  Annahme,  daß  diese 
Einhüllenden  der  Schar  (7)  ebenfalls  singulare  Integralkurven 
sein  müßten.  Dies  ist  vielmehr  nur  dann  der  Fall^  wenn  sie 
EinhüUende  von  mindestens  r*^  Ordnung  sind. 

791.  Bin  BeispieL  Die  allgemeinen  Entwicklungen  der 
letzten  Nummer  sollen  durch  ein  schon  von  Lagrcmge  benutztes 
Beispiel  erläutert  werden. 

Die  Funktion 


8 


(1)  y  -  C\aj»  +  C,x  +  4(7.«  +  C,' 

mit  den  beiden  wesentlichen  Eonstanten  C'^  und  0,  genügt  der 
gewöhnlichen  Differentialgleichong  zweiter  Ordnung,   die  aus 

(1)  und 

durch  Elimination  ron  C^  und  C,  hervorgeht,  nämlich  dieser: 

(2)  (1  +  !i^)f>-^  i«(4y'  +  x)y"  +  y'*  +  xy' -y=-0. 

Um  die  einhüllenden  singulären  Integralkurven  zu  be- 
stimmen, ersetzt  man  C^  und  C^  in  (1)  durch  zwei  Funktionen 
cc^  und  o,  von  x  und  unterwirft  die  hervorgehende  Funktion 

(3)  y  =.  a^x*  +  ((3X  +  4«!*  +  «,* 
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(4) 


als  Funktion  (p{x,  a^,  a^)   den   Bedingungen  (5)   der  vorigen 
Nummer.     Sie  liefern  die  beiden  Gleichungen  : 

f  {x'  +  Soi)«;  +  ix  +  2«,)«;  -  0, 
2xa\  +  a'j «—  0. 

Nullsetzen  ihrer  Determinante  gibt: 

(5)  «t--^-T*' 

daher: 

(U         SB — • 

Werden  diese  Werte  in  (4)  eingesetzt,  so  liefern  beide  Glei- 
chungen (4)  dieselbe  Bedingung  für  a^: 

Dies  ist  eine  lineare  Differentialgleichung,  deren  Integration 
nach  Nr.  716  (mit  BQcksicht  auf  das  1.  Beispiel  in  Nr.  436 
sowie  auf  Nr.  461)  gibt: 

Hier  ist  c  die  Integrationskonstante.     Nun  folgt  aus  (5)  noch 


«2  = 


.  {hy[±{x  +  Vl  +  i')]  +  c}  -  I  a?. 


ij/l  +  a;' 

Wird  der  Logarithmus  zur  Abkürzung  mit  X  bezeichnet: 

X-Iii[±(a;+VTT^], 

SO  geht  durch  Einsetzen  der  Werte  von  a^  und  a^  in  (3)  die 
gesuchte  einfach  unendliche  Schar  von  Einhüllenden  zweiter 
Ordnung  hervor,  also  eine  Schar  von  singulären  Integralkurven: 

(6)  y  -  Ä(X  +  cf  +  \xyY+l?  (X  +  c)  -  d*'- 

Auflosung  nach  der  willkürlichen  Konstaute  c  gibt: 

(7)  yi6y  +  4xHa^-a?l/r+^--ln[±(a:+yr+är«)]  =  c. 

Die  einfach  unendliche  Schar  (6)  hat  ihrerseits  wieder 
eine  Einhüllende.  Man  bestimmt  sie,  indem  man  c  durch  eine 
Funktion  a{x)  ersetzt  und  dann  verlangt,  daß  die  Ableitung 
nach  a  verschwinde.     Dies  gibt: 

a{x)  «  -  rr  ]/r  '+x^  —  X, 
7»1] 
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und  wenn  man  diesen  Wert  in  (6)  f&r  c  einsetzt;  kommt  als 
Gleichung  der  Einhüllenden: 

(8)  y ^«»(4  +  «'). 

Diese  Kurve  (8)  berührt  jedoch  die  Kurven  (6)  nur  in  der 
ersten  Ordnung.  Ginge  sie  nämlich  mit  ihnen  Berührungen 
Yon  der  zweiten  Ordnung  ein^  so  müßte  (8)  eine  Lösung  der 
Differentialgleichung  (2)  sein^  vgl.  die  letzte  Bemerkung  in 
voriger  Nummer.  Man  sieht  jedoch;  daß  die  Funktion  (8)  die 
Differentialgleichung  (2)  nicht  befriedigt. 

792.  IntenuediAre  Integralgleiohnngen.  Es  ist  unter 
Umständen  möglich,  zu  einer  vorgelegten  gev^öhnlichen  Diffe- 
rentialgleichung r^'  Ordnung 

(1)  F{x,y,y\...y^r))~.0 

eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  von  niedrigerer  y  etwa 
s^  Ordnung 

(2)  Oix,  y,  y;  . . .  y<'))  -  0  (s  <  r) 

zu  ermitteln,  deren  reguläre  Lösungen  sämtlich  die  vorgelegte 
Differentialgleichung  (1)  befriedigen.  Eine  derartige  Gleichung 
(2)  heißt  eine  intermediäre  Integralgleichung  von  (1). 

Aus  (2)  folgt  durch  r  —  8  vollständige  Differentiationen 
nach  X  eine  Reihe  von  Gleichungen: 

von  denen  z.  B.  die  erste  ausführlich  geschrieben  so  lautet: 

In  allen  hat  die  jeweils  vorkommende  Ableitung  von  der  höch- 
sten Ordnung  y('+^),  y('+*>,  . . .  yC")  den  Koeffizienten  dO:dy^*\ 
Wird  nun  ein  Element  5*«'  Ordnung  {x^  y,  y',  . . .  y^'O  heraus- 
gegriffen, das  die  Gleichung  (2)  befriedigt,  aber  für  (2)  nicht 
Singular  ist,  für  das  also  d  0 :  dy^'^  von  Null  verschieden  ist,  so 
bestimmen  diese  r  —  5  Gleichungen  (3)  auch  y^'+*),  y^'^^; . .  .y^''^. 
Mithin  stellt  (2)  dann  und  nur  dann  eine  intermediäre  Lite- 
gralgleichung  von  (1)  dar,  wenn  sich  zu  jedem  regidären  Ele- 
ment s*^  Ordnung  der  Differentialgleichung  (2)  aus  (3)  ein 
Element  r^  Ordnung  ergibt,  das  der  Gleichung  (1)  genügt. 
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Hiernach  ist  es  erklärlich,  daß,  wenn  auch  die  regtüaren 
Lösungen  von  (2)  ohne  Ausnahme  Lösungen  von  (1)  sind,  den- 
noch die  singulären  Lösungen  von  (2)  keine  Lösungen  von  (1) 
zu  sein  brauchen.  Wenn  z.  B.  eine  singulare  Lösung  von  (2} 
als  Einhüllende  von  mindestens  s^*  Ordnung  aus  den  regulären 
Lösungen  von  (2)  hervorgeht  (wie  in  Nr.  790),  wird  sie  nur 
dann  zugleich  eine  Lösung  von  (1)  sein,  wenn  sie  eine  Ein- 
hüllende von  mindestens  r^  Ordnung  ist,  was  eben  im  all- 
gemeinen nicht  zutrifft. 

Die  intermediäre  Integralgleichung  (2)  heiß  singuiär,  wenn 
ihre  regiUären  Lösungen  singulare  Lösungen  von  (1)  sind.  An- 
dernfalls wird  man  sie,  wenn  es  überhaupt  angebracht  erscheint, 
dies  zu  betonen,  eine  reguläre  intermediäre  Integralgleichung 
nennen. 

Enthalt  die  intermediäre  Integralgleichung  (2)  keine  oder 
weniger  als  r  —  s  willkürliche  Eonstauten,  so  ist  die  Gesamt- 
heit ihrer  regulären  Lösungen  weniger  umfangreich  als  die  der 
regulären  Lösungen  von  (1).  Wenn  dagegen  in  (2)  noch  r  —  s 
willkürliche  Konstanten  (7,+i,  C,^j,  ...  6'^  auftreten: 

(4)  <P(a;,  y,  y',...  y«,  C,^„  G,^„  ...  C,)  -  0 

und  sich  die  r  —  8  Eonstanten  aus  dieser  und  den  r  —  s  —  1 
Gleichungen 

nicht  eliminieren  lassen,  ist  es  gewiß,  daß  die  Gesamtheit  der 
regulären  Lösungen  von  (4)  keine  gewöhnliche  Differential- 
gleichung von  niedrigerer  als  r**'  Ordnung,  die  von  den  will- 
kürlichen Eonstanten  frei  ist,  erfüUen  kann.  Wird  nun  die 
Differentialgleichung  (r  — «)*•'  Ordnung 

(6)  S^-O 

hinzugefügt,  so' gibt  die  Elimination  von  G^^i,  C,^^,  . . .  C^ 
aus  allen  r  —  s  -}- 1  Gleichungen  (4),  (5),  (6)  eine  gewöhnliche 
Differentialgleichung  r*^  und  nicht  niedrigerer  Ordnung,  so  daß 
die  Gesamtheit  der  Lösungen  von  (4)  gerade  r-fach  unendlich, 
also  gerade  so  umfangreich  ist  wie  die  der  Lösungen  von  (1). 
Alsdann  nennt  man  (4)  eine  allgemeine  intermediäre  Integral- 
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gleichung  ^'^  Ordnung  yon  (1).    Alle  nicht  allgemeinen  inter- 
mediären und  regulären  Integralgleichungen  heißen  partikular. 

Damit  also  eine  intermediäre  Integralgleichung  8*^'  Ordnung 
allgemein  sei,  ist  erforderlich ,  daß  sie  erstens  eine  mit  r  —  s 
willkürlichen  Konstanten  0,+i,  0^^^, , . .  C^  behaftete  Gleichung 
(4)  sei,  daß  zweitens  die  r  —  8  Gleichungen  (4)  und  (5)  hin- 
sichtlich Cg^if  C^^^,  —  C^  voneinander  unabhängig  seien  und 
daß  drittens  die  vorgelegte  Gleichung  (1)  eine  Folge  der 
r  —  s  +  1  Gleichungen  (4),  (5)  und  (6)  sei,  also  durch  Elimi- 
nation der  willkürlichen  Eonstanten  hervorgehe. 

Eine  allgemeine  intermediäre  Integralgleichung  von  (1) 
hat  zwar  eine  r-fach  unendliche  Schar  von  regulären  Lösungen 
wie  (1)  selbst,  und  diese  Lösungen  gehören  zu  denen  von  (1); 
daraus  folgt  jedoch  nicht  umgekehrt,  daß  jede  reguläre  Lösung 
von  (1)  auch  eine  Lösung  der  intermediären  Integralgleichung 
sei.  Denn  man  muß  bedenken,  daß  eine  Differentialgleichung 
(1),  die  in  einer  nicht  nach  ^''^  aufgelösten  Form  vorliegt, 
nach  Nr.  787  in  der  Umgebung  einer  Stelle  mehrere  Auf- 
lösungen nach  y^'*)  haben  kann,  von  denen  jede  eine  r-fach 
imendliche  Schar  von  Lösungen  hat.  Die  allgemeine  inter- 
mediäre Integralgleichung  (4)  braucht  also  z.  B.  nur  die  Lö- 
smigen  einer  von  diesen  aufgelösten  Gleichungen  zu  liefern, 
dagegen  die  der  anderen  nicht. 

Was  das  Vorhanden8ein  allgemeiner  intermediärer  Integral- 
gleichungen betrifft,  so  ist  zu  bemerken: 

Wenn 
(7)  y  »  v(x,  C\,  C/„  . . .  CV) 

eine  allgemeine  Lösung  von  (1)  in  einem  gewissen  Bereiche 
vorstellt,  sind  die  r  Gleichungen  ' 

y  =  9(a:,  Cj,  6,,  . . .  6^), 


(«) 


^  ^       "        dx        "'~ ' 


hinsichtlich  C^,  0,,  . . .  Cy  voneinander  unabhängig.  Folglich 
sind  die  8  ersten  Gleichungen  (8)  in  bezug  auf  gewisse  s  Kon- 
stanten Gf  etwa  in  bezug  auf  C^,  (7,,  ...  (7^,  voneinander  un- 
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abbingig.     Sind  nnn 

Cj  =  ilfj(x,  y,  y',...  y<'-'),  0.^.,,  C'.^.„  ...  0^) 

0--l,2,...s) 

die  Auflösungen  dieser  s  ersten  Gleichungen  nach  6'|  fC^y-  G^, 
'so  liefert  ihre  Substitution  in  die  (ä+1)**  Gleichung  (8)  eine 
allgemeine  intermediäre  Integralgleichung  s^'  Ordnung: 

»<•)  -  ©(a;,  y,  y',  . . .  y<-S  0,^.1,  (7,+„  . . .  Cj. 

Beispiel:    Es  sei  t«  eine  gegebene  Funktion  von  x  und 
^  allein.    Liegt  dann  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

(9)  y"-(i  +  y")(«.  +  y'«,) 

vor,  so  laßt  sie  sich  in  der  Form 

dsrc  tgy'  ^  du(x,y) 
dx  dx 

schreiben,  was  besagt^  daß 

(10)  arctgy  =M(a;,y)  +  C 

eine  allgemeine  intermediäre  Integralgleichung  erster  Ordnung 
ist.     Setzt  man  tg  u{x,  y)  gleich  v{Xy  y),  so  geht 

hervor.  Dies  ist  für  jeden  bestimmten  Wert  von  C  eine  parti- 
kulare intermediäre  Integralgleichung.  £s  mögen  C  zwei  ver- 
schiedene Werte  C^  und  C^  erteilt  und  die  Lösungen  der  beiden 
zugehörigen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  (11)  mit 
y^  und  y^  bezeichnet  sein^  so  daß 

ist.  Beide  Lösungen  y^  und  y^  stellen  je  eine  einfach  nnend- 
licbe  Eurvenschar  dar.  Ist  (x,  y)  der  Schnittpunkt  einer 
Enrre  der  einen  mit  einer  Karre  der  andern  Schar,  so 
stimmen  j^^  und  y,  an  dieser  Stelle  mit  y  Qberein,  so  dafi  aus 

(12)  folgt: 

„'        ^  +  *eGi        ,/        t'  +  tgCi 
^i"!— «tgC,'      *'»~1— etgO' 
d.  h. 

1  +  yi  yi     1  +  tg  (?t  tg  c.  -  *«<-*'i     ^»> 

Da  nun  y'^  und  y,  die  Tangens  der  Winkel  r^  und  T}  sind,  die 
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von  den  Tangenten  der  beiden  Kurven  an  der  Stelle  (x,  y)  mit 
der  positiven  a;-Acli6e  gebildet  werden,  ergibt  sich: 

tg  (t,  -  r,)  -  tg  (C,  -  C,). 

Für  jeden  bestimmten  Wert  von  C  definiert  daher  die  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  (11)  eine  einfach  unendliche 
Kurvenschar  derart,  daß  alle  Kurven  einer  Schar  alle  Kurven 
einer  anderen  Schar  unter  einem  konstanten  Winkel  schneiden. 
Jede  Schar  besteht  also  aus  isogonalen  Trajektorien  jeder  an- 
deren Schar,  vgl  Nr.  740.  Alle  Scharen  zusammen  sind  die 
Integralkurven  der  vorgelegten  Differentialgleichung  (9).  Wird 
etwa  diejenige  Schar  ausgewählt,  die  zu  (7  =»  0  gehört,  d.  h. 
die  Schar  der  Int^ralkurven  der  Differentialgleichung  erster 
Ordnung 

(13)  y  «"«(a^^y)    oder   y' =  tg  u(a;,  y), 

so  besteht  die  Gesamtheit  der  Integralkurven  der  Differential- 
gleichung (9)  aus  allen  Kurven,  die  die  durch  (13)  definierte 
einfach  unendliche  Schar  von  Kurven  y  unter  einem  konstan- 
ten Winkel  a  durchsetzen.  Der  Winkel  a  kann  dabei  alle 
möglichen  Werte  haben.  In  Kr.  740  war  er  dagegen  bestimmt 
gev^hlt  worden.  Da  die  Differentialgleichung  (9)  zu  den  im 
3.  Beispiele  von  Nr.  783  betrachteten  Gleichungen  (8)  gehört, 
ergibt  sich  im  besonderen  der  Satz  von  Cesäro,  nach  dem  alle 
diejenigen  Kurven,  die  durch  einen  Punkt  M  gehen  und  eine 
gegebene  einfach  unendliche  Schar  von  Kurven  y  unter  kon- 
stanten Winkeln  schneiden,  in  M  Krümmungskreise  haben, 
die  ein  Büschel  bilden. 

§  8.  Integrationsmethoden. 

798.  Wiederholte  Quadraturen.  In  diesem  Paragraphen 
sollen  einige  Klassen  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
höherer  Ordnung  vorgeführt  werden,  die  entweder  durch  Qua* 
draturen  oder  durch  Integration  von  Differentialgleichungen 
von  niedrigerer  Ordnung  vollständig  integrierbar  sind. 

Wir  beginnen  mit  einer  Differentialgleichung  r^  Ordnung 
von  der  besonderen  Form 

(1)  y<'>  •=■  m 

[7»»,  708 


376    Kap.  y.    Gewöhnliche  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung^ 

in  der  nur  y^'*)  und  x  Torkommt.  Ihre  allgemeine  Integration 
erfordert  r  nacheinander  auszuführende  Quadraturen,  die  f^''^^\ 
y<''""*^. . . .  y\  y  ergeben.  Werden  fQr  x^  x^  die  Anfangswerte 
y^i  Vo)  '  "V^'^"^^  vorgeschrieben  und  wird  die  Funktion,  die 
aus  f{x)  durch  Xrmalige  Integration  von  x^  bis  x  hervorgeht, 
mit  f^{x)  bezeichnet,  so  daß  allgemein 

X  X 

(2)  f,W)-ffki')dx    und    f,{x)^ff(x)dx 
ist,  so  kommt: 

»<-»)  = /i(a;)  +  yo<'-«, 

usw.   and  schließlich,   wenn  noch  die  mit  x  —  x^  behafteten 
Glieder  umgestellt  wetden: 

(3)  y  =  fXx)  +  yo  +  A  yo'(»  -  ««)  +  li  yo"(«  -  ai,)»  +  •  •  • 

Die  r  aufeinanderfolgenden  Quadraturen  lassen  sich,  durch 
eine  einzige  ersetzen,  bei  der  allerdings  der  Integrand  noch  eine 
willkürliche  Eonstante  enthali  Teilweise  Integration  gibt 
nämlich  nach  (1)  in  Nr.  415  f&r  u^f^  (x)  und  i;  =  o;: 

X  XX 

ft{^)  ==  [^/i(^)]    *~y  fi(x)xdx  =  xj f{x)dX'-*j f{x)xdx. 

Unter  den  Integralzeichen  darf  die  Veränderliche  x  mit  jg  be- 
zeichnet werden,  so  daß  kommt: 


XX  X 


U{x)  =  xff{8)dz  -ff(e)gd0  -ff(g)  (x  -  B)de. 

Xff  Xq  Xq 

Nun  steht  f^(x)  zu  /^(a;)  nach  (2)  in  derselben  Beziehung  wie 
fj(x)  zu  f(x)]  demnach  ergibt  sich  ebenso: 

X 
«0 

Nach  der  Formel  (1)  in  Nr.  415  für  die  teilweise  Integration, 
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worin  jetzt  x  durch  jet,  u  durch  /i  ($)  und  t;  durch  —  \{x  —  z)* 
zu  ersetzen  ist^  kann  man  hierfQr  schreiben: 


S^X  X 


Mtsx^  Xo 

Das  erste  Glied  rechts  hat  an  der  oberen  Grenze  z  ^  x  wegen 
des  Faktors  x  —  0  und  an  der  unteren  Grenze  0  =  x^  wegen 
des  Faktors  fiix^)  den  Wert  Null.  Außerdem  ist  /"/(jer)  =>  f(0), 
so  daß  kommt: 

X 

Man  vermutet  demnach,  daß  allgemein 

X 

(4)  f,(x)  -  -^^^^y,-  /^W  (a;  -  0)*->rf;er 

sein  wird,  und  dies  ist  durch  Schluß  von  k  auf  k  +  1  sofort 
zu  bestätigen.  Nach  (3)  ergibt  sich  demnach  die  gesuchte  all- 
gemeine Lösung  der  Torgelegten  Differentialgleichung  (1)  in 
der  Form: 

X 

(5) .         »  =  fr-i-i) .  /^W  (^  -  'X-  '««^  +  yo  + 

Nebenbei  bemerkt  ist  die  Formel  (4)  in  einer  anderen 
Einkleidung  schon  in  Nr.  421  enthalten. 

794.  a-lelohimgen  iwisohen  j^''>  und  y^'"'^^  allein. 
Wenn  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  r^  Ordnung  Yon 
der  besonderen  Form 

(1)  FCi^-i),  y«)  -  0 

nach  y^'^^  auflö^r  ist: 

(2)  »("-/•(»<'-«), 

kann   man  so  vorgehen:  Als  neue  Veränderliche  0  wird  ^''"^^ 
eingeführt,  so  daß 

ist  und  also  eine  Quadratur 
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liefert.  Wenn  die  Quadratur  ausführbar  und  die  hervorgehende 
Oleichung  nach  0  auflösbar  ist,  so  daß  sich  jb  als  Funktion 
von  X  und  C  darstellt,  kennt  man  y^^~^^  als  Funktion  von 
X  und  C,  so  daß  die  weitere  Integration  so  verlauft,  wie  es  in 
voriger  Nummer  erörtert  wurdei  Aber  auch,  wenn  man  0 
nicht  als  Funktion  von  x  bestimmen  kann,  gelingt  die  Inte- 
gration durch  eine  Beihe  aufeinander  folgender  Quadraturen, 
sobald  man  durchweg  z  statt  x  als  unabhängige  Veränderliche 
benutzt.   Denn  es  ist: 

dyC-«)  =  t^'"'^)dx  =  0dx 
und  daher  nach  (3): 

woraus  sich  ergibt: 
Nun  kommt  weiterhin: 

d^r^^)^yir-^dx^^-^. 

also: 

usw.     Schließlich    liefern    insgesamt  r  —  1    Quadraturen    eine 

Formel: 

y  -  <)p(£r)  +  0,  +  C,ir  +  .  . .  +  a.i^-*. 

Außerdem  gibt  (4)  etwa: 

X  ^  ^(g)  +  C. 

Hiermit   sind  x  und  y  als  Funktionen  der  Hil&veränderlichen 
sf  mit  r  Integrationskonstanten  C,  (7|,  C,, . . .  C^.i  gefunden. 

FaUs  die  vorgelegte  Differentiaigleichung  (1)  nach  y^*"""'^ 
auflösbar  ist: 

(5)  y<'-')-/^(s^')), 

kann  man  y^**)  als  neue  Veränderliche  t  einführen.  Dann  kommt: 

(6)  i^'^-'^-m. 

Nun  ist 


• 
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aIsoi 

dx  -  ^^ ,      dy<'-  »)  -  y(--  »)d«  =  ?' f ä'—  • 

Daher  Hefert  (6) 

80  daß  sich  duTch  Quadraturen  ergibt: 

X  -  r^  +  tonst,     yCr-  *)  «  r^  d^  +  konst. 
Ferner  wird: 

also: 

Da  y^''"*^  schon  als  Funktion  von  t  berechnet  worden  ist,  liefert 
eine  abermalige  Quadratur  auch  y^^'^^  als  Funktion  von  t 
¥%hrt  man  so  fort,  indem  man 

usw.  benutzt,  so  geht  schließlich  auch  y  als  Funktion  der  Hilfs- 
Teränderlichen  t  mit  r  —  1  Integrationskonstanten  hervor. 

Wenn  die  Differentialgleichung  (1)  weder  nach  y^''^  noch 
nach  f^''"^^  atrflösbar  ist,  es  aber  gelingt^  diese  Größen  als  Funk- 
tionen 
(7)  »<'>-AW,    y<'-*>-ft(r) 

einer  HUfsioeränderlichen  t  so  0U  bestimmenj  daß  sie  die  Olei- 
ckung  (1)  befriedigen,  folgt  aus 


{r) 

äx        ^ 
sofort: 


dx^^^' 

Eine  Quadratur  gibt  x  als  Funktion  von  r    mit  einer  Eon- 
stante.  Femev  ist: 

also  liefert  eine  Quadratur  ftir  ^''"^  eine  Funktion  von  r  mit 
einer  Eonstante.   Weiterhin  wird: 
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dyC--»)  «  ,/r-i)dx  -  y^iZ^^ 


USW.,  80  daß  schließlich  auch  y  als  Funktion  von  x  mit  r  —  1 
Konstanten  hervorgeht. 

Beispiel:  Bei  wdchen  Kurven  in  der  Ebene  ist  die  Pro- 
jektion des  Krümmungsradius  auf  eine  gegä>ene  Gerade  von 
konstanter  Länge  a?  Wird  die  Gerade  als  y- Achse  gewählt, 
so  erhält  man  nach  (2)  in  Nr.  169  und  (1)  in  Nr.  197  die 
Differentialgleichung 

(8)  '-^-  =  a, 

die  sich  der  Form  (1)  für  r  »  2  unterordnet   Wir  setzen  nach 
dem  ersten  Verfahren  y'  ^  0  und  erhalten: 

"  a  a 

daher: 

C     dB 

also,  wenn  etwa  x  =>  x^  für  jer  =  0  sein  soll: 

a  arc  tg  if  —  a;  —  a;^,. 

Mithin  ist  Js  ^^  ig[{x  —  XQ):a]^  so  daß  weiterhin  kommt: 

dy  -=  0dx  =  tg  -"^-^o  .  dx 

und,  falls  y  für  a;  =  Xq  den  Wert  y^  haben  soll: 


X 


(9)  y  —  yo^J  tg  -  -^  drc  -  —  a  In  cos  5—5? , 

Tgl.  das  3.  Beispiel  in  Nr.  452.  Die  Differentialgleichung  (8) 
ordnet  sich  der  im  Beispiele  Ton  Nr.  792  betrachteten  Differen- 
tialgleichung (9)  unter,  indem  insbesondere  u  gleich  x:a  ist. 
Demnach  sind  die  Kurven  (9)  nach  (13)  in  Nr.  792  die  iso- 
gonalen Trajektorien  der  Integralkuryen  der  Differentialglei- 
chung: 

y'  =  tg 


X 

a 

d.  h.  der  Kurven: 


(10)  j/  =  —  a  In  cos      +  konst. 
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Nach  dem  3.  Beispiele  in  Nr.  783,  worin  jetzt  X=«0,  ft  —  —  l:a 
zu  setzen  ist,  haben  alle  diejenigen  Kurven  (9),  die  einen  Punkt 
M  oder  (a;,  y)  gemein  haben,  in  M  solche  Krümmungskreise, 
die  ein  Büschel  bilden,  und  zwar  zeigt  (9)  in  Nr.  783,  daß  der 
zweite  gemeinsame  Punkt  dieser  Krümmungskreise  die  Koor- 
dinaten X  -B  ^,  y  '^  y  +  2a  hat. 

79B.  Olelohnngfen  iwisohen  j/^**)  nnd  y^*"-^  allein. 
Wir  betrachten  zunächst  den  Fall  r « 2,  d.  h.  Differential- 
gleichungen von  der  Form: 

(1)  Fiy.  y")  ^  0. 

Sie  spielen  eine  Bolle  in  der  Mechcmik.  Wenn  x  die  Zeit  und 
y  eine  yeränderliche  Größe  bedeutet,  ist  y  die  Geschwindigkeit 
nnd  i/"  die  BesdUeimigungy  und  bei  manchen  Aufgaben  der 
Mechanik  kommt  es  darauf  an,  y  zu  ermitteln,  wenn  eine  Be- 
ziehung zwischen  der  Ghröße  y  selbst  und  ihrer  Beschleunigang 
y"  bekannt,  also  eine  Gleichung  (1)  gegeben  ist. 

Wenn  die  Gleichung  (1)  nach  y"  aufgdöst  werden  kann: 

(2)  y"  =  f{y), 

ergibt  sich  durch  Multiplikation  mit  2y'  oder  2dy :  dx,  weil 
2y'y"  die  Ableitung  von  ^^  ist: 

AisC^  =  Vi3i)dy, 

mithin  durch  eine  Quadratur 

(3)  y'*-y^*-2fmdy, 

wenn  für  x^  x^  die  Anfaugswerte  y^  und  y^  vorgeschrieben 
werden.  Ist  die  Quadratur  erledigt,  so  kennt  man  y  oder 
dyidx  ab  Funktion  von  y^  also  auch  den  reziproken  Wert 
dx :  dy,  so  daß  eine  Gleichung 

dx-^g){y)dy 
besieht,  aus  der  sich  durch  eiue  Quadratur 

x-x^^j  q>{y)dy 

auch  x  als  Funktion  von  y  ergibt. 

Wenn  die  Gleichung  (1)  nach  y  auflösbar  ist: 

(4)  y  -  f(3f"), 

[794,  79S 


382    Kftp-  V.   Gewöhnliche  Diffecentialgleichiingen  höherer  Ordnung 

kann  man  \('  als  unabhängige  Yeränderliclie  z  einführen.  Denn 
aus  d(y'')«- 2y"dy  und  dy^f{z)d»  folgt  dann 

d{y'^)  -  2zr{B)dis, 
so  daB  eine  Quadratur  liefert: 

(5)  y«  -  2fzf\e)de  +  konst. 

Durch  ihre  Erledigung  wird  y'  eine  bekannte  Funktion  von  g. 
Durch  noch  eine  Quadratur  geht  dann  aus 

dy      dm      nß)dz 

y        y  y 

worin  für  y  diese  Funktion  von  g  einzusetzen  ist,  auch  x  als 
Funktion  von  e  hervor. 

Wenn  die  Gleichung  (1)  weder  nach  y"  noch  nadi  y  auf- 
lösbar ist,  wohl  aber  durch  zwei  Funktionen 

(6)  y-9(t\  y'-^{t) 

einer  Hüfsveränderlichen  t  befriedigt  werden  kann,  ergibt  sich 

d{i/')^2f/'dy^2t{tWi*)dt, 
also  durch  eine  Quadratur: 

(7)  y  *  =  2fif(t)(p'(t)dt  +  konst. 

Nachdem  i/  als  Funktion  von  t  gefunden  ist,  berechnet  man  x 
'  mittels  einer  Quadratur  aus 

dx^"^^^^. 

y         y 

worin  für  y   die  bekannte  Funktion  von  t  einzusetzen  ist. 

Wir  betrachten  allgemeiner  eine  gewöhnliche  Differential- 
gleichung r^  Ordnung,  die  nur  y<'^>  und  y^*""*^  enthält: 

(8)  F{y(r-^\y(r))^0, 

Setzt  man  y('''~^)  »  g^  so  geht  eine  Differentialgleichung  Zureiter 

Ordnung  für  g  hervor: 

F(g,  xr")  -  0, 

die  nach  den  soeben  angegebenen  Verfahren  zu  behandeln  ist. 
Der  zuletzt  besprochene  Fall  (6)  ist  der  allgemeinste;  wir 
nehmen  deshalb  tcn,  es  seien  g  und  /'  oder  y^**"*^  und  y<'*>  be- 
kannte Funktionen  einer  Hüfsveränderlichen  ^;  auch  sei  schon 
wie  vorhin  x  mittels  zweier  Quadraturen  als  Funktion  von  t 
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ermittelt.    Dann  kennt;  man  zwei  Gleichungen  von  der  Fonu: 

Da  nun 

iBty  gibt  eine  Quadratur  auch  ^''''^  als  Funktion  von  t,  ebenso 
eine  weitere  Quadratur  if^''~^^  usw.^  schließlich  wird  auch  y  als 
Funktion  yon  t  gewonnen. 

i.  Beispiel:  Ist  ein  Punkt  mit  einer  festen  Stelle  0 
dasHsch  verknüpft  und  wird  er  um  eine  Strecke  a  von  0  ent- 
fernt, so  strebt  er  in  die  Ruhelage  0  zurück  und  beschreibt 
infolgedessen  geradlinige  Schwingungefty  diC;  wie  die  Mechanik 
lehrt^  der  Differentialgleichung 

(9)  f m'y 

Glenüge  leisten^  worin  y  die  Entfernung  yon  0,  gemessen  mit 
Vorzeichen;  und  die  unabhängige  Veränderliche  x  die  Zeit  be- 
deutet, während  m'  eine  positive  Eonstante  vorstellt.  Nach  (3) 
kommt  hier,  weil  f(ff)  «  —  m^y  ist: 

y'»-yo'«-m»(yo*-A 
also: 


Wird  die  Zeit  x  von  einem  Augenblicke  an  gerechnet,  in  dem 
der  Punkt  durch  0  geht,  so  ist  y^  »  0  zu  setzen,  also: 

Aus  dx  :  dy  ^  l :  i/  folgt  weiter: 


0 

oder: 


-  /     ^y       ^  ^ 


a:  —   I  - "- — r^  =«  —  arc  sm  -  ? 


y© 

V  =  -    sin  mx. 


Da  a  die  Mazimalentfemung  des  Punktes  von  0  ist,  hat  man 
a  ^  y^  :  m,  d.  h.  y^  »  am  zu  setzen.   Also  ist 

y  =  a  sin  mx 

das   gesuchte   Gesetz.    Es   zeigt,    daß   der   Punkt    sogenannte 
Sinusschwingungen  ausführt. 

3.  Beispiel:  Bei  welchen  Kurven  in  der  Ebene  ist  der 
Krümmungsradius  eum  Kfibus  der  Normale  propartiofujd?   Nach 
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Nr.  170  ist  die  Normale  gleich  —  yY!  +  y\  und  nach  (1)  in 
Nr.  197  wird  demnach  gefordert: 

wobei  a  konstant  ist.     Nach  (2)  ist  daher  /*(y)  gleich  1  :  atf^ 
zu  setzen^  so  daß  (3)  liefert: 

wo  Ol  konstant  ist.    Aus  dx :  dy  =  1  :  y    folgt  weiter,  wenn 
Ci  +  0  ist: 


,    r   .Jl^^  +  tonst.  -  ^  ]/Ciy»~-^  +  konst. 


oder: 

{C\x  -  konst.)«  -  Cy  +  -^  =  0. 

Diese  Kurven  sind  Ellipsen  und  Hyperbeln,  von  denen  eine 
Achse  die  o?- Achse  ist.  Wenn  dagegen  C\  =  0  ist^  ergeben 
sich  die  Parabeln 

X  ^  -\y*  Y—  a  +  konst., 

deren  Achsen  auf  der  a;-Achse  liegen. 

796.  Olelohnngen,  in  denen  die  unbekannte  Funk- 
tion oder  die  nnabhftngige  Teränderllohe  nloht  voin 
kommt.  Wenn  in  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung 
r^  Ordnung  für  y  die  unbeJcannte  Funktion  y  selbst  nicht  auf- 
tritt, kann  es  sein,  daß  etwa  auch  y'  fehlt,  ebenso  y"  usw.  um 
sogleich  den  aUgemeiusten  Fall  zu  betrachten,  nehmen  wir  an, 
daß  y,y)y'\  -  ^  »y^*^  fehlen,  dagegen  y^*"*"^^  vorkomme,  wobei 
s  <.r  sei,  d.  h.  daß  die  Differentialgleichung  die  Form  habe: 

(1)  -F(a:,y('+*),y('+%...y('->)  =  0. 

Hieraus  ergibt  sich  für  j?  =»  y(*  +  ^)  sofort  eine  Differential- 
gleichung (r  —  s  —  !)*•',  also  niedrigerer  Ordnung: 

Ihre  Integration  kann  nicht  umgangen  werden.   Stellt 

(2)  e-,^'^'^^q>ix,ü,^„C,^,,...C;) 

ihre  allgemeine  Lösung  mit  r  —  s  —  l  Integrationskonstian- 
ten  C,^j,  6',^s,  ...  C^  dar,  so  liegt  in  (2)  eine  Differential- 
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gleichung  (s  +  1)^  Ordnung  für  y  yor^  die  nach  Nr.  798 
durch  Quadraturen  zu  erledigen  ist,  weil  rechts  außer  Konstanten 
nur  die  Veränderliche  x  auftritt. 

Wenn  eine  Differentialgleichung  r^  Ordnung  gegeben  ist, 
in  der  die  undbMngige  Veränderliche  x  selbst  fehU: 

(3)  F(y,y,...y('-))-0, 

empfiehlt  es  sich^  zunächst  die  Grröße  t^,  die  wir  mit  p  be- 
zeichnen wollen,  als  Funktion  von  y  zu  berechnen.  Es  kommt 
nämlich: 

^        dx      -^^     ^         dx       dxidy      ^  dy 

^  dx      '^      dxidy  ^\dy)  '^^  dy* 

UBW.  Allgemein  wird  y^"^  eine  Funktion  yon  p  und  Ton  den 
Ableitungen  von  p  nach  y  bis  zur  (r  —  1)*^  Ordnung  einschließ- 
lich. Demnach  geht  durch  Einsetzen  dieser  Werte  in  (3)  eine 
Differentialgleichung  (r  —  1)*^  Ordnung  für  die  Fimktion  p 
henror,  wahrend  y  die  unabhängige  Veränderliche  ist.  Weil 
nämlich  (3)  von  x  frei  ist,  fehlt  x  auch  in  der  neuen  Gleichung. 
Die  Integration  dieser  Differentialgleichung  (r  —  1)*^  Ordnung 
für  p  ist  nicht  zu  umgehen.   Stellt 

p  =  y(y,  Gl,  C„  . . .  C^.J 
ihre  allgemeine  Lösung  mit  r—1   Integrationskonstanten  C^, 
^sf'^r-i  ^^;  ^^  ergibt  sich  aus   dx=^dy:p   durch  noch 
eine  Quadratur  auch  x  als  Funktion  von  y. 

In  dieser  Nummer  sind  Integrationsverfahren  angegeben, 
die  erst  dann  auf  Quadraturen  führen,  wenn  man  eine  gewisse 
Differentialgleichung  integriert  hat,  die  yon  niedrigerer  Ord- 
nung als  die  vorgelegte  ist.  Der  Vorteil  besteht  hier  also  in 
der  Erniedrigung  der  Ordnungszahl, 

797.  Beispiele  aus  der  Theorie  der  ebenen  Kurven. 

i.  Beispiel:  Es  sollen  diejenigen  Kurven  in  der  Ebene  ge- 
flmden  werden^  deren  Krümmung  eine  gegebene  FunUion  ihrer 
Abseisse  ist.  Wenn  f(x)  diese  gegebene  Funktion  ist,  lautet 
die  Forderung  nach  (1)  in  Nr.  195  so: 

yi  +  y'i»      '^  ^ 
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Sie  ist  YOii  y  frei  und  daher  eine  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  fiir  y,  aus  der  sich  ergibt: 

oder: 

Wird  unter  F(x)  eine  Funktion  verstanden^  deren  Ableitung 
die  gegebene  Funktion  f(x)  ist,  so  wird: 

,  ^        Fix)  +  C, 

^  ^Vl-[F{x)  +  Cy 

wo  £7|  die  Integrationskonstante  bezeichnet.  Abermalige  Qua- 
dratur gibt: 

JVl-'[F{x)  +  C,Y        ^    * 

Soll  z.  B.  die  Krümmung  der  Kurve  eur  Abseisse  proportional 
sein,  wie  es  bei  der  sogenannten  daslischen  Kurve  in  der  Me- 
chanik der  Fall  ist,  so  hat  man  f{x)  gleich  2aXy  also  F{ic) 
gleich  as^  zu  setzen,  wobei  a  eine  Eonstante  bedeutet  Dann 
geht  fOr  y  ein  dliptisches  Integral  hervor,  vgl.  Nr.  440. 

2.  Beispiel:  Es  sollen  diejenigen  Kurven  in  der  xy-Ehene 
bestimmt  werden,  die  der  Differentialgleichung  dritter  Ordnung 

(1)  3yY'»-(l+y'V"-0 

genügen.  Weil  y  fehlt,  ist  dies  eine  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  fdr  y'\  weil  ferner  x  fehlt,  bestimmt  man  nach  dem 
zweiten  Verfahren  der  letzten  Nummer  zunächst  z  »  dy  :  dx 
oder  y'  als  Funktion  von  y\    Da 


/// 


dz        deidy'  ^      dz 
^         dx       dx:  dy'  dy' 

ist,  gibt  (1): 

Ss^/r«  ~  (1  +  y'^)z  ^.  »  0. 

Zunächst  tritt  der  Faktor  0  heraus.  Die  Annahme  jer  —  0  oder 
f  «  0  liefert  die  Geraden  der  Ebene  (vgL  1.  Beispiel  in  Nr.  783). 
Wenn  dagegen  z  +  0  ist,  bleibt  die  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  für  die  Funktion  a  von  f/  übrig: 

dz        ^y'dy' 
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liier  sind  die  Veräuderlicheu  getrennt,  so  dafi  sich  sofort 

mit  der  Integratiooskonstante  C^  ergibt.    Weil  0  die  Ableitung 
dy:  dx  ist,  folgt  weiter  aus  dem  reziproken  Werte: 

X  =^  I -^ ,  « .?__z_:_:  +  konst. 

und  hieraus  durch  Auflösung  nach  y   eine  Gleichung  von  der 

Form : 

,       dy  _         C^x+C^ 


rf«       l/l-(Oia:  +  C,)*' 

worin  C^  konstant  ist.  Wegen  xr  =-  /'  +  0  ist  C^  +  0,  so  daß 
durch  Quadratur  herrorgeht: 

Dabei  stellt  C^  die  dritte  Integrationskonstante  vor.  Demnach 
kommt: 

Dies  aber  ist  die  Gleichung  eines  Kreises.  Da  jeder  Kreis  einer 
solchen  Gleichung  genügt,  toird  die  Differentialgleichung  (1) 
von  edlen  Kreisen  der  Ebene,  auch  von  den  Geraden^  erfiäU^  wie 
schon  aus  Satz  21  und  22  von  Nr.  218  zu  folgern  war. 

3.  Beispiel:  Gesucht  werden  diejenigen  Kurven  in  der 
Ebene,  deren  Krümmungsradius  zur  Normale  proportional  ist 
Die  Differentialgleichung  lautet  nach  Nr.  170  und  Nr.  197: 

Hier  fehlt  x,  also  ist  das  zweite  Verfahren  der  vorigen  Num- 
mer anwendbar.  Danach  wird  y'^p  eingeführt  und  i/'^pdp:dy 
gesetzt,  so  daß  sich  ergibt: 

/Jj'..!fLy  +  kon8t. 
oder: 


f. 


yi  +!>«  — konsiy*». 

Weil  die  linke  Seite  von  Null  yerschieden  ist,  gilt  dasselbe 
von  dem  konstanten  Faktor,  so  daß  man  schreiben  darf: 
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wobei  c  die  IntegratiouBkonstante  ist.     Auflösung  nach  1  :  p 
oder  dx :  dy  und  Quadratur  gibt  scbließlich: 

(3)  X  =  /--^_1=^  -  +  konst. 

1 

Die  Differentialgleichung  (2)  gehört  zu  denjenigen,  die  im 
3.  Beispiele  von  Nr.  783  besprochen  wurden.  Denn  sie  geht 
aus  der  Gleichung  (8)  jener  Nummer  bei  der  Annahme  iL »  0, 
ft  =  —  1 :  ay  hervor.  Die  zweifach  unendliche  Eurvenschar  (3) 
hat  somit  die  Eigenschaft,  daß  alle  diejenigen  Kurven  der 
Schar,  die  durch  einen  gemeinsamen  Punkt  M  oder  (x,  y) 
gehen,  in  M  Erümmungskreise  haben,  die  noch  durch  einen 
zweiten  gemeinsamen  Punkt  M  gehen,  dessen  Koordinaten  nach 
(9)  in  Nr.  783  sind: 

x-^Xy    y  =  (2a  +  l)y. 

Wir  heben  einige  besondere  Fälle  hervor:  Für  a  =  —  1  ergeben 
sich  Kreise,  deren  Mitten  auf  der  x-Achse  liegen^  für  a  =  2 
Parabeln,  deren  Leiäinie  die  x- Achse  is^,  für  a  —  —  2  genmne 
Zykloiden,  deren  Rollbdhn  die  x-Achse  ist.  Besonders  bemer- 
kenswert ist  noch  die  Annahme  a  »  1 ,  die  zu  den  KeUenlinien 

_    e  '    +e     ' ) 

führt  (vgl.  Nr.  225  und  das  2.  Beispiel  in  Nr.  713).  Dies  sind 
diejenigen  Kettenlinien,  deren  Evolventen  Traktrisfen  mit  der 
X-Achse  cUs  Leitlinie  sind. 

798.  Botationsfläohen  konstanter  Krflmmung. 
Weitere  Beispiele  entnehmen  wir  der  Flachentheorie.  Dabei 
sei  vorausgeschickt:  Nach  Nr.  348  sind  die  Meridiane  und 
Breitenkreise  einer  Rotationsfläche  ihre  Krümmungskorven. 
Nach  Nr.  321  ist  deshalb  der  eine  Hauptkrümmungsradius  R 
eines  Punktes  M  der  Fläche  gleich  dem  Krümmungsradius  des 
Meridians  und  der  andere  gleich  der  Länge  MN  der  Normale 
des  Meridians,  gemessen  bis  zum  Schnittpunkte  mit  der  Flächen- 
achse. Wird  diese  Achse  als  :r-Achse  gewählt,  so  kann  die 
Meridiankurve  in  der  Foim  y  ^  f(x)  dargestellt  werden.  Nach 
Nr.  170  und  Nr.  197  ist  nun  

MN^-yyi+y\     Ä  =  >^/" 

9 
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mit  positiyer  Quadratwurzel.  Das  Gaußische  Krümmungsmaß 
der  Rotationsfläche  ist  also  nach  (4)  in  Nr.  318: 

dagegen  die  sogenannte  mittlere  Krümmung  nach  Nr.  308: 

(2)     H y"      1  _  ^  _ yy '_-  (1  +  y'*). 

^^  2l/r-fV~>'       2y>^r+y'«  SyVl+V»' 

In  dieser  Nummer  behandeln  wir  nun  die  Aufgabe: 

Gesucht  werden  aUe  Rotationsfiächen  von  konstanter  Krüm- 
mung K. 

Nach  (1)   handelt  es  sich  zur   Ermittlung  der  Meridian- 
kurren  um  die  Integration  der  Differentialgleichung 

(3)  y"  +  Ky{\  +  y")«  =  0, 

worin  K  eine  Eonstante  ist.  Wir  behandeln  sie  nach  dem 
zweiten  Verfahren  in  Nr.  796,  wonach  y  ^p  und  y"  =^pdp:dy 
gesetzt  wird,  so  daß  kommt: 


Eine  Quadratur  gibt: 


Dabei  ist  G  die  Integrationskonstante.  Wird  hieraus  1  :p  oder 
dx  :  dy  berechnet,  so  ergibt  eine  zweite  Quadratur: 

(4)  X  «J  ]/i-~-^^ä  ^y  +  '''''^^*- 

Wenn  man  die  Flache  ähnlich  vergrößert  oder  verkleinert,  geht 

sie  wieder  in  eine  Rotationsfläche  konstanter  Krümmung  über, 

indem   K    mit   einer  positiven   Konstante   multipliziert  wird. 

Deshalb  dürfen  wir  uns  auf  die  drei  Annahmen  Jr«0,  +  1; 

—  1   beschränken.    Der  Fall  JE"  =  0  ist  sofort  erledigt,  da  er 

gibt: 

X  =  konst.  y  +  konst., 

so  daß  hier  die  Meridiankurve  eine  Gerade,  also  die  Fläche 
ein  jRotaHonsJcegel  oder  insbesondere  ein  Botationszylinder  ist. 
Die  additive  Konstante  in  (4)  ist  unwesentlich,  da  die  Rota- 
tionsfläche ihre  Gestalt  nicht  ändert,  wenn  sie  längs  der  Dre- 
hungsachse verschoben  wird.     Deshalb   ergeben  sich   in  den 
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Fällen  K^  +  1  nnd  JE"«— 1  die  beiden  Gleichungen: 

d.  h.  a?  wird  ein  elliptisches  Integral^  das  sich  nach  Nr.  443 
nnd  445  auf  Normalintegrale  erster  und  zweiter  Gattung  zu- 
rückführen läßt.  Im  ersten  Falle  darf  C  nicht  größer  als 
Eins,  im  zweiten  nicht  kleiner  als  Null  sein,  weil  sonst  der 
Radikand  imaginär  wird.  In  beiden  Fällen  ergeben  sich  nach 
Nr.  443  je  zwei  verschiedene  Arten  der  ZurückfÜhrung  auf 
Normalintegrale.  Dabei  ist  t  in  Nr.  443  durch  y  zu  ersetsen, 
und  die  neu  einzuführende  Yeiünderliche,  die  in  Nr.  443  mit 
X  bezeichnet  wurde,  möge  hier  t  heißen.  Wir  geben  nun  kurz 
die  erforderlichen  Substitutionen  an.  Dabei  sei  zur  Abkürzung 
gesetzt: 

Im  Falle  K=  +  l  und  0  <  C  <  1  gilt  der  Fall  (4)  von 
Nr.  443.  Dabei  ist  X^^C,  ^«  =  1  -  6',  i«  =  1  -  C.  Dem- 
nach  kommt: 

Im  Falle  JS:  =  +  1  und  C  <  0  gut  Fall  (2)  von  Nr.  443, 
indem  l*  =  —  C,  /»*  =  1  —  0,  U*  =  1  :  (1  —  C)  zu  setzen  ist 
Dann  kommt: 

Im   Falle  K 1    nnd    0  <  6' <  1    gilt  Fall   (4)   von 

Nr.  443  und  A»  =  1  -  C,  /it»  =  C,  Ä»  =  ü.     Es  kommt: 

Im  Falle  JT  =  —  1  und  C  >  1  endlich  liegt  wieder  der 
Fall  (2)  von  Nr.  443  vor,  indem  }}^a-l,  ii^^G,  Tc^^l.C 
wird  und  sich  ergibt: 


,A  _  i.  _  /2        x^^V  A'^*. 


Es  ist  einerlei,  welches  Vorzeichen  man  dem  x  gibt^  denn 
der  Wechsel  dieses  Zeichens  bedeutet  fOr  die  Fläche  nur,  daß 
die  positive  Richtung  der  Achse  geändert  wird.     Führt  man 
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t'^'Bintp  gemaB  Nr.  448  ein  und  setzt  man 

A9  =  ")/l  —  Ä*  sin*  q>y 

so   kommt   man  bei  Benutzung  der  in   Nr.  546   eingeführten 
Bezeichnungen 

0  9 

zu  folgender  Übersicht  über  die  typischen  Formen  der  Meridian- 
kurven  der  Botationsflächen  konstanter  Krümmung  •{- 1  oder  —  1 : 

fZ'-.  +  l:    x=-E{fp), 


(5) 


IT-  +  1 :    X  - 1^(9)  -  ^-/Fiip), 

K 1:    X'-F(tp)-E{<p), 

K 1:    x=-iF(<p)-lEiip), 


y- 

k  cos  q), 

y 

t^9, 

y= 

<kcoBq)f 

y- 

.jA9. 

Hierbei  ist  Je  ein  positiver  echter  Bruch.  Die  ÜhergangsfäUe 
zwischen  den  beiden  fflr  K  ^  +  1  auftretenden  Typen  und 
zwischen  den  beiden  fär  f  «=•—  1  auftretenden  sind  erwähnens- 
wert. Sie  ergeben  sich  für  -K"— +  1  bei  der  Annahme  (7—0 
und  für  Ä  =  — 1  bei  der  Annahme  (7=-l,  d.  h.  sie  gehen 
aus  den  vier  Formelreihen  (5)  hervor,  wenn  man  darin  dem 
Modul  k  der  elliptischen  Integrale  den  Wert  Eins  erteilt,  wo- 
bei die  beiden  ersten  Formelreihen  gleiches  liefern,  ebenso  die 
beiden  letzten.  Es  kommt  dann,  weil  E(q>)  dabei  gleich  sin  q> 
und  F((p)  gleich  lntg(|qp  +  ^3r)  wird: 


(«)  lf:!J: 


X'=sin(p,  y  — cosqp, 

a:  =»  In  tg  (-1^9?  +  \n:)  —  sin  9?,      y  =«  cos  y . 

Im  ersten  Falle  (6)  liegt  der  Kreis 

o;»  +  y*  =  1 

vor,  d.  h.  die  zugehörige  Botationsfläche  ist  die  Kugd  vom 
Baditis  Eins,  Im  zweiten  Falle  (6)  dagegen  zeigt  die  Substi- 
tution 9  =*  r  —  l^r,  daß  die  Meridiankurve  die  TraJctrix 

X  —  cos  r  +  In  tg  |r,    y  =  sin  r 

wird,  deren  Leitlinie  die  Achse  der  Rotationsfläche  und  deren 
konstante  Tangentenlänge  gleich  Eins  ist,  siehe  (13)  in  Nr.  713. 
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799.  Botattonsll&ohen  konstanter  mlttlarer  Krftm- 
mnng.  Ein  zweites  Beispiel  ans  der  Flachentheorie  liefert 
die  Aufgabe: 

Cresucht  werden  dUe  BotoHofisflächen  von  konstanter  mitäerer 
Krümmung  H. 

Nach  (2)  in  Toriger  Nnmmer  sind  die  Meridiankurren  die 
Integralknnren  der  Differentialgleichnng 

worin  H  eine  Eonstante  bedeutet.  Weil  die  Gleichung  Ton  x 
frei  ist,  wird  wieder  das  zweite  Yerfiahren  von  Nr.  796  be- 
nutzt, nach  dem  sich,  wenn  p  ^  dy :  dx  gesetzt  wird,  die 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  p  und  y 

-ßJ^^(-L=  +  2Hy)dy^0 

ergibt,  deren  linke  Seite  ein  Tollstandiges  Differential  ist,  so 
daß  das  Integral 

(2)  -7=^-=  +  Sy^  =-  tonst 

hervorgeht. 

Im  FaUe  JET^O,  der  Torweg  erledigt  werden  möge,  kommt 

mit  der  Integrationskonstante  C.   Wegen  p=^dy:dx  folgt  nun: 

J  VC'y'  -  1 
Hieraus  findet  man  die  KtüetiUnie  (vgl.  Nr.  225): 


y  -  U'"'""' "^ '~""~"y 


Die  Yon  ihr  durch  Drehung  um  die  rc- Achse  erzeugte  Rotations- 
fläche mittlerer  Krümmung  Null  heißt  ein  Katenoid. 

Nunmehr  werde  H^O  angenommen.  Dabei  kann  durch 
ähnliche  Vergrößerung  oder  Verkleinerung  der  Fläche  wie  in 
voriger  Nummer  erreicht  werden,  daß  jff  —  -f  1  oder  —  1  wird. 
In  beiden  Fällen  gibt  (2): 

wobei  G  die  Integrationskonstante  ist.    Durch  Auflösung  nach 
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p  geht  wegen  p^  dy  :dx  herror: 

Wie  in  yoriger  Nummer  wird  also  x  durch  ein  elliptisches 
Integral  dargestellt.  Anstatt  es  auf  die  verschiedenen  mög- 
lichen typischen  Formen  zurückzuführen^  wollen  wir  hier  eine 
bemerkenswerte  Eigenschaft  der  Meridiankurven  (3)  ableiten. 
Die  Eettenlinie,  die  sich  im  Falle  J7»  0  ergab^  wird  nach 
Nr.  225  Ton  dem  Brennpunkte  einer  Parabel  beschrieben^  wenn 
diese  ohne  Gleiten  auf  einer  festen  Geraden  rollt.  Man  kann 
noii;  wie  Ddaunay  bemerkte,  die  Kurren  (3)  ebenso  erzeugen, 
indem  man  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  statt  der  Parabel  be- 
nutzt.    Zunächst  liege  eine  Ellipse 

▼or.  Dabei  sei  a>&,  so  daß  ein  Brennpunkt  F  auf  der  posi- 
tiven o;- Achse  liegt  und  die 
Abszisse  c  —  "j/a*  —  ft*  hat.  Der 
zugehörige  Scheitel  der  El- 
lipse sei  S.  Ist  M  oder  (x,  y), 
stehe  Fig.  51,  ein  beliebiger 
Punkt  der  Ellipse,  so  möge  die 
Lange  s  des  Bogens  von  S  bis 
M  auf  der  Tangente  von  M 
bis  J  so  abgetragen  werden, 
daß  MJ  mit  dem  Bogen  MS  im 
Sinne  der  Fortschreitung  übereinstimmt.  Die  Tangente  hat  in 
den  laufenden  Koordinaten  {,  \)  die  Gleichung: 

^J  u-  ?L^  -  1 
a*  "^  6«  ■"  -^ 

und  das  Lot,  das  in  J  auf  der  Tangente  zu  errichten  ist,  die 
Gleichung: 


Fig.  61. 


yj 

6* 


<;>i 


aH 


Der  Brennpunkt  F  hat  von  diesem  Lote  und  jener  Tangente 

die  Abstände: 

ey(a*  —  ex)  6'(a'  —  ex) 
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Aaflosnng  der  zweiten  Gleichung  nach  x  mit  Rücksicht  anf 
die  EUipsengleichung  (4)  gibt: 

Ferner  liefert  die  erste  Gleichung  (5)  mit  Rücksicht  auf  die 
zweite  und  auf  den  soeben  für  y  gefundenen  Wert: 

Da  X  und  y  in  (6)  durch  t)  ausgedrückt  sind^  läßt  sich  daraus 
die  Ableitung 

berechnen.     Es  ergibt  sich: 

ds  8a«5*»j« 


Mithin  ist  nach  (7): 

Wenn  hiermit  die  Formel  (3)  verglichen  wird,  erkennt  man, 
daß  beide,  abgesehen  von  den  Bezeichnungen  der  Veränder- 
lichen, übereinstimmen^  wenn  C  ^V  und  a^  \  gewählt  wird. 
Dies  ist  möglich^  sobald  (7  >  0  ist. 

Denkt  man  sich  nun  in  Fig.  51  die  Gerade  MJ  und  das 
in  J  darauf  errichtete  Lot  fest,  dagegen  die  Ellipse  auf  der 
Geraden  MJ  rollend,  so  beschreibt  der  Brennpunkt  Fj  weil 
MJ  gleich  dem  Bogen  MS  ist,  gerade  diejenige  Kurve,  deren 
laufende  Koordinaten  in  bezug  auf  das  Achsensystem  der  beiden 
festen  Geraden  je  und  t|  sind. 

Die  Bahnkurve  des  Brennpunktes  F  der  Eüipse  (4)  liefert 
also  die  Meridiankurve  (3)  einer  Botaiionsfläche  konstanter 
mittlerer  Krümmung  ±  1,  feet  der  (7>0  ist,  scinüd  die  Halb- 
aclise  a  ^  \  gewählt  wird.  Ersetzt  man  die  Ellipse  durch  die 
Hyperbel 

^*  —  y* «  1 

so  ändert  sich  in  (8)  nur  das  Vorzeichen  von  V,  Beim  Ab- 
roRen  der  Hyperbel,  bei  der  a  =  J  gewählt  wird,  beschreibt  folg- 
lich der  Brennpunkt  F  eine  Meridiankurve  (3),  bei  der  C  <  0  «f. 
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800.  ▼ersohiedene  Arten  von  homogenen  Differen« 
tUdgleioliangen«  Wenn  eine  Kurve  in  der  xy-Ehene  vor- 
liegt und  beide  Koordinaten  mit  derselben  Konstante  c  mul- 
tipliziert werden,  bleibt  die  Ableitung  if^dyidx  ungeandert, 
während  i/'^dy:dx  mit  c  zu  dividieren,  folglich  y" ^dy'\dx 
mit  ^  zu  dividieren  ist,  usw. 

Wenn  dagegen  nur  y^  nicht  aber  x  mit  einer  Konstante  c 
multipliziert  wird,  muß  y'  mit  c,  y"  also  auch  mit  c  usw.  mul- 
tipliziert werden. 

Wird  drittens  nur  x,  nicht  aber  y  mit  einer  Konstante  c 
multipliziert,  so  ist  y'  mit  c  zu  dividieren,  y"  mit  c*  usw. 

Diesen  drei  Möglichkeiten  entsprechen  d/rd  verschiedefie 
Arten  von  homogenen  Differentialgleichungen  r*^  Ordnung.  Be- 
deutet nämlich  c  eine  beliebige  Größe,  so  werde  angenommen, 
daß  entweder  die  Gleichung 

(1)  F(cx,cy,y,^'^,   yj;,..._g)  =  0 

oder  die  Gleichung 

(2)  F(x,  cy,  cy\  cy'\  . . .  cy<-))  «  0 

oder  schließlich  die  Gleichung 


(3)  F(cx,fj,-l,   y-„..Jy)^0 

von  c  befreit  werden  könne,  also  mit  der  Gleichung 

(4)  F(x,y,y',f,...f/'-))^0 

identisch  sei. 

Fär  die  Differentialgleichung  (4)  bedeutet  dies  im  ersten 
Falle,  daß  aus  jeder  Integralkurve  durch  Streckung  vom  An- 
fangspunkte 0  aus  (vgl.  das  2.  Beispiel  in  Nr.  733)  stets  wieder 
eine  Integralkurve  hervorgeht,  im  zweiten  Falle,  daß  aus  jeder 
Integralkurve  durch  Vergrößerung  oder  Verkleinerung  der  Or- 
dincUen  in  einem  beliebigen  konstanten  Verhältnisse,  dagegen 
im  dritten  Falle,  daß  aus  jeder  Integralkurve  durch  Vergröße- 
rung oder  Verkleinerung  der  Abszissen  in  einem  beliebigen 
konstanten  Verhältnisse  stets  wieder  eine  Integralkurve  her- 
vorgeht. 

In  allen  drei  Fällen  kann  man  die  Differentialgleichung  (4) 
homogen  nennen.    Die  in  Nr.  716  als  homogen  bezeichneten 
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Differentialgleichungen  erster  Ordnung  gehören  zum  Falle  (1). 
In  jedem  der  drei  Falle  ist  es  möglich;  das  Integrationsge- 
schäft zu  yereinfachen. 

Der  erste  Fall  laßt  sich  wie  in  Nr.  715  auf  den  dritten 
zurückf&hren,  wenn  man  0  ^  y :  x  als  unbekannte  Funktion 
benutzt,  weil  diese  GröBe  ungeändert  bleibt,  wenn  man  x  und 
y  mit  c  multipliziert.  Übrigens  läßt  sich  auch  der  zweite  Fall 
dadurch  in  den  dritten  yerwandeln,  daß  y  statt  x  als  die  un- 
abhängige Veränderliche  gewählt  wird. 

Man  kann  im  zweiten  Falle  auch  geradezu  zur  Erniedri- 
gung der  Ordnung  der  Differentialgleichung  gelangen,  indem 
man  nämlich  die  Größe 

(5)  z^^ 

als  unbekannte  Funktion  einführt.    Dann  ist  zu  setzen: 

(6)  y»y^,    y"^y(0'  +  0'),    y "-- y(^» +  3^/ +  /'),. .. 

Allgemein  wird  y^*"^  gleich  y,  multipliziert  mit  einer  ganzen 
rationalen  Funktion  von  js,  /,  . . .  /K'— *).  Da  sich  nun  die 
Gleichung  (4)  im  Falle  (2)  nicht  ändert,  wenn  y,  y',  .  . .  y^''> 
mit  irgend  einer  Größe  multipliziert  werden,  so  folgt,  wenn 
1 :  y  als  diese  Größe  benutzt  wird,  daß  (4)  in  eine  Differential- 
gleichung (r  —  l)**'^  Ordnung  für  z  übergeht.  Nachdem  man 
sie  integriert  hat,  erhält  man  y  aus  (5)  mittels  einer  Qua- 
dratur: 

Im  dritten  Falle  empfiehlt  es  sich,  die  Größe 
(7)  t^\nx 

als  unabhängige  Veränderliche  zu  benutzen.  Dann  ist  zu 
setzen : 

dxidt  dt^ 


(8) 


/       ,         / dyidt         ^t^y 

^        dxidt      ^      \dt^       dt) 


usw.     Allgemein  wird  y^'")  gleich  c"''*,  multipliziert  mit  einer 
ganzen  rationalen  Funktion  der  Ableitungen  von  y  nach  i  bis 
zur  r*^  Ordnung  einschließlich.    Weil  sich  nun  die  Differential- 
gleichung (4)  im  Falle  (3)  nicht  ändert,  wenn 
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X,  y,  y'y  y"j  . . .  bzw.  mit  ef,  1,  c~S  er^^y  . . . 

multipliziert  werden  ^  geht  eine  Differentialgleichung  r^'  Ord- 
nang  von  der  Form 

^V^y^dt'    dt*      dt^'")'^^ 

hervor^  die  von  der  unabhängigen  Veränderlichen  t  frei  ist^ 
daher  nach  dem  zweiten  Verfahren  von  Nr.  796  auf  eine  Diffe- 
rentialgleichung (r  —  !)*•'  Ordnung  und  eine  Quadratur  zurück- 
kommt. 

Man  Jcann  also  in  oMm  drei  Fällen  der  Homogenität  eine 
Emiedrigtmg  der  Ordnung  der  Differentialgleichung  um  eine 
Einheit  erreichen.  Wenn  die  Torgelegte  Differentialgleichung 
überdies  Yon  x  oder  y  selbst  frei  ist^  kann  man  die  Verein- 
fachung nach  Nr.  796  noch  weiter  treiben.  Hierfür  geben 
wir  das 

Beispiel:  Bei  welchen  Kurven  in  der  Ebene  ist  die  Bogen- 
länge ewr  entsprechenden  Bogenlänge  der  Evoluten  proportional? 
Bezeichnen  x^  y^  die  Koordinaten  des  zu  einem  Punkte  {x^y^ 
einer  Kurve  gehörigen  Punktes  der  Evolute,  d.  h.  des  Krüm- 
mungsmittelpunktes, so  ist  nach  (5)  in  Nr.  542  zu  fordern: 

Dabei  ist  a  eine  von  Null  verschiedene  Konstante.  Durch 
vollständige  Differentiation  nach  x  geht  die  Gleichung 


.vr+7> ->/(£-)•+ (Sy 


hervor,  infolge  deren  jene  Forderung  besteht.  Dies  aber  ist 
eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  in  x 
und  y,  denn  die  rechts  auftretenden  Ableitungen  von  x^  und 
y^  haben  die  schon  in  Nr.  218  unter  (5)  berechneten  Werte, 
deren  Einsetzen  die  folgende  Form  der  Differentialgleichung 
liefert: 

(9)  (l+y'«)y"'-3yy'»  +  ay"«-=0. 

Sie  ist  einerseits  von  x  selbst  frei  und  andererseits  homogen 
in  der  ersten  Art  (1).     Deshalb  kann  hier  die  Vereinfachung 
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weiter  getrieben  werden.    Benutzt  man  /  als  unabhängige  Ver- 
änderliche und  %f  ab  abhängige,  so  ergibt  sich  wegen 

die  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  if  und  y" 


(l  +  y")^^=(3!r-a)y", 
in  der  sich  die  Veränderlichen  y'  und  y'  sofort  trennen  lassen: 

Es  ist  bequemer,  statt  y'   den  Tangentenwinkel  t   verinSge 
y'  -=  tg  T  einzufahren.    Dann  kommt: 

rflny"-(3tgT-o)rfT, 
folglich: 

wobei  Cq  konstant  ist.    Nun  haben  wir 

^--y,    d.h.     rfa;-^==^p^^-,^, 

dy  "^  y  dx  ^  -^ — =-, 

SO  dafi  die  Substitution  des  Wertes  (10)  und  je  eine  Quadra- 
tur gibt: 

.  -  C.  +  A/,..  c.  ....    ,  -  C.  +  i/."  .i.  ... 

oder  nach  (3)  und  (4)  in  Nr.  454 ,  wenn  außerdem  a  ^  ctg  /ü 
gesetzt  wird: 

a?  =  6\  +  ^y  cos  (r  -  /i)e'°*«'S 


C 


Alle   diese   Kurven  gehen   durch   Streckungen   vom  Anfangs- 
punkte 0  aus  und  durch  Schiebungen  aus  der  Kurve 

X  =  cos  (r  —  fL)e*°^f%    y  =»  sin  (r  —  /*)c***»^ 

hervor,  die  in  Polarkoordinaten  (o,  q  die  Gleichung 

hat;   also  eine  logarithmische  Spirale  ist,  vgl  Nr.  247.     Die 
gesuchten  Kurven  sind  folglich  laui&r  hgarithmische  Spiralen. 
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801.  DlffsrenUalglelohnngen,  die  in  doppelter  Weise 
liomogen  sind.  Es  kann  yorkommeu,  daß  eine  Differential- 
gleichung zu  zweien  der  in  Yoriger  Nummer  besprochenen 
Fallen  der  Homogenitat  gehört.  Dann  tritt  stets  auch  der 
dritte  FaU  ein^  und  es  geht  aus  jeder  Integralkurve  wieder  eine 
Integralkurve  hervor,  falls  alle  Abszissen  mit  irgendeiner  Kon- 
stante a  und  alle  Ordinaten  mit  irgendeiner  Konstante  b  multi- 
pliziert werden.    Die  Differentialgleichung 

(1)  F(x,  y,  y',  y",  ...  y«)  -  0 
hat  diese  Eigenschaft,  falls  die  Gleichung 

(2)  F(ax,  hy,y,  |-.  y",  . . .  |.  y<'-))  =  0 

auf  (1)  zurückkommt,  wie  auch  a  und  h  gewählt  sein  mögen. 
Ihre  Ordnung  lä&t  sich  um  zwei  Einheiten  erniedrigen.  Zu- 
nächst fdhre  man  nämlich 

(3)  E  =-  In  a?,    9  =  In  y 
als  neue  Veränderliche  ein,  d.  h.  man  setze: 


(4) 


^      d^Vdi      '^       \jl'  +  Uli  "  ~di\ 

usw.  Allgemein  wird  y^'*)  gleich  e^~^s,  multipliziert  mit  einer 
'ganzen  rationalen  Funktion  der  Ableitungen  von  t)  nach  £  bis 
zur  f*^  Ordnung  einschließlich.    Weil  nun  in  (2)  insbesondere 

angenommen  werden  kann,  geht  vermöge  (3)  die  Differential- 
gleichung r^'  Ordnung 

hervor,  die  sowohl  von  j:  als  auch  von  Q  frei  ist.    Indem  man 

w  *  - '] 

als  neue  abhängige  Veränderliche  benutzt,  gewinnt  man  für  J 
eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  (r  —  1)**'  Ordnung,  die 
von  der  unabhängigen  Veränderlichen  j:  frei  ist.  Nach  Nr.  796 
fELhrt  man  daher  die  neue  unbekannte  Funktion 

[801 


400    Kap.  y.   Gewöhnliche  DiffeientialgleichQngen  höherer  Ordnung 

ein  und  betrachtet  )  als  unabhängige  Veränderliche,  indem  man 

usw.  setzt.  Alsdann  geht  eine  Differentialgleichung  (r  —  2)**' 
Ordnung  für  p  hervor.  Ihre  Integration  gibt  p  als  Funktion 
von  i,  so  daß  man  nach  (6)^  (5)  und  (3)  auch 

(8)  X'-'^^eJ  ^ ,     y^^n^eJ  P 

durch  Quadraturen  als  Funktionen  yon  }  berechnen  kann. 

Beispiel:  Hierher  gehört  die  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung 

(9)  y'y"  +  -j?  -  0, 

die  za  der  Differentialgleichung  nuUter  Ordnung  für  p  führt: 

S»»  +  }'-i*  +  2-0, 
aus  der  sich 

P  =  ilul-T-J 

^  b 

ergibt.     Nach  (8)  wird  daher 

Wegen 

j._j»_2  =  -(j  +  l)(j*-2i  +  2) 

gibt  die  Partialbruchzerlegung  mit  Rücksicht  auf  (11)  in  Nr.  433: 


—     arctg  (j  —  1)  -f  / 

y- tonst.  6  »  y^^ 


+  i)(8"-2a+2)« 

802.  Integration  dnroh  Bildung  einer  DUferential- 
glelohung  von  höherer  Ordnung.  Aus  einer  vorgelegten 
Differentialgleichung  r*"  Ordnung 

(1)  F(x,9,i^,...f^^i)~0 

kann  man  nach  Nr.  661  durch  yollständige  Differentiation  nach 
X  Differentialgleichungen  von  höherer  als  r^  Ordnung  ge- 
winnen^ unter  deren  Lösungen  die  von  (1)  enthalten  sind.  Man 
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kann  femer  aus  diesen  Differentialgleichungen  und  (1)  durch 
Eliminationen  und  Substitutionen  neue  Differentialgleichungen 
höherer  Ordnung  ableiten,  die  infolge  Ton  (l)  bestehen.  Da- 
bei kann  es  eintreten,  daß  die  vollständige  Integration  einer 
dieser  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  zu  leisten  ist. 
Alsdann  braucht  man  nur  noch  ihre  allgemeine  Lösung,  die 
mehr  als  r  willkürliche  Eonstanten  enthält,  in  (1)  einzusetzen; 
auf  diese  Weise  müssen  sich  Gleichungen  zwischen  den  Eon- 
stanten allein  ergeben,  wodurch  jene  allgemeine  Lösung  soweit 
beschrankt  wird,  daß  sie  zur  allgemeinen  Lösung  der  Tor- 
gelegten  Gleichung  (1)  wird. 

1.  Beispiel:  Die  Glairautsche  DifferenHälgleichung 

(2)  y-'^j^-m, 

siehe  Nr.  720,  gibt  yoUstandig  differenziert: 

(3)  -  «y"  -  r(y')!/". 

Die  Gleichung  (3)  wird  entweder  durch  die  Annahme  y'' »-  0 
oder  durch  die  Annahme  a:  =  —  f'(j/)  erfüUt  Im  Falle  y"  =  0 
kommt  sofort  die  Schar  aller  Geraden: 

y=-C^x  +  (7,. 

Wird  dieser  Wert  in  (2)  eingesetzt,  so  geht  die  Bedingung 
für  die  Integrationskonstanten  hervor: 

C,  =  f{C,), 

Mithin  erhalten  wir  die  einfach  unendliche  Schar  von  Ge- 
raden: 

vgl  (5)  in  Nr.  720.    Im  zweiten  Falle 
gibt  (2)  nach  Einsetzen  dieses  Wertes: 

y-fijn-  y'rdfy 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  stellen  die  singulare  Lösung  (7) 
in  Nr.  720  dar,  ausgedrückt  mittels  der  Hilfsveranderlichen  y. 

2.  Beispiel:   Die  Krümmungshurven  der  Fläche  zweiter 

Ordnung 

Aa^  +  By^  +  C^« «  1 

seilen   bestimmt  werden.    Indem   man   g  als    die    durch   diese 
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Gleichung  definierte  Funktion  Ton  x  und  y  betrachtet^  be- 
rechnet man  durch  Differentiationen  nach  x  bzw.  y  die  par- 
tiellen Ableitungen  erster  Ordnung  p  und  q  sowie  die  partiellen 
Ableitungen  zweiter  Ordnung  r,  8,  t  von  ß  nach  x  und  y  und 
setzt  ihre  Werte  in  die  Gleichung  (6)  von  Nr.  319  ein,  die  ja 
die  Differentialgleichung  der  Projektionen  der  Erümmungs- 
kurven  auf  die  a:y-Ebene  ist.  Wenn  man  diese  Gleichung  noch 
mit  dxdy  dividiert  und  dann  dy :  dx  mit  ^  bezeichnet,  lautet 
sie  so: 

(4)  A(*«-^)-B(y«-a;yy')  +  r  =  0. 

Dabei  ist  zur  Abkürzung 

A-^B((7-^),    B^ÄB{C^Bl    r^{Ä-'B)C 

gesetzt  Vollständige  Differentiation  der  Differentialgleichung 
(4)  gibt  nun: 

(^.  +  b)  (xyy"  +  xy"  -  yy")  -  0. 

Nullsetzen  des  ersten  Faktors  liefert,  wie  man  leicht  sieht, 
nicht  die  allgemeiue  Lösung  von  (4).  Nullsetzen  des  zweiten 
Faktors  gibt  die  Differentialgleichung 

yy"  +  y''_  i 


yy  « 

deren  linke  Seite  das  vollständige  Differential  von  ln(yy')  ist, 
so  daß  ihre  Integration  yy'  »  konst.  x  liefert  und  weiterhin: 

y*  «  konst.  x*  +  konst. 

Die  Integralkurven  sind  also  KegdschnUte.   Werden  sie  in  der 
Form 

dargestellt,  so  dafi  yy  ^  —  C^x :  G^  wird,  so  gibt  die  Substi- 
tution von  y^  und  y^  in  (4)  die  Bedingung  für  C^  und  C^i 

(6)  A(7i-BC, +  r«0, 

unter  der  (5)  die  Integralkurven  von  (4)  vorstellt.    Im  Falle 
des  EUipsoids 

ist  J.  =->  1 :  a*,  £—1:6*  und   (7  =  1 :  c*  zu  setzen.    Alsdann 
80»] 
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wird  die  Bedingung  (6)  in  allgemeinster  Weise  durch 

^1         a*  —  c»    '      ^«  ™     6«  —  c« 

befriedigt,  wenn  a  eine  willkürliche  Eonstante  bedeutet.  Nach 
(5)  sind  daher  die  Kegelschnitte 

(8)  4*^-^s«*  +  M^Ir'\y'  - 1 

die  Projektionen  der  Krümmnogskur^en  des  Ellipsoids  (7). 
Dasselbe  ergab  sich  in  Nr.  334  unter  (6)  auf  anderem  Wege. 
803.  Dlfferentialgleiohiingen  höherer  Ordniing,  die 
den  Olalrantschen  Olelchnngen  entsprechen.  Nach 
Nr.  783  schreibt  eine  gewöhnliche  Differeotialgleichung  zweiter 
Ordnung 

(1)  y"  =•  f(^,  y,  jO 

jedem  Linienelement  {x^  y^  y)  ihres  Bereiches  in  der  a;y-Ebene 
einen  bestimmten  Krümmungskreis  zu.   Denn 

sind  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  und 
(8)  •  Ji-!^* 

ist  der  Radius  des  Kreises,  und  diese  drei  Größen  sind  bekannt, 
sobald  X,  y,  if  gegeben  werden  und  y''  durch  (1)  bestimmt 
wird.  Eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
drückt  also  eine  Eigenschaft  aus,  die  den  Punkten  der  gesuchten 
Kurven  und  ihren  Krümmungskreisen  gükommt.  Insbesondere 
aber  kann  diese  Eigenschaft  yon  der  Lage  der  Berührungs- 
punkte der  Krümmungskreise  unabhängig,  also  eine  Eigen- 
schaft der  Krümmungskreise  (Mein  sein.  Da  die  drei  Bestim- 
mungsstücke eines  Kreises  die  Koordinaten  ar^,  y^  seines  Mittel- 
punktes und  sein  Radius  B  sind,  wird  eine  derartige  Eigen- 
schaft durch  eine  Gleichung  zwischen  den  drei  Größen  (2) 
und  (3)  allein  zum  Ausdrucke  gebracht: 

(4)     *(«-i±,K-,-,  ,+!+/•,  ^-^r^-o. 

Eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  ziveiter  Ordnung  von 
dieser  besonderen  Form  hat  deshalb  als  reguläre  Integraikurven 
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lauter  Kreise;  diese  Kreise  bilden  eine  zweifach  unendliche 
SchaT;  indem  zwischen  den  Koordinaten  x^y  y^  ihrer  Mittel- 
punkte und  ihren  Radien  R  die  Gleichung 

(6)  <P(a;„  y„  iJ)  -  0 

besteht;  so  dafi  eines  der  drei  Bestimmungsstücke  durch  die  bei- 
den anderen  bedingt  wird.  Integralkurvenj  die  keine  Kreise 
sind,  ergeben  sich  hier  nur  als  singuUhre  Integralkurven. 

Hiermit  ist  die  Betrachtung  in  Nr.  721,  die  sich  auf 
Glairautsche  Differentialgleichungen  bezog,  verallgemeinert  wor- 
den, und  man  kann  deshalb  eine  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  von  der  Form  (4)  als  eine  Verallgemeinerung  der 
Clairautschen  Differentialgleichungen  bezeichnen. 

Es  erübrigt  die  Beantwortung  der  Frage,  wie  man  er- 
kennt,  ob  eine  vorgelegte  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung 

(6)  n^,  y,  y',  y")  =  o 

auf  die  Form  (4)  gebracht  werden  kann.  Dies  geschieht  so: 
Aus  (2)  und  (3)  ergibt  sich  durch  Auflösung  nach  x,  y  und  y": 

Werden  diese  Werte  in  (6)  eingesetzt,  so  kommt: 

(7)  F(T,+-^^if,    V,-j^^,    V',    ^'^-Vo. 

Demnach   geht   aus  (6)    nur    dann    eine    Gleichung   von    der 
Form  (4)  hervor,   wenn  die  Gleichung  (7)  von   der  Größe  y 
befreit,  d.  h.  auf  eine  Form  (5)  gebracht  werden  kann. 

Wenn  man  die  geometrische  Deutung  einer  gewöhnlichen 
Differentialgleichung  von  höherer  als  zweiter  Ordnung  benutzt, 
die  in  Nr.  784  auseinandergesetzt  wurde,  kann  man  leicht  zu 
weiteren  Verallgemeinerungen  der  Clairautschen  Differentialglei- 
chungen kommen;  zunächst  gelangt  man  dabei  zu  denjenigen 
Di/f^erenfialgleichungen  dritter  Ordnung,  deren  reguläre  Integral- 
kurven  lauter  Kreisevolventen  sind.  Wir  wollen  uns  jedoch  auf 
den  Fall  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (4)^,  be- 
schranken, deren  reguläre  Integralkurven  lauter  Kreise   sind. 

Man  kann  diese  Differentialgleichung  auch  nach  dem  Ver- 
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fahren  der  letzten  Nummer  behandeln^  wie  es  dort  im  1.  Bei- 
spiele mit  der  allgemeinen  Glairantschen  Differentialgleiclrnng 
geschah.  Benutzt  man  nämlich  zur  Abkürzung  die  durch  (2) 
und  (3)  definierten  Zeichen  x^,  y^  und  Bj  so  gibt  die  vollstän- 
dige Differentiation  von  (4)  oder  (5)  nach  xi 

[3,',"«  -  (1  +  y'.)y"']  [y'  f|  -  II  -VT+7-«  II]  =  0. 

Der  erste  Faktor  stellt^  gleich  Null  gesetzt,  nach  dem  2.  Bei- 
spiele in  Nr.  797  die  Differentialgleichung  aller  Kreise  dar. 
In  der  Tat  sind  alle  regulären  Integralkurven  der  Differential- 
gleichung (4)  Kreise.  Der  zweite  Faktor  liefert  dagegen,  gleich 
Null  gesetzt: 

und  da  die  singuUken  Integralkuryen  von  (4)  nicht  unter  den 
Kreisen  enthalten  sind,  werden  sie  dieser  Oleichung  (8)  genügen 
müssen,  die  übrigens  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  ist.  Dasselbe  erkennt  man  auch  so:  Die 
singulären  Elemente  zweiter  Ordnung  (x,  y,  y',  jf)  der  Differen- 
tialgleichung (4)  genügen  nach  Nr.  788  der  Bedingung,  die 
durch  Differentiation  von  (4)  nach  f/'  hervorgeht.  Diese  Be- 
dingung lautet 

und  man  sieht,  daß  sie  auf  die  Gleichimg  (8)  zurückkommt. 
Zu  jedem  Wertsystem  x^,yi,Ry  das  der  Gleichung  (5)  genügt, 
ergeben  sich  hieraus  zwei  Werte  von  y',  die  übrigens  imaginär 
sein  oder  zusammenfedlen  können.  Allgemein  gesagt  also  liegen 
auf  jedem  Kreise  mit  den  Bestimmungsstücken  x^,  y^,  R  zwei 
singulare  Elemente  zweiter  Ordnung  (x,  y,  y\  y").  Die  Rich- 
tungen der  Tangenten  der  zugehörigen  Punkte  des  Kreises  er- 
geben sich  aus  den  beiden  Wurzeln  y'  der  Gleichung  (8).  Eine 
singulare  Integralkurve  muß  also,  falls  sie  überhaupt  vorhanden 
ist,  überall  Kreise  aus  der  durch  (5)  bestimmten  zweifach  un- 
endlichen Schar  in  der  zweiten  Ordnung  berühren,  d.  h.  jede 
singulare  Integralkurve  ist  eine  Einhüllende  zweiter  Ordnung 
dieser  Kreisschar.    Das  in  Nr.  790  entwickelte  Verfahren  zur 
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Bestimmung  solcher  Einhüllender  setzte  voraus,  dafi  die  Grlei- 
chung  der  regulären  Integralkurven  nach  y  aufgelöst  sei.  Da- 
her gehen  wir  hier  anders  vor: 

Es  seien  Xi,y^  und  R  Werte,  die  der  Gleichung  (5)  ge- 
nügen, so  daß  der  Kreis 

(9)  (x  -  x,y  +  (y  -  y,y  -  iJ« 

mit  den  laufenden  Koordinaten  x  und  y  eine  reguläre  Integral- 
kurve  vorstellt.   Für  seine  Linienelemente  (Xy  y,  y')  ist: 

(10)  a;  -  a?!  -h  (y  -  y,)y'  -  0. 

Aus  den  vier  Gleichungen  (5),  (8),  (9)  und  (10)  ergibt  sich 
durch  Elimination  von  x^yy^  und  ü  eine  Gleichung  zwischen 
Xj  y,  y'  allein: 

(11)  !P(a;,  y,  yO  -  0, 

der  alle  Liuienelemente  aller  singulären  Lösungen  genügen. 
Dies  ist  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung, 
und  ihre  regulären  Integralkurven  Bind  die  singulären  Integral- 
kurven  der  vorgelegten  Differentialgleichung  (4). 

Aufgaben  in  der  Ebene,  bei  denen  es  sich  um  Ermittlung 
von  Kurven  auf  Grund  einer  Eigenschaft  handelt^  die  ihren 
Krümmungskreisen  allein  vorgeschrieben  wird,  d.  h.  die  unab- 
hängig davon  ist,  wo  die  Berührungspunkte  der  Krünunungs- 
kreise  liegen,  führen,  wie  gesagt,  stets  auf  eine  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  von  der  Form  (4).  Da  ihre  r^u- 
lären  Lösungen  lauter  Kreise  darstellen,  sind  in  diesem  Falle 
gerade  so  wie  bei  den  Glairautschen  Differentialgleichungen  in 
Nr.  721  niiM  die  regulären^  sondern  die  singviären  Losungen 
die  allein  interessanten.  Während  sich  die  regulären  Lösungen 
ohne  jedes  Litegrationsveifahren  ergeben,  erfordert  die  Bestim^ 
mung  der  singulären  die  Integration  einer  gewohnlichen  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  (11). 

804.  Beispiele. 

1.  Beispiel:  Gesucht  werden  diejenigen  Kurven  in  der 
Ebene,  deren  Krümmungsmittelpunkte  {x^ ,  y^)  auf  einer  gegtienen 
Kurve 

(1)  ^i^u  Vi)  -  0 

liegen.  Von  vornherein  vermutet  man,  daß  diese  Aufgabe  durch 
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eine  Differentifdgleichung  erster  Ordnung  ausgedrückt  wird, 
weil  die  einfach  unendliche  Schar  aller  Evolventen  der  ge- 
gebenen Kurve  die  yerlangte  Eigenschaft  hat^  nach  Nr.  199. 
Aber  dies  ist  falsch.  Denn  man  hat  die  Werte  (2)  der  Koor- 
dinaten des  Krümmungsmittelpunktes  aus  voriger  Nummer  in 
die  gegebene  Gleichung  $  »  0  einzusetzen  und  gelangt  also  zu 
einer  Differentialgleichung  eweiler  Ordnung: 

(2)  *(:r-i±i^V,    y  +  '-^)-0. 

Die  Losung  des  Widerspruches  liegt  darin,  daß  die  reffidären 
Integralkurven  aus  der  zweifach  unendlichen  Schar  aller  Kreise 
bestehen,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Kurve  (1)  liegen,  wäh- 
rend die  singtdären  Losungen  die  EvoherUen  der  Kurve  (1) 
sind.  Nach  den  Vorschriften  der  vorigen  Nummer,  wobei  man 
von  der  Gleichung  (9)  ganz  absehen  kann,  weil  sie  nur  R  be- 
stimmt und  i2  in  (1)  nicht  vorkommt,  geht  die  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  der  Evolventen  durch  Elimination 
Ton  x^  und  y^  aus  den  drei  Gleichungen 

(3)  «(aJ„yi)-0,  y'||_|J-0,  «-«i  +  Cy-y^V-O 
hervor.    Elimination  von  y'  aus  der  zweiten  und  dritten  gibt 

(^  -  *»^  H + (j' -  yi)  H  -  ^' 

also  nach  (4)  in  Nr.  169  die  Gleichung  der  Tangente  des 
Punktes  (x^^  y^  der  Kurve  (1),  geschrieben  in  den  laufenden 
Koordinaten  x,y.  Ferner  besagt  die  zweite  Gleichung  (3),  daß 
das  Linienelement  (x,  y,  y')  zu  dieser  Tangente  senkrecht  ist. 
Mithin  sind  die  singularen  Lösungen  von  (2)  die  orthogonalen 
Trajektorien  der  Tangenten  der  Kurve  (1),  also  in  der  Tat  die 
Evolventen,  nach  Nr.  201.  Wie  man  sie  berechnen  kann,  wenn 
die  Bogenlänge  der  Kurve  (1)  gefunden  ist,  erhellt  aus  Nr.  200 
und  201.   YgL  auch  das  Beispiel  in  Nr.  727. 

3.  Beispiel:  Gesucht  werden  die  Kurven  in  der  Ebene, 
deren  Krümmungshreise  in  beimg  auf  einen  festen  Punkt  0  eine 
Poteng  haben,  die  mm  Quadrate  des  Krümmu/ngsradius  proper- 
tionai  ist.  Wird  0  als  Anfangspunkt  gewählt  und  sind  wieder 
Xi,yi,It  die  Bestimmungsstücke  des  Ejümmungskreises,  so  ist 
die  Potenz  gleich  x^^  +  y^  —  JJl   Daher  vrird  verlangt: 
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wo  a  konstant  ist.  Demnacli  stellt 

(4)  «  -  ^1*  +  yi'-  (1  +  a)ii*  -  0 

die  Gleichung  d^ «--  0  der  vorigen  Nummer  yor^  so  dafi  man  zu 

der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  kommt: 

(6)         «»  +  y»-2(»y-y)i±i^*-aii:^'-0. 

Ihre  regtdärm  Integralkuryen  sind  die  Kreise,  deren  Mittel- 
punktskoordinaten x^,  tfi  und  Radien  B  der  Bedingung  (4)  Ge- 
nüge leisten  und  also  nur  dann  reell  sind^  wenn  a  >  —  1  ist. 
Die  singtdären  Integralkuryen  sind  die  regulären  Integralkurren 
der  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  die  man  durch  Eli- 
mination yon  x^,  y^  und  22  aus  der  Gleichung  (4)  und  aus  den 
drei  Gleichungen 

«ly'  -  yi  +  (1  +  a)  B  y  1  +7^  =  0, 
{x^x,y  +  (f,--y,y^E\    x^x,  +  {j,-y,)if^O 

gewinnt^  nämlich  der  Differentialgleichung: 


r  14-a 


«  +  vy      y  1  + 

Sie  sind  nur  dann  reell,  wenn  a  zwischen  —  1  und  0  liegt, 
und  zwar  ergeben  sich  nach  dem  Beispiele  in  Nr.  714  die 
logariihmisehen  Spiralen^  die  alle  Radienyektoren  unter  einem 
Winkel  schneiden,  dessen  Tangens  einen  der  beiden  konstan- 
ten Werte  V"—  a :  (1  +  a)  hat. 

805.  Uneare  Differentialgleiohiuigen.  Eine  gewohn- 
liche Differentialgleichung  r^  Ordnung  für  y  heißt  linea/r,  wenn 
sie  y^'*)  als  ganze  lineare  Funktion  yon  y,  y', . . .  y^''^^^  angibt: 

(1)   y<''  -  /"•(»)»  +  /i(«)y'  +  •  •  •  +  /•r-iC«)»^'-''  +  n^)- 

Verwandelt  man  die  Differentialgleichung  nach  Nr.  663  in  ein 
System  erster  Ordnung  in  der  Normalform,  indem  man  außer 
y  noch  die  r  —  1  Ableitungen  y',  y", . . .  y^»""*)  als  unbekannte 
Funktionen 

einfährt,  so  ergibt  sich: 

dx      ^1'      dx      y«^  •••       dx        2fr-n 

~di^  -  fo(^)y  +  fi{^)yi  +  •  •  •  +  /r-i  Wyr.i  +  F{X), 
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Dies  System  gehört  zu  den  in  Nr.  774  betrachteten  linearen 
Systemen.  Das  zugehörige  yerkfirzte  lineare  System  geht  durch 
Streichen  von  F{x)  hervor.  Dementsprechend  heißt  diejenige 
lineare  Differentialgleichung  r^'  Ordnung^  die  aus  (1)  durch 
Streichen  von  F{x)  entsteht;  die  zugehörige  verkmete  lineare 
Differentialgleichung.  Weil  ihre  Losungen  nicht  mit  denen 
Ton  (1)  übereinstimmen^  seien  sie  mit  z  bezeichnet^  so  daß  also 

(2)        0<'-)  =  u{x)z  +  /;(a?)/  + . . .  +  /;.i(^)^'-^) 

die  yerkfirzte  Gleichung  vorstellt. 

Leicht  kann  man  die  Betrachtimg  in  Nr.  774,  die  sich 
auf  lineare  Systeme  bezog;  auf  das  oben  gefundene  System  an- 
wenden und  dadurch  auf  die  vorgelegte  Differentialgleichung 
(1)  übertragen.  Man  sieht  darauS;  daß  die  Gleichung  (1)  voll- 
ständig integriert  ist^  sobald  man  die  allgemeine  Losung  z  der 
verkürzten  Gleichung  (2)  und  irgend  eine  Fartikularlosung 
qf{x)  von  (1)  kennt.  Doch  ist  es  ebenso  einfach,  dies  geradezu 
zu  zeigen:  Für  q>(x)  gilt  nach  (1)  die  Gleichung: 

Wird  sie  von  (1)  subtrahiert  und  dann  y  —  q>(x)^  z  gesetzt, 
so  geht  für  z  die  verkürzte  Gleichung  (2)  hervor,  d.  h.: 

Satz  10:  Ist  (f  (x)  eine  Pa/rtihüarlösung  der  linearen  Dif- 
ferentialgleichung r*''"  Ordnung 

1^''^  -  /o  Wy  +  fi{x)y'  +  . .  •  +  /;.i(a:)y('-*>  +  F{x) 

und  z  die  allgemeine  Lösung  der  zugehörigen  verkürzten  linearen 
Differentialgleichung 

^'^  -  fM^  +  /i(^)/  +  •  •  •  +  /;-i(^)^'-^ 

so  stdU  y  ^  z  +  q){x)  die  dttgemeine  Lösung  der  unverkürzten 
Gleichung  vor. 

Man  kann  die  Gleichung  (1)  auch  auf  eine  verkürzte 
Gleichung  (r  +  1)^'  Ordnung  zurückführen,  indem  man  das 
Verfahren  von  Nr.  802  benutzt.  Denn  aus  (1)  folgt  durch 
voUstandige  Differentiation  nach  x: 

Wird  hiervon  die  mit  F' :  F  multiplizierte  Gleichung  (1)  ab- 
gezogen^  so  kommt: 
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(3)   y(^+i)-(^;_5/i)y+(A'  +  /i-5.V,)y'  +  --- 

Dies  aber  ist  eine  yerkürzte  lineare  Differentialgleichung  (r  +  1)*" 
Ordnung.  Wenn  y  =-  flP  (a?,  C^,  ^2>  •  •  •  Cy^j)  ihre  aUgemeine 
Lösung  mit  r+1  willkürlichen  Konstanten  C^,  (7,, . . .  C^^, 
bedeutet,  gibt  es  also  eine  Bedingung,  die  man  den  Kon- 
stanten CifC^, . . ,  C^^i  auferlegen  muß,  damit  daraus  die  all- 
gemeine Lösung  der  vorgelegten  Gleichung  (1)  hervorgehe. 

Was  nun  die  verkürzten  linearen  Differentialgleichnngen 
betrifft,  so  kann  man  den  Satz  9  von  Nr.  770  leicht  auf  sie 
übertn^en.  Wenn  wir  bei  der  Formulierung  des  Ergebnisses 
wieder  wie  gewöhnlich  y  statt  is  schreiben,  geht  hervor: 

Sat0  11:  Die  allgemeine  Lösung  einer  gewöhnlichen  Diffe- 
rentialgleichung r^  Ordnung  für  eine  Funktion  y  von  x  setjsi 
sich  dann  und  nur  dann  linear  mit  r  unUkürlichen  konstanten 
Koeffizienten  0^,  (7,, . . .  C^  (ms  irgend  weichen  r  linear  tmab- 
hängigen  Partikularlösungen  fp^  {x\  qp,  (x), . . .  9>^  (x)  in  der  Form 

y  =  G^fpiix)  +  C^ip^  {x)  +  "^  +  C,(p,{x) 

zusammen,  wenn  die  Differentialgleichung  eine  verkürzte  lineare 
ist,  d.  h,  die  Form  hat: 

übrigens  ergibt  sich  dieser  Satz  auch  leicht  aus  Satz  3 
von  Nr.  786. 

Kennt  man  die  allgemeine  Lösung 

(4)  z  -  G,ip,{x)  +  G^v^{x)  +  . . .  +  G,q>Xx) 

der  verkürzten  linearen  Differentialgleichung  (2),  so  kann  man 
die  der  nicht  verkürzten  Gleichung  (1)  auch  nach  der  in  Nr.  774 
erwähnten  Methode  der  VaricUion  der  Konstanten  durch  Qua- 
draturen ermitteln:  Man  ersetzt  die  Konstanten  G^,  G^, , . ,  C^ 
durch  r  Funktionen  u^,  t«|, . . .  u^  von  x,  betrachtet  also  die 
Funktion 

(6)     y  -  9i(«)«*i(«)  +  <Pi(^)«*»(^)  +  •  •  •  +  vM^ri^)' 

Wenn  nun  die  Ableitungen  von  t«|,  u^, . . .  u^  den  r  Bedingungen 
genügen: 
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(6) 


+  vt^t      + 

+  9'»'«»'       + 


+  9>r'«r' 


0, 

0, 


+  9; 


(r-J) 


M. 


0, 


+  <p/^""^<  =-  n^). 


hat  die  dnrch  (5)  definierte  Funktion  die  Ableitungen  bis  zur 
(r  —  !)*•»  Ordnung: 

y(*)  »  (pi^tt,  +  y,Wtt,  +  . .  .  +  9)/)t*,         (t  -  1,  2, .  . .  r- 1) 

und  die  Ableitung  r^'  Ordnung: 

Hieraus  folgt  ^  daß  sie  der  Düferentialgleicbung  (1)  genügt^ 
denn  ^i,  tp^j  ...  q>^  befriedigen  die  verkürzte  Gleichung  (2). 
Nun  lassen  sich  u^^  ^\  -  -  - 1«/  in  der  Tat  aus  (6)  berechnen, 
weil  die  Determinante 


(7) 


D 


9i 

9» 

fi 

9» 

(r-1) 


(r-1) 


Vr 


(r-1) 


Vi''    ''    w 

nach  Satz  3^  Nr.  785;  Ton  Null  verschieden  ist  Bezeichnet 
2)^  die  zum  Ä;**"  Element  der  letzten  Zeile  gehörige  Unter- 
determinante, so  gibt  (6): 


w. 


5  F{x) 


(*  =  1,  2, . . .  r). 


Wenn  also 
(8) 


tl;^(x)  =  r§  F(x)rfa;        (Ä  -=  1,  2, . . .  r) 

gesetzt  wird,  wobei  alle  Quadraturen  von  derselben  bestimmten 
unteren  Grenze  aus  erstreckt  sein  mögen,  ist  u^=^  tk"^  konst. 
Nach  (5)  wird  also 

(9)    y-V>t(x)t,(x)  +  ''-  +  ip,{x)i;X^)  +  C^(p,(x)+-'  +  C,^^^^^ 

eine  Lösung  von  (1)  und  zwar  die  aUgemeine  Lösung,  weil 
man  die  r  willkürlichen  Eonstanten  C^y  C^,  -  -  •  C^  aus  dieser 
Gleichung  und  den  r  —  1  durch  Differentiation  hervorgehenden 
Gleichungen  für  /,  y ',  . . .  y^**"*)  wegen  X>  -H  0  berechnen  kann. 
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Die  verkürete  lineare  Differentialgleichang  (2)  ist  nach  der 
in  Nr.  800  unter  (2)  betrachteten  Art  homogen^  so  dafi  sich 
ihre  Ordnung  um  eine  Einheit  erniedrigen  läßt,  wenn  man 
z'  \z  als  neue  unbekannte  Funktion  einf&hrt;  jedoch  ist  die 
dann  hervorgehende  Differentialgleichung  im  allgemeinen  nicht 
mehr  linear.  Beispielsweise  ergibt  sich  aus  der  Terkürzten 
linearen  Diffidrentialgleichung  zweiter  Ordnung 

^"-fM'  +  fM'f, 

wenn  man  Z  =  e'  -.z  setzt,  die  Biccaüsche  DiffiarentialgleidHtng 
(vgl.  Nr.  718): 

Umgekehrt  erhellt  leicht:  Eine  Riccatische  Gleichung 

z'~f,ix)  +  f,ix)z+f,ix)z; 

worin  f^(x)  4"  0  isty  geht  durch  Einführung  einer  neuen  un- 
bekannten Funktion  g  vermöge 

in  eine  verkürzte  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
über: 


^"«-/'o/i^  +  (/;  +  -?j^'. 


806.  Yerkfinte  lineare  BlirerentialgleiehiiBgeB  mit 
konetanten  Koeflisienten.  Wenn  eine  verkürzte  lineare 
Differentialgleichung  r**'  Ordnung  vorliegt,  in  der  die  Koeffi- 
zienten Äron^nfe  Werte  a^,  a^,  ^>  •  •  •  ^r-i  hc^^^i^- 

(1)  yC)  =  a^y  +  a,y'  +  a,y"  +  •  •  •  +  »r-i!^'"'^; 

geht  ein  d'Alemhertsdies  System  (vgl.  Nr.  772)  hervor,  sobald 
man  wie  in  voriger  Nummer  y',  y", . . .  y^'""*^  als  unbekannte 
Funktionen  ^i;  y«;  •  •  •  y^-i  ^^^^^  V  selbst  einführt,  nämlich 
das  System: 


(2) 


%f^--  aoy  +  a^y^  +  o^y,  +  •  •  •  +  a^.iy^.i- 


Seine  charakteristische  Gleichung  ist  nach  (4)  in  Nr.  772: 
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0 
0 


1 
—  9 

• 

0 
a. 


0 
0 


a 


oder: 
(3) 


1-« 


0 
0 

■ 

1 


0 


+  «r-lP 


r-1 


Sie  heißt  auch  die  chardkterislische  Gleichung  der  Differential- 
gleichung (1).  Wenn  sie  lauter  verschiedene  reelle  Wu/rzeln  q^, 
Qm9  '  • '  9r  ^^f  ergibt  sich  nach  Nr.  772  als  allgemeine  Lösung 
von  (1): 

(4)  y  =  CjC^i'  +  Cjce*'  +  .  • .  +  C^e^r'. 

Dabei  sind  C\^  C^, , .  .  C^  die  Integrationskonstanten.  In  der 
Taty  nach  (4)  ist: 

(»j  «  1,  2, . . .  r). 

Einsetzen  dieser  Werte  in  (1)  und  Yergleichung  der  Koeffi- 
zienten von  Cj^  auf  beiden  Seiten  gibt: 

9/  ===^  «0  +  «iP*  +  ««(>**  +  •  •  •  +  a^-iP/"'    (*  -  1,  2, . . .  r), 

und  diese  Gleichung  wird  befriedigt^  weil  q^  eine  Wurzel  der 
charakteristischen  Gleichung  (3)  ist.  Außerdem  sind  in  (4) 
alle  r  Eonstanten  C^,  C^, . , .  C^  wesentlich ,  denn  sonst  müßte 
nach  Satz  5,  Nr.  786^  die  Determinante 

1  1.1 


(5) 


9i 
9.' 


9.' 


r-l 


r-l 


9r 
9r' 


r-l 


9i  92 

gleich  Null  sein,  was  aber  bekanntlich  nur  daun  der  FaU  ist, 
wenn  zwei  der  r  Werte  9i,  9^,  r  -  -  9r  übereinstimmen.  Dies 
wurde  ausdrücklich  ausgeschlossen. 

Sind  die  Wurndn  q  der  charakteristischen  Gleichung  zwar 
sämtlich  verschieden,  aber  mm  Teil  imaginär,  sq  treten  sie 
konjugiert  komplex  auf.  Ist  z.  B  q^  '^  a  +  iß,  so  ist  eine  zweite 
Wurzel  (>2  =  a  —  t j3  vorhanden.     Wenn  man  dann  in  (4)  auch 
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für  (7|  und  G^  konjugiei-t  komplexe  Konstanten  Ä  +  iB  and 
Ä  —  iB  setzt,  haben  die  beiden  ersten  Glieder  in  dem  Aus- 
drucke (4)  eine  Summe,  die  sich  nach  (5)  in  Nr.  373  mittelfl 
goniometrischer  Funktionen  in  reeller  Form  schreiben  laßt. 

Dagegen  versagt  die  Formel  (4),  falls  die  charakteristische 
Gleichung  (3)  nicht  durchweg  einfache  Wurzeln  hat.  Hier  stellt 
zwar  (4)  immer  noch  eine  Lösung  dar,  aber  nicht  die  aUge- 
meine,  weil  in  diesem  Falle  die  Determinante  (5)  yerschwindet 
und  daher  nicht  alle  r  Eonstanten  C^f  C^, » -  -  C^  in  (4)  wesent- 
lich sind.  Aber  aus  den  Ergebnissen  von  Nr.  773,  vgl.  insbe- 
sondere Satz  13  daselbst,  folgt: 

Säte  12:  Liegt  eine  verkürete  lineare  Bifferentialgleichung 
f^''  Ordnung 

y<'-)  -  a^y  +  a^y'  +  a^y"  +  •  •  •  +  a^^iy^'"-*) 

mit  konstanten  Koeffizienten  a^,  a^,  a^, . , ,  a^_i  vor  und  hat 
ihre  charakteristische  Gleichung 

?*"  —  «0  +  c^iQ  +  Ojip*  H h  «r-l?''"* 

gerade  fi  verschiedene  Wurzeln  Qi,  Q^y  -  -  -  Q^y  die  hsw.  m^^fach, 
m^-fach, . . .  m^-fach  sind,  so  setzt  sich  die  aUgememe  Lösung 
der  Differentialgleichung  linear  mit  willkürlichen  konstanten  Koef- 
fizienten aus  den  r  Funktionen 

efij',    xefij'',  ..,x^-^efij'        (j  =  1,  2, . . .  f*) 
zusammen. 

Wenn  dabei  imaginäre  Wurzeln  auftreten,  kann  man  nach 

dem  vorhin  angegebenen  Verfahren  doch  stets  zu  einer  reellen 

Form  der  allgemeinen  Lösung  gelangen. 

§  4.  Inflnitesiinale  Transformatioiien 
gewöhnlicher  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung.^) 

807.  Mehrmal  erweiterte  eingliedrige  Gruppe  von 
Pniikt-Traiisfoniiationeii.  In  diesem  Paragraphen  soll  ein 
kurzer  Einblick  in  diejenigen  von  Lie  herrührenden  Integra- 

1)  Dieser  ziemlich  knapp  gefaßte  Paragraph  kann  ohne  Nachteil  für 
das  Verstehen  des  Späteren  überschlagen  werden.  Ausdrücklich  sei  be- 
merkt, daß  in  den  Nummern  809—812  mehrfach  begriffliche  Schluß- 
folgerungen gemacht  worden  sind,  deren  UmsetEung  in  rein  analytische 
Schlüsse  hier  zu  viel  Platz  beansprucht  hätte. 
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tionsmethoden  gegeben  werden,  die  man  bei  gewöhnlicben  Di£- 
ferantialgleichungen  höherer  Ordnung  mit  bekannten  infinitesi- 
malen Transformationen  anwenden  kann.    Zu  diesem  Zwecke 
bedarf  es  einiger  Yorbereitongen. 
Vermöge  einer  TransfarmaUon 

(1)  ^  =  9P(«o>yo);    y^H^ofVo) 

der  Punkte  (x^^j  y^)  der  Ebene  in  neue  Punkte  (Xj  y)  geht  jede 
Kurve  in  eine  neue  Kurve  und  daher  jedes  Element  r^'  Ord- 
nung (a?0,  ^0,  y^,  . . .  y^^''^)  in  ein  neues  Element  r**'  Ordnung 
(Xj  y,  y', ' '  -  y^^O  ^^®^*  I^ür  die  Linienelemente  wurde  dies  schon 
in  Nr.  745  erörtert.  Versteht  man  unter  x^  und  y^  irgend- 
welche wiederholt  differenzierbare  Funktionen  einer  Hilfsver- 
änderlichen  t,  so  sind  sie  die  laufenden  Koordinaten  einer  Kurve, 
and  längs  dieser  Kurve  kann  man  y^  als  eine  Funktion  von  x^ 
aufGassen.  Die  Ableitungen  von  y^  nach  Xq  sind  alsdann  durch 
die  Formeln  definiert: 

f9\    ^r  ^^y^i^    ,i "  ^  ^yp  •  ^^       « (r) «.  ^o^^A- ^ 

Infolge  von  (1)  sind  aber  auch  x  und  y  als  Funktionen  von 
T  aufzufassen,  so  daß  es  auch  hier  Ableitungen  y'y  y'\ . . .  y^''^ 
von  y  nach  x  gibt,  definiert  durch  die  Formeln: 

(S)    */  =  ^yi^,   y-^'^y^i^      ur)^^y^iZ!li:^. 

^^^       ^       dxidt*     ^         dxid%^"'y  dxidt 

Nach  (1)  und  den  beiden  ersten  Formeln  (2)  und  (3)  ist: 

y'  ^  ^±1^1  „  ^  jyo_., 

^       d<p;  dt       d(p    .  dq>     , 

vgl.  (2)  in  Nr.  745  (wo  x^^y^  mit  x,y,  dagegen  x,y  mit  x,y 
bezeichnet  waren).  Dieser  Wert  von  y'  ist  eine  Funktion  ^^ 
von  x^^y^  und  y^'.    Weiterhin  ergibt  sich  entsprechend: 

^  dtp  :dt  dtp    ,   d(p      , 

und  dies  ist  eine  Funktion  ^,  von  x^,  y^,  y^,  y^".  So  kann 
man  fortfahren  und  allgemein  j/^'^  als  eine  Funktion  ^^  von 
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^09  Vo;  y^f ' '  ■  Vo^'^^  darstellen.    Dadurch  gewinnt  man  diejenigen 
Gleichungen 

(4)     j/'-^iKjyo^yo');   ...  i/^"^  -  ^r(^o,  %; .%'.  •  •  •  yo^'O- 

die  man  zu  (1)  hinzufügen  muß,  um  den  analytischen  Ans- 
druck  der  r-mal  erweiterten  Punkt- Transformation  (1)  zu  be- 
kommen, d.  h.  derjenigen  Transformation  der  Elemente  r^  Ord- 
nung, die  infolge  dieser  Punkt-Transformation  staUfindet.  Offen- 
bar kann  man  die  Formeln  (4),  die  von  t  frei  sind,  ohne  Rück- 
sicht darauf  aufstellen,  welche  besonderen  Funktionen  von  r 
unter  x^  und  y^  gerade  verstanden  werden  sollen. 
Ein  System  Yon  der  Form 

(5)  57  =  K^;y)^  ä?=^^(^^y)^ 

in  dem  |  und  rj  und  ihre  partiellen  Ableitungen  bis  zur  r*^^ 
Ordnung   einschließlich   in    einem    gewissen   Bereiche    stetige 
Funktionen  von  x  und  y,  aber  frei  von  t  seien,  definiert  nach 
Nr.  734  eine  eingliedrige  Gruppe  von  Punkt-Transformationen  %^ 
dargestellt  durch  das  System  derjenigen  Hauptlösungen 

(6)  ^-y(yo;yo;0;  y  =  *(^o>yo;0> 

die  für  ^ »  0  die  Anfiangswerte  Xq  und  y^  haben.  Bei  jeder 
Transformation  %^  dieser  Gruppe  werden  alle  Elemente  r**'  Ord- 
nung {Xq,  y^j  y^,  . . .  y^^'"))  in  neue  Elemente  r*"  Ordnung 
{Xf  y,  y', .  •  •  y^'^^)  verwandelt.  Die  Gleichungen  für  die  r-mal 
erweiterten  Transformationen  der  Gruppe  lassen  sich  nach  dem 
angegebenen  Verfahren  aus  den  Gleichungen  (6)  ableiten.  Da- 
bei tritt  noch  der  Parameter  t  in  die  Formeln  ein,  die  nach 
wie  vor  von  r  frei  sind.  Die  Gesamtheit  der  Formeln  (6)  und 
der  aus  ihnen  abgeleiteten  Formeln  für  y',  y", . . .  y^''^  sei  durch 
die  Gleichungen  dargestellt: 

y     -H^o^Voy^l 

y    -^i(xo,yo,yo',0, 

y     =V'8K,yo.yo';yo";0; 


(7) 


l    y<'-)  =  ^^(a;o,yo,yo',yo">---yo^''^;0- 
Sie  definieren  für  jeden  Wert  von  t  eine  Transformation  der 
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Elemente  r^'  Ordnung,  nnd  alle  diese  Transformationen  bilden 
eine  Gruppe.  Denn  die  Aufeinanderfolge  der  zu  zwei  Werten 
t^  und  t^  von  t  gehörigen  Transformationen  X^,  und  %t^  der 
vorgelegten  eingliedrigen  Gruppe  ist  nach  Satz  18,  Nr.  732, 
durch  die  Transformation  %^^t^  ersetzbar,  und  da  X/,,  X^,  und 
%t^^t^  diejenigen  Transformationen  der  Elemente  r*®'  Ordnung 
nach  sich  ziehen,  die  durch  (7)  für  <  =■  ^,  ^  =  ^  und  ^  =  ^^  +  ^ 
dargestellt  werden,  muß  dasselbe  fär  die  r-mal  erweiterten 
Transformationen  gelten.  Weil  zu  ^  =  0  die  identische  Trans- 
formation gehört  (vgl.  Nr.  732),  haben  die  Funktionen  (7)  für 
<  =  0  die  Werte  x^^y^,  y^y  y^\  , . .  y^^'^l 

Werden  nun  Xq  und  y^  als  r-mal  dififerenzierbare  Funk- 
tionen einer  Hilfsveränderlichen  r  betrachtet,  so  daß  eine  Kurve 
mit  den  laufenden  Koordinaten  Xq  und  y^  ins  Auge  gefaßt 
wird,  längs  deren  y^  eine  Funktion  von  Xq  mit  den  Ableitungen  (2) 
ist,  so  bedeuten  x  und  y  nach  (6)  Funktionen  von  t  und  r. 
Deshalb  wird  man  es  jetzt  vorziehen,  das  System  (5)  so  zu 
schreiben: 

(8)  Xt^i(x,y),    yt-'v(^,y)' 

Man  kann  nun  leicht  auch  die  Ableitungen  von  y\  y ', . . .  j^^**) 
nach  t  berechnen,  die  wir  durch  Anhängen  des  Index  t  be* 
zeichnen.    Nach  (3)  ist: 

(9)  y^ ._ ,       y^ __     ........ 

Werden  die  Werte  (8)  in  die  erste  Formel  eingesetzt  und  wird 
y^  :  x^  wieder  mit  y  bezeichnet,  so  kommt  wie  in  (6),  Nr.  746: 

vi -nx-^ (Vp - Dy  - Sy/ ^ 

oder  auch: 

wenn  das  gerade  Differentiationszeichen  die  vollständige  Diffe- 
rentiation nach  X  andeutet.  Der  Wert  von  yl  stellt  sich  daher 
als  eine  Funktion  ri^  von  Xy  y  und  ^  dar,  so  daß  die  zweite 
Formel  (9)  mit  Rücksicht  auf  die  erste  Gleichung  (8)  gibt: 

,,     ^*  dt     ^^  dt 


^r* 
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oder,  wenn  man  dies  aasrechnet,  y^ :  x^  durch  y  sowie  y/ :  x^ 
durch  y"  ersetzt: 

y^      dx^  dy^  ^ dy^      *  Va^^ay*'/ 

Hierf&r  kann  man  wieder  unter  Benutzung  gerader  Differen- 
tiationszeicben  kürzer  schreiben: 

Ol)  y*  "^  di-^y  dir 

und  es  ist  leicht,  entsprechend  den  Formeln  (10)  und  (11)  zu 
denen  für  die  Ableitungen  von  y'\  . . .  y^*"^  nach  t  zu  gelangen. 

Erinnert  man  sich  noch  daran,  daß  die  Funktionen  x^  y, 
y', . . .  y^'*>  von  t,  die  (7)  angibt,  für  ^  —  0  die  Anfangswerte 
^07  ^0'  Voy  ' ' '  Vo'^^  baben,  so  findet  man  mit  Rücksicht  auf 
Satz  5  Yon  Nr.  767  den  folgenden 

8at0  13:  Durch  r-malige  Erweiterung  aUer  Transforma- 
tionen einer  eingliedrigen  Gruppe 

die  durch  ein  Systetn 

|f*-5(a;,y),    -^i^n{^jy\ 

erzeugt  wird,  ergibt  sich  eine  eingliedrige  Gruppe 

y"  =  V'ä(^o.  yo.  yo'>  yo"  0,  •  •  •  y^''^ - *r(^o;  yo;  yo'. »o'f  •  •  •  yo^'^^. 0 

von  Transformationen  der  Elemente  r*^  Ordnung  (x^,  y^ ,  y^', . . .  y^^"^) 
in  neue  Elemente  r*"'  Ordnung  (x,  y,y'  ^ .  -  y^''^),  und  jsnvar  wird 
diese  Gruppe  mit  den  r  +  2  Veränderlichen  x,  y,  y', . .  •  y^'"^  er- 
zeugt von  dem  System: 

^  -  %  (^>  y,  y')  y'O;  --Hf^  ^r  («;  y;  y  >  y'^  •  •  •  y^"^)- 

Dahei  gehen  i^^,  ^s?  *  •    '>7r  v^^''*^^  der  Rekursionsformdn 

"i      da;       y  cia;'     ^^"dx       ^   dx' '  '  '  ^^  dx  ^    dx 

hervor^  in  denen  die  Differentiation  hinsichtlich  x  als  vollständige 
zu  vollziehen  ist.  Vorausgesetzt  wird  ein  Bereich^  innerhalb  dessen 
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I  und  ti  und  ütre  parfidlen  Ableitungen  bis  ssur  r^"  Ordnung 
einschUeßicli  stetige  Funktionen  von  x  und  y  sind. 

DaB  man  nicht  auch  die  Stetigkeit  der  Ableitungen 
(r  -f-  1)^  Ordnung  von  ^  und  17  zu  fordern  braucht,  ist  gerade 
so  wie  in  Nr.  746  für  den  Fall  r  =  1  einzusehen. 

Die  hervorgegangene  Gruppe  Ton  Transformationen  der 
Elemente  r**'  Ordnung  heißt  die  r-mai  erweiterte  eingliedrige 
Gruppe  von  Punkt-Transformationen. 

Zur  Vermeidung  irriger  Auffassungen  dürfte  es  angebracht 
erscheinen,  darauf  besonders  hinzuweisen,  daß  man  in  dem 
neuen  System  von  Differentialgleichungen  alle  r  +  2  Größen 
X,  y,  y\  -  - '  y^**^  als  unabhängige  Veränderliche  au&ufassen  hat. 
Denn  man  kann  ihnen  ja  irgend  welche  Werte  erteilen,  weil 
es  immer  r-mal  differenzierbare  Funktionen  y  » f(x)  gibt,  die 
zusammen  mit  x  und  mit  ihren  Ableitungen  y\  y",  . . .  ^''^  ge- 
rade diese  Werte  annehmen.  Man  darf  auch  nicht  etwa  y  mit 
dem  Werte  dy :  dx  verwechseln,  der  durch  Division  der  beiden 
Gleichungen  des  Systems  (5)  hervorgeht,  muß  sich  vielmehr 
daran  erinnern,  daß  y  nach  der  unter  (3)  angegebenen  De- 
finition y^ :  x^  bedeutet,  während  der  Wert  dy :  dx,  der  aus  (5) 
folgen  würde,  gleich  y^ :  x^  ist. 

808.  Beispiele. 

1.  Beispiel:  Die  eingliedrige  Gruppe,  die  von  dem 
System 

erzeugt  wird,  nämlich 

(2)  x^x^,    »  =  yo^; 

besteht  aus  allen  denjenigen  Transformationeny  die  die  ÄbsHssen 
ungeändert  lassen,  dagegen  alle  Ordinalen  in  einem  konstanten 
Verhältnisse  vergrößern  oder  verkleinem.  Hier  ist  5  =»  0,  1;  =  y; 
daher  geben  die  Bekursionsformeln  des  Satzes  13: 

Die  r-mal  erweiterte  Gruppe  wird  somit  von  dem  System 

dt       ^'     dt       ^f      dt       y^      dt       y>'"    dt         ^ 
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erzeugt^  das  offenbar  das  folgende  System  von  Hauptlosungeii 
hat: 

Dies  also  sind  die  Gleichungen  der  r-mal  erweiterten  Oruppe. 
Wird  &  =  c  gesetzt,  so  folgt:  Wenn  man  alle  Ordinaten  mit 
c  multipliziert,  geht  ein  Element  r**'  Ordnung  (ar^,  yo,  y^j . . .  y^^^^ 
in  dasjenige  Element  r^^  Ordnung  über,  dessen  Bestimmungs- 
stücke sind; 

^  -  a^o,    y  -  cyo,    y  -  cy^',    y'  =  cy^\  .  -  •  yo^"^  =-  cyo^»-). 

Vgl.  hierzu  den  FaU  (2)  in  Nr.  800. 

2.  Beispiel:  Bei  der  eingliedrigen  Gruppe  aUer  Drdmngem 
um  den  Anfangsptfnkt  0,  die  nach  dem  ersten  Beispiele  in 
Nr.  733  von  dem  System 

erzeugt  wird,  ist  |  =  —  y,  iy  ==  rr,  so  daß  die  Rekursionsformeln 
des  Satzes  13  ergeben: 

dx   .     fdy       -    ,      /•  ^^1+y'*)    X      '' dy       «   ,n 

ni-^^  +  y  ^-^+y\   v^^-^J    +y  xL  =  ^y» y 


dx       *  dx  I   J   t       I»  dg         19    dx 

Vi 


--H^+ril'W'*+w' 


usw.     Die   gweimal   erweiterte   Gruppe   wird   daher   von   dem 
System 

erzeugt,  dessen  drei  erste  Gleichungen  nach  dem  dritten  Bei- 
spiele in  Nr.  746  liefern: 

a;-a:ocos/-yosm^,     y^^roSin^  +  yoCos^,    y  ^ci^iT^S'Binr 

Die  vierte  Gleichung  des  Systems  gibt: 

t 

In  K  -  3  f^'''l+  K^"!'^,  dt  =  -  31n (cos  t  -  y^  sin  0, 

0 

SO  daß  als  vierte  Gleichung  der  zweimal  erweiterten  Gruppe 
hervorgeht: 

w'^ yJl .  . 

^  (coBf  —  y^j'BinQ' 
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809.  Dlirerentialinvarianten.  Wie  bisher  betrachten 
wir  die  eingliedrige  Gruppe^  die  Ton  einem  System 

(1)  ^=-5(^.y),  ^-v(^,y) 

oder  Yon  der  infinitesimalen  Transformation  mit  dem  Symbol 

(Tgl.  Nr.  735)  erzengt  wird.  Wieder  sei  ein  Bereich  voraus- 
gesetzt ^  innerhalb  dessen  g  und  rj  nebst  ihren  partiellen  Ab- 
leitungen bis  zur  r**°  Ordnung  einschlieBlich  stetig  sind. 

Die  Gleichungen  der  r-mal  erweiterten  Gruppe  sind  die- 
jenigen Hauptlösungen   des  Systems   von  r  +  2   Gleichungen 

-^  =*  ^2(^; y, y ;  y 0»  •  •  •  ^^-^  ^Ä^,  y»  y,  y ;  •  •  •  y^'^X 

die  für  ^  =  0  die  Anfangswerte  Xq,  y^,  y^y  ^q",  . . .  y^^''^  haben.  Wird 
eine  Umgebung  einer  Stelle  (x,  y)  des  Bereiches  ins  Auge  ge- 
faßt, wo  f/y  yf\  . . .  y^*'^  beliebige  Werte  haben  können,  so  er- 
f&Ut  das  System  (2)  die  Bedingungen,  unter  denen  die  Be- 
trachtungen von  Nr.  763  anwendbar  sind.  Dabei  hat  man  die 
n  -h  1  Größen  x^y^^y^y  , . .  y^y  die  dort  vorkamen,  durch  die 
r  -f-  3  Größen  ty  a?,  y,  y,  . . .  y^'*^  zu  ersetzen. 

Das  System  hat  danach  r  +  2  unabhängige  Integrale.  Wir 
wollen  nun  insbesondere  diejenigen  Integrale  J  betrachten,  die 
von  t  sdbst  frei  sind.  Nach  Satz  1  von  Nr.  763  ist  die  Bedingung 
für  ein  derartiges  Integral  J\ 

(3)  5  ä*  + '^  äp  + ''i  av  "*"•■■  +  '''•  ä^)' ^- 

Dividiert  man  sie  mit  irgend  einem  der  Koeffizienten,  z.  B. 
mit  £,  so  geht  eine  partielle  Differentialgleichung  für  J 

hervor,  die  sich  der  des  Satzes  3  von  Nr.  763  unterordnet, 
wenn  dort  x^y^yy^, . .  ,y^  durch  Xy  y,  y', .  •  •  ^^^  ersetzt  werden. 
Danach  sind  die  von  t  freien  Integrale  des  Systems  (2)  iden- 
tisch mit  den  Integralen  des  Systems 
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(4) 

das  sich  als  System  von  totalen  Differentialgleichungen  schrei- 
ben läßt: 

Wie  zum  Schlüsse  von  Nr.  807  sei  herrorgehoben,  daß  man 
hierbei  ron  der  Deutung  der  Größen  y\  y\  . . .  j^''^  als  Ablei- 
tungen Ton  y  nach  x  abzusehen  hat.  Zu  demselben  System  (5) 
gelangt  man  auch;  wenn  man  die  Gleichung  (3)  statt  mit  ^ 
mit  einem  der  anderen  Koeffizienten  Vy  Vif  -  •  -  Vr  dividiert. 
Daher  ist  nur  noch  eine  Einschränkung  zu  machen:  Ahgesdten 
wird  von  solchen  Wertsysiemen  x,  y^  y  ^  . . .  t^^^^  fw  die  aOe 
r  +  2  FunkHonen  ^fV}Vif'"Vr  ^^l^^  verschwinden. 

Weil  (4)  ein  System  erster  Ordnung  von.r  -|-  1  Differen- 
tialgleichungen in  der  Normalform  ist,  hat  es  nach  Satz  2, 
Nr.  763,  gerade  r  +  l  unabhängige  Integrale.  Demnach  gibt 
es  gerade  r  +  1  von  t  freie  unabhängige  Integrale  J  des  vor- 
gelegten Systems  (2). 

Wird  r  durch  r  ~-  l  ersetzt^  so  wird  das  System  (2)  um 
eine  Gleichung  verkürzt.  Da  die  Integrale  des  verkürzten 
Systems  auch  Integrale  des  Systems  (2)  sind,  gibt  es  gerade 
r  —  1  unabhängige  und  von  t  freie  Integrale  von  (2),  die 
ffir)  nicht  enthalten.  Ebenso  gibt  es  gerade  r  —  2^  die  von 
y^**)  und  y^'*"^)  frei  sind  usw.  Es  ist  daher  ein  einziges  un- 
abhängiges Integral  J^{x^y)  vorhanden,  daß  nur  x  und  y  ent- 
hält;   femer  gibt  es   nur  ein  von   J^  unabhängiges   Integral 

^li^fVfVlf  ^^  b^ofi  ^f  tff  y  enthält,  usw.  Demnach  sind 
r  -f  1  unabhängige  Integrale  von  der  Form 

vorhanden,  und  Jj^  hängt  auch  wirklich  von  j^^^  ab.  Jede  stetige 
und  differenzierbare  Funktion  von  J^i  J^y  J%)  •  -  -  Jr  ist  ein  von 
t  freies  Integral  des  Systems  (2),  und  sonst  gibt  es  keines. 

Weil  das  System  (2)  insgesamt  r  -f  2  unabhängige  Inte- 
grale hat,  tritt  schließlich  zu  J|^,  e/^,  J,,  . . .  «7^  noch  ein  Inte- 
gral Sl  hinzu,  das  auch  von  t  abhängt   Die  r  -f  2  Gleichungen 

(6)       SHt,  X,  y,  y\...  y<-))  =-  Ä(0,  x^,  y^,  yo',  •  •  •  yo^^O, 
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(7) 


definieren  dann  implizite  die  zn  ^ » 0  gehörigen  Haapt- 
lösnngen  des  Systems  (2).  Die  Gleichungen  (7)  besagen^  da  sie 
Ton  t  frei  sind:  Alle  Elemente  r*^'  Ordnung  (a?,  y,  y\  . , .  tf^''^), 
die  aus  einem  Element  r**'  Ordnung  (x^,  y^,  y^,  . . .  y^^''))  bei 
allen  Transformationen  der  r-mal  erweiterten  Gbuppe  hervor- 
gehen, haben  die  Eigenschaft^  daß  f&r  sie  jede  Funktion  Jj^ 
denselben  Wert  hat  wie  ftir  das  ursprüngliche  Element;  das- 
selbe gilt  von  allen  Funktionen^  die  von  J^j  J^  . .  .c7^  allein 
abhangen,  sonst  aber  Ton  keiner  Funktion. 

Demnach  bleibt  jede  Funktion  von  Jq,  Jt,  - » »Jr  ^®üi 
und  sonst  keine  Funktion  bei  allen  Transformationen  der  r-mal 
erweiterten  Gruppe  ungeandert  oder  invariant.  Da  sie  von  Xf  y 
und  denjenigen  Differentialquotienten  y\  y\  . . .  y^**)  abhangt, 
die  y  hinsichtlich  x  hat,  sobald  man  y  als  irgend  eine  r-mal 
differenzierbare  Funktion  von  x  betrachtet,  heifit  sie  eine  Diffe- 
renHcUinvaricmte  und  zwar  Ton  r^'  Ordnung,  wezm  die  höchste 
Ordnung  der  in  ihr  yorkommenden  Ableitungen  die  r^  ist. 

Hiernach  gilt  der 

Satg  14:  Die  von  einer  infinitesimaien  Transformation 

erzeugte  Gruppe  hat  gerade  r  +  1  unabhängige  DifferevUialinvar 
rianten  von  der  mdUen  bis  zw  r^  Ordnung.  Insbesondere  gibt 
es  je  eine  Differentiaiinvcmante  J^yJw'Jr  ^^^^  gerade  nuUier, 
erster, . . .  r^*"  Ordnung  derart,  daß  jede  Funktion  von  J^,  J^^ . . .  J^ 
allein  eine  Differentialinvariante  ist  und  sonst  keine  Differential- 
invarianten  von  höchstens  r^  Ordnung  vorhanden  sind.  Diese 
Differentialinvarianten  sind  die  Integrale  des  Systems 

dx  dy  äy' dy^^ 

worin  i7i, . . .  rj^  die  durch  die  Rekursionsformeln 

^^       dx       ^  dx^     ^^       dx       ^    dx'"'^'-         dx         ^    dx 
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hervorgehenden  Funktionen  bedeuten,  tvenn  hierin  die  Differentiaiia- 
nen  nach  x  vollständig  ausgeführt  werden.  Vorausgesetzt  ist  dabei 
eine  ümgdmng  einer  Statte,  wo  ^,  rj  und  ihre  partiellen  Ab- 
leitungen bis  zur  r*""  Ordnung  einschließlich  stetige  FunÜMmen 
von  X  und  y  sind  und  nicht  alle  r  +  2  Funktionen  |,  ly,  i?i, . .  .  Vr 
zugleich  verschunnden. 

Wenn  mau  die  r  +  1  Werte  von  x^,  y^,  y^', . .  .  yo^''"*^  will- 
kürlich läßt,  dagegen  y^^^*)  einer  Bedingung 

(8)  y,<'-'  =  /-(a;o,yo,y«',--yo^'-'') 

unterwirft,  liegt  eine  (r  +  lyfach  unendliche  Schar  von  Elementen 
(a?o,yo,yoV--yo^'^)  ^^r.  wird  in  (7)  für  y^^^)  der  Wert  (8) 
eingesetzt,  so  werden  die  Gleichungen  (7)  von  allen  Elementen 
(x,  y,  y', . . .  y^*"^)  erfüllt,  die  aus  den  Elementen  der  Schar  (8) 
vermöge  aller  Transformationen  der  erwähnten  Gruppe  ent- 
stehen. Soll  nun  die  Schar  der  durch  (8)  definierten  Ele- 
mente bei  der  erweiterten  Gruppe  invariant  sein,  d.  h.  soll 
jedes  Element,  das  die  Gleichung  (8)  befriedigt,  bei  allen 
Transformationen  dieser  Gruppe  immer  wieder  in  Elemente 
übergehen,  die  dasselbe  tun,  so  ist  zu  fordern,  daß  auch 

(9)  y<^' =  /•(«;,  y,  y', ...  yc- ^>) 

werde,  d.  h.  die  Gleichungen  (7)  zusammen  mit  (8)  müssen 
die  Gleichung  (9)  zur  Folge  haben.  Wenn  nun  J^  (x,  y) 
nicht  frei  von  y  ist,  hat  die  erste  Gleichung  (7)  eine  Auflösung 
nach  y.  Ist  dagegen  J^  von  y  frei,  so  gibt  es  eine  Auflösung 
nach  X.  Es  genügt,  den  ersten  Fall  zu  betrachten.  Die  zweite 
Gleichung  (7)  ist  nach  y',  die  dritte  nach  y"  usw.  auflösbar. 
Daraus  folgt  das  Bestehen  von  Gleichungen  von  der  Form: 

y  =  X(x,  Jo«), 

y'  =  X,(x,  Jo»,  J,»), 

y"  -  i,ix,  JoS  J,',  Jt"), 

y('-)--l,(^,Jo«>AJ,',.--'^/), 
worin  «JT^®,  J^^,  ,  . .  JJ^  die  Differentialinvarianten,  gebildet  für 
^of  Vo}  Voy  '  •  '  W'^  bedeuten.    Damit   die  Schar  (8)   invariant 
sei,  ist  dann  zu  verlangen,  daß  die  aus  (9)  durch  diese  Substi- 
tutionen hervorgehende  Gleichung 
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f{x,  l(X,  J^%  X,{X,  Jo',  Jl%  .  .  .  K^ii^,  JA  JA  '  •  •  Jr^A) 

infolge  von  (8)  allein  bestehe.  Sie  enthält  jedoch  außer  ^o^  yo? 
Vqj  '  •  •  Vo''^^  noch  Xy  das  in  (8)  gar  nicht  auftritt.  Also  darf  x 
nur  scheinbar  vorkommen.  Daher  liegt  doch  eine  Gleichung  in 
Jij®,  Jj^,  . .  .J^  allein  vor.  Demnach  kann  die  Gleichung  (8)  nur 
dann  eine  invariante  Elementenschar  definieren^  wenn  sie  eine 
Gleichung  zwischen  J^®,  J^y , .  ,JJ^  allein  wird.  Bezeichnen 
wir  die  Bestimmnngsstücke  der  Elemente  nunmehr  mit  Xy  y, 
y', . . .  ^*'\  so  heißt  dies: 

Die  durch 

(10)  .     y<')  =  /-(x,y,y',...y<'->) 

definierte  Elementenschar  kann  nur  dann  bei  allen  Transfor- 
mationen der  erweiterten  Gruppe  invariant  sein,  wenn  (10)  in 
der  Form  einer  Gleichung 

(11)  *(j-„,  Ji, . . .  J,)  =  0 

zwischen  den  r  +  1  Differentialinvarianten  e/^,  «7,, . . .  J^  allein 
geschrieben  werden  kann.  Daß  umgekehrt  jede  Gleichung  (11) 
eine  Elementenschar  bestimmt^  die  bei  der  erweiterten  Gruppe 
ungeändert  bleibt,  liegt  auf  der  Hand.  Denn  wenn  irgend  ein 
Element  r*"  Ordnung  die  Gleichung  (11)  befriedigt,  behalten 
Jof  Ju  •  •  Jr  für  alle  Elemente,  die  aus  diesem  Element  bei 
den  Transformationen  hervorgehen,  dieselben  Werte  bei,  so  daß 
alle  diese  Elemente  der  Gleichung  genügen  und  deshalb  auch 
zur  Schar  (10)  gehören.   Also  ergibt  sich  der 

Satz  15:  Soli  eine  Gleichung  zwischen  x,  y,  y',  . . .  y^''^  eine 
Schar  von  Elenmiten  r^^  Ordnung  (x,  y,  y', . . .  y^''^)  definieren, 
die  bei  aUen  Transformationen  derjenigen  Gruppe  invaria/nt 
bleibt,  die  dmch  r-maiige  Erweiterung  aus  der  von 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  hervorgeht,  so  muß  sie  eine  Glei- 
chung zwischen  den  Differentialinvarianten  J^,  cT^,  , ,  .Jr  von 
nuUter,  erster,  . . .  r'*'*  Ordnung  aUein  sein: 

t&(Jo,c7„...J,)^0. 

Jede  derartige  Gleichung  definiert  eine  invariante  Schar  von 
Elementen  r^  Ordnung, 
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810.  Dlfhrentialgleloliimffen,  die  eingliedrige  Orap- 
pen  geatetten.  Jetzt  liege  eine  gewohnliche  DifferenHal- 
gleichung  r**'  Ordnung 

(1)  f'(a;,y,y,y",...y('))-0 
und  eine  infinitesimale  Transformation 

(2)  üf~iix,y)l{^  +  riix,y)IC 

vor.  In  einer  Umgebung  eines  Wertsystems  a;,  y,  y'f  -  -  •  j^'^ 
sei  die  Funktion  F  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster 
Ordnung  stetig,  und  ebenda  seien  |  und  17  nebst  ihren  par- 
tiellen Ableitungen  bis  zur  r**°  Ordnung  einschließlich  stetig. 
Außerdem  werde  ausgeschlossen,  daß  |,  17  und  die  nach  Satz  13, 
Nr.  807,  aus  ihnen  abzuleitenden  Funktionen  '^u  '^tJ* '  -  Vr 
sämtlich  an  der  betrachteten  Stelle  verschwinden. 

Man  sagt,  daß  die  Differentialgleichung  die  von  Uf  er- 
zeugte eingliedrige  Oruppe  gestattet  oder  euläßt,  oder  auch, 
daß  sie  bei  der  Oruppe  invariant  bleibt,  wenn  jede  Integral- 
kurve  durch  jede  Transformation  der  Gruppe  wieder  in  eine 
Integralkurve  verwandelt  wird. 

Man  kann  die  Gleichung  (1)  als  eine  Gleichung  auf&ssen, 
die  eine  Schar  von  Elementen  r*^  Ordnung  (x,  y,  y,  ...  y^"^) 
bestimmt,  denn  ihre  Integralkurven  sind  nach  Nr.  788  die- 
jenigen Kurven,  die  lauter  Elemente  r^  Ordnung  aus  dieser 
Schar  enthalten.  Wie  die  Elemente  bei  der  Gruppe  trans- 
formiert werden,  lehrt  die  r-mal  erweiterte  Gruppe.  Soll  also 
die  Differentialgleichung  die  eingliedrige  Gruppe  gestatten,  so 
ist  zu  fordern,  daß  alle  Transformationen  der  erweiterten 
Gruppe  jedes  Element  der  Schar  wieder  in  Elemente  der  Schar 
verwandeln,  daß  also  (1)  eine  invariante  Schar  von  Elementen 
r**'  Ordnung  bestimme. 

Dies  ist  auch  ausreichend,  denn  bei  irgend  einer  Trans- 
formation der  eingliedrigen  Gruppe  geht  jede  Kurve  in  eine 
Kurve  über,  und  die  zugehörige  r-mal  erweiterte  Transforma- 
tion verwandelt  alle  Elemente  r^  Ordnung  der  alten  Kurve 
in  alle  Elemente  r^'  Ordnung  der  neuen  Kurve.  Jede  Integral- 
kurve geht  deshalb  in  eine  Integralkurve  über. 

Der  Satz  15  der  letzten  Nummer  liefert  aber  das  Kenn- 
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zeichen  fQr  die  Inyarianz  der  durch  (1)  definierten  Elementen- 
schar.  Daraus  ergibt  sich  der 

Satz  16:  Eine  gewohnliche  Differentialgleichung  r****  Ord- 
nung 

F(x,  y,  y,...  y--))  -  0 

bleibt  hei  der  von  einer  infinitesimalen  Transformation 

Uf^^ix,y)l^  +  f,{x,y)l^ 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  von  Punkt-Transformationen  dann 
und  nur  dann  invariant,  wenn  die  Differentialgleichung  eine 
Gleichung  zwischen  den  Differentialinvari<mten  J^,  J^,  ...  J^ 
nulUer  bis  r*^  Ordnung  der  Gruppe  ist: 

811.  Bereoliniiiig  der  Bifferentialinvarianton  nnllter 
nnd  erster  Ordniing.  Um  aus  dem  letzten  Satze  Vorteile 
ffir  die  Integration  von  Differentialgleichungen  ziehen  z\i  können, 
mnß  man  noch  untersuchen^  wie  die  Differentialinyarianten 
J^y  Jif  -  >  berechnet  werden.  Das  soll  in  dieser  und  der  nächsten 
Nummer  geschehen. 

Zunächst  ist  die  Differentialinyariante  nullter  Ordnung 
JoiXyp)  der  von 

erzengten  eingliedrigen  Gruppe  ein  Integral  des  in  Satz  14, 
Nr.  809,  angegebenen  Systems  für  r  »  0,  also  der  gewöhn- 
lichen Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  x  und  y: 

Wir  wollen  im  folgenden  annehmen,  dies  Integral  Jo{Xf  y)  sei 
schon  gefunden.  Dann  bilden  J^  und  J^  zusammen  ein  voll- 
ständiges Integralsystem  von 

worin  y;^  nach  der  Rekursionsformel  den  Wert 

(3)  Vt-V,  +  (v,-W-i,l/' 

hat.  Bei  der  Integration  des  Systems  (2)  darf  man,  wie  in 
Nr.  807  am  Schlüsse  betont  wurde,  y'  nicht  mit  dem  aus  (1) 
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folgenden  Werte  von  dy :  dx  verwechseln;  vielmehr  hat  man 
y  und  y'  als  zwei  unbekannte  Funktionen  von  x  aufzufiMsen. 
Das  System  (2)  kann  im  Falle  S  +  0  wegen  (3)  so  geschrie- 
ben werden: 

a^         ^  —  ^^-^y} .   ^'    5^  X  riirzJx  */  _  k ./« 

w        dx'^iix.yy   dx     s  "^    I  "^     yy  • 

Andernfalls  bildet  man  dx :  dy  und  dy' :  dy.    Die  Gleichung 

(5)  Joi^,y)  =  c, 

definiert  implizite  die  allgemeine  Losung  y  der  ersten  Qlei- 
chung  (4)  mit  der  Integrationskonstante  Cq,  Setzt  man  diese 
allgemeine  Lösung  in  die  zweite  Gleichung  (4)  ein^  so  geht 
für  y  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
mit  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  hervor.  Sie  ist  von  y 
frei^  enthält  aber  noch  die  Konstante  C^y  und  sie  ist  augen- 
scheinlich eine  Riccatische  Gleichung  für  y.  Also  kann  sie 
nach  Nr.  718  durch  eine  Quadratur  integriert  werden^  wenn 
man  schon  eine  Partikularlösung  kennt. 

Dies  ist  aber  der  FaU^  denn  durch  (5)  werden  die  Bahn- 
kurven der  eingliedrigen  Gruppe  definiert  (vgL  auch  Nr.  732), 
und  die  Elemente  erster  Ordnung  {x,  y,  y")  der  Bahnkurven 
genügen  der  aus  (5)  durch  Differentiation  folgenden  gewöhn- 
lichen Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

(ß)  f:  +  It  y'  -  0. 

Sie  bilden  eine  invariante  Elementenschar,  und  jede  invariante 
Schar  von  Elementen  erster  Ordnung  wird  nach  Satz  15,  Nr.  809, 
durch  eine  Gleichung  zwischen  Jq  und  J^  bestimmt.  Da  nun 
Jq  »  konst.,  J^  =  konst.  das  allgemeine  Lösungensystem  von  (2) 
oder  (4)  ist,  hier  aber  nur  Jq  =»  C^,  d.  h.  gleich  einer  willkürlichen 
Eonstante  gesetzt  worden  ist,  während  dann  J^  durch  jene 
Gleichung  zwischen  Jq  und  J^  bestimmt  wird,  definieren  (5) 
und  (6)  zusammen  ein  allerdings  nicht  allgemeines  Lösungen- 
system y,  y'  des  Systems  (2)  oder  (4).  Der  aus  (5)  folgende 
Wert  von  y  war,  wie  wir  annahmen,  schon  in  die  zweite 
Gleichung  (4)  eingesetzt  worden.  Deshalb  muß  die  noch  zu 
integrierende  Riccatische  Gleichung  für  /  diejenige  Partikular- 
lösung y   haben,  die  aus  (6)  zu  berechnen  ist,  nachdem  auch 
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darin  fQr  y  die  aus  (5)  folgende  Punktion  Ton  x  und  CJ 
eingesetzt  worden  ist.  Mithin  erfordert  die  allgemeine  Inte- 
gration der  Riccatischen  Gleichung  für  y  nur  eine  Quadratur, 
wobei  eine  neue  Integrationskonstante  C^  auftritt.  Die  allge- 
meine Lösung  wird  außerdem  Cq  enthalten.  Wenn  sie  diese  ist: 

?/  =  9(a;,  Co,  6',), 

so  setze  man  wieder  für  Cq  nach  (5)  den  Wert  Jq(x,  y)  ein 
und  löse  die  Gleichung  nach  C^  auf.  Diese  Auflösung  ist 
dann  eine  Dififerentialinyariante  J^  von  erster  Ordnung. 

Es  wird  zweckmäßig  sein,  das  Verfahren  an  einem  Bei- 
spiele zu  erlautem. 

Beispiel:  Es  sei 

also  I  =  xy,  tj  =  y\  so  daß  das  System  (4)  so  lautet: 

fh^y     ^y  ^y^^tl. 

dx       X        (Ix        X         y 

Die  erste  Gleichung  hat  das  Integral  Jq^  y :  x.  Nach  (5) 
wird  demnach  y »  CqX  in  die  zweite  Gleichung  eingesetzt. 
Dann  kommt: 

(7)  -^-  «  ^-  -  ^'' . 

^  ^  dx        X        CoX 

Aus  (6)  folgt  y  ^  y  :  X  =  CqX  :  X  =^  Cq,  so  daß  y  =  Cq  eine 
Partikularlösung  von  (7)  sein  muß,  was  in  der  Tat  der  Fall 
ist.  Nach  dem  allgemeinen  Verfahren  in  Nr.  718,  vgl.  insbe- 
sondere Gleichung  (8)  daselbst,  worin  u  die  Partikularlösung, 
also  jetzt  Cq  bedeutet,  wird  Z  statt  y'  eingeführt  vermöge: 

Die  für  Z  hervorgehende  lifieare  Differentialgleichung 

dZ  ^  C^Z  +  l 
dx  CqX 

ist  nach  Nr.  716  durch  eine  Quadratur  integrierbar  und   hat 

das  Integral 

C,Z  +  1 

X 

Wird  hierin  nach  (8)  wieder  Z  =  1  :  (/  —  Cq)  und  dann 
Cq^  y :  X  eingeführt,   so   geht   das   Integral  in   die   gesuchte 
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Differentialiayariante  erster  Ordnung  über: 


^1 


y 


xy  —y 

812.  Berechnimg  derDifferentUainvarlantenhSliarMr 
Ordniing.   Es  gilt  der 

Satz  17:  Sind  P{x,  y,  y,  . . .)  und  Q{x,  y,  y,  . . .)  ßwei 
Differentialinvarianien  der  von  einer  infinitesimalen  Transfar- 
maiion  TJf  in  x,  y  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe,  so  isi  cuidi 

dQ__  Q,+_Qyy'± Qa"  +  •  • 

eine  Differentialinvariante. 

Die  Gleichung 
(1)  Q^aP^l 

definiert  nämlich,  wenn  a  und  h  Eonstanten  sind,  nach  Satz  16 
Yon  Nr.  810  eine  bei  der  erweiterten  Gruppe  inyariante  Diffe- 
rentialgleichung. Wird  a  bestimmt  gewählt  und  h  wiUkfirlich 
gelassen,  so  sind  alle  Integralkurven  aller  zu  den  yerschiedenen 
Werten  von  h  gehörigen  Differentialgleichungen  identisch  mit 
den  Integralkurven  der  Differentialgleichung,  die  aus  (1)  durch 
Yöllständige  Differentiation  nach  x  hervorgeht,  nämlich  von: 

Q.  +  Ö,y  +  Q,-y"  + «(J*.  +  P,y'  +  P,-f  +  •••)-  o, 

weil  diese  Gleichung  von  h  frei  ist.  Demnach  ist  dies  ebenfalls 
eine  invariante  Differentialgleichung  und  zwar  für  jeden  Wert 
der  Eonstante  a.   Die  Gleichung 

ist  also,  wie  man  auch  a  als  Eonstante  wählen  mag,  nach 
Satz  16,  Nr.  810,  eine  Gleichung  zwischen  Differentialinvari- 
anten  allein,  woraus  folgt/ daß  ihre  linke  Seite  eine  Differential- 
invariante ist,  wie  es  Satz  17  behauptet. 

Indem  wir  nun  den  Satz  17  zunächst  auf  P^  Jq  und 
Q  =^  Ji  anwenden,  ergibt  sich  aus  den  beiden  schon  berech- 
neten Differentialinvarianten  J^  und  eT'^  von  nullter  und  erster 
Ordnung  die  Differentialinvariante  zweiter  Ordnung: 

dJi   ,   dJi    /  ,  dJi    „ 

7        dx    ^    dy  ^    '  cy  " 


Vx  "^  ~dy  ^ 
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denn  y"  fällt  nicht  fort,  weil  cJ^ :  ^y'  +  0  ist.  Anwendung 
des  Satzes  17  auf  P  ^  J^  und  Q  =»  «^  gibt  femer  eine  Differenz 
tialinyariante  dritter  Ordnung: 

dx  '^  dy^ 

denn  y"  fallt  nicht  fort,  weil,  wie  sich  soeben  zeigte,  dJ^idy' 
4"  0  ist.  So  kann  man  fortfahren.  Daher  lassen  sich  die  Er- 
gebnisse dieser  und  der  vorigen  Nummer  so  zusammenfassen: 
Säte  18:  Hat  man  eine  Differentiaiinvariante  Jq  nuUter 
Ordnung  der  von  einer  infinitesimalen  Tramformation 

erseugten  eingliedrigen  Grujppey  d,  h,  ein  Integral  der  gewöhn- 
lichen Differentialgleichung  erster  Ordnung 

dx  äy 

bestimmt,  so  Jcann  man  eine  Differentialinvariante  erster  Ord- 
nung J^  durch  Eliminationen,  Substitutionen  und  eine  Quadratur 
heredmen.    Femer  gd)en  die  Bekursionsformdn 

Differenlialinvarianten  zweiter  Ms  r^  Ordnung. 

818.  Intagration  einer  Dlfferentialgleiohimg  mit 
einer  bekannten  infinitesimalen  Transformation.    Man 

sagt,  daß  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  r^®'  Ordnung 

(1)  F(x,y,y',...f^r)^  =  o 

eine  bekannte  infinitesimale  Transformation 

(2)  Uf^^(x,y)l^^  +  r,{x,y)l^ 

gestattet  oder  guläßt,  wenn  sie  die  Ton  üf  erzeugte  eingliedrige 
Gruppe  gestattet.  Man  spricht  dann  auch  kürzer  Yon  einer 
Differentialgleichung  (1)  mit  einer  bekannten  infinitesimalen 
Transformation  (2). 

Es  gibt  manche  Falle,  in  denen  man  aus  der  Natur  der 
Aufgabe   von    vornherein    sehen    kann,    daß   die   Differential- 
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gleichung  eine  bekannte  infinitesimale  Transformation  gestattet. 
Jetzt  soll  gezeigt  werden,  welchen  Vorteil  man  daraus  nach 
He  ftir  das  Integrationsgeschäft  ziehen  kann. 

Nach  Satz  16,  Nr.  810,  hat  die  Differentialgleichung    die 
Form: 
(3)  4>(J-<„Ji,J„...j;)  =  0. 

Ihre  Zurückführung  auf  diese  Form  erfordert  bloß  Elimina- 
tionen und  Substitutionen,  wenn  man  Jq  und  J^  schon  kennt, 
weil  man  dann  nach  Satz  18  der  letzten  Nummer  auch 

berechnen  kann.  Die  Lösungen  y  der  Differentialgleichung  (1) 
sind  Funktionen  von  a;,  ebenso  y',  y\  ,  . .  y^''\  mithin  auch 
die  Differentialinvarianten  Jq,J^,,.,   Führt  man  nun 

(5)  E  =  '^  (^,  2/),    9  =  ^1  i^y  ih  y) 

als  neue  Veränderliche  ©in,  so  gibt  (4): 

d.  h.  die  Differentialgleichung  nimmt  nach  (3)  die  Form  an: 

/Sie  ist  dadurch  auf  eine  Differentialgleichung  van  nur  noch 
(r  —  l)****  Ordnung  etmickgeführt.  Wenn  man  diese  integriert  und 
ihre  allgemeine  Lösung 

(7)  r)  =.  ^ii,  C„  C„  . . .  C,_,) 

mit  r  — -  1  Integrationskonstanten  bestimmt  hat,  ist  nach  (p) 
und  (7)  noch  die  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung in  X  und  y: 

(8)  J,(x,  y,  y')  «  9?(Jo(^,  y),  C'i,  <^2,  •  •  •  f^^-i) 

zu  integrieren.  Aber  diese  Differentialgleichung  gestattet  als 
Gleichung  zwischen  den  beiden  Differentialinvarianten  Jq  und 
Jj  nach  Satz  16,  Nr.  810,  die  bekannte  infinitesimale  Trans- 
formation üf,  und  zwar  ist  Uf  für  sie  keine  triviale  Trans- 
formation (vgl.  Nr.  738),  da  die  Gleichung  r  —  1  willkürliche 
Konstanten  C^,  C^,  ...  Cr  enthält.  Die  Integration  von  (8) 
verlangt  deshalb  nach  Satz  21,  Nr.  738,  außer  Eliminationen 
nur  noch  Quadraturen. 
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Wenn  man  bedenkt,  daß  J^  »  konst.  die  Bahnkurven  der 
Ton  Uf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  bestimmt;  kann  man 
daher  das  Ergebnis  so  aussprechen: 

Satz  19:  Gestattet  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung 
ran  höherer  als  erster  Ordnung 

die  von  einer  infinitesimalen  Transformation 

erzeugte  Gruppe  und  kennt  man  die  Bahnkurven  der  Gruppe,  so 
kann  man  die  Ordnung  der  DifferentialgleicJiung  mittels  Eli- 
minationen, Subsumtionen  und  Quadratwren  um  eine  Einheit 
erniedrigen. 

814.  BinfBhnmg  kaaonisoher  ▼•rftnderlioher.  In 
soldhen  Fällen,  in  denen  eine  Aufgabe  auf  eine  gewöhnliche 
Differentialgleichung  höherer  Ordnung  führt  und  zugleich  er- 
sehen werden  kann,  daß  die  Gleichung  eine  bekannte  infinitesi- 
male Transformation  gestattet,  wird  die  infinitesimale  Trans- 
formation zumeist  Yon  einfacher  Form  sein,  so  daß  es  wie  in 
Nr.  743  möglich  sein  wird,  die  Schar  der  Bahnkurven  und 
eine  zweite  bei  TJf  invariante  einfach  unendliche  Kurvenschar 
zu  ermitteln  und  wie  damals  kcmonische  Veränderliche  x,  y  ein- 
zufahren, d.  h.  die  infinitesimale  Transformation  auf  die  Form 
(5)  von  Nr.  743  zu  bringen: 

(1)  c^/'=-a(y)af 

Hier  lautet  das  System  (2)  von  Nr.  811,  das  zur  Bestimmung 
der  Differentialinvarianten  erster  und  zweiter  Ordnung  dient, 
wegen  £  =  0  und  ri=»  Sl  so: 

dx        dy  dyf 

Demnach  sind 

^0  =  ^1   ^^--i% 

Differentialinvarianten  nuUter  und  erster  Ordnung.  Die  Diffe- 
rentialgleichung  muß  in  den  neuen  VerilnderUchen  ^  and  y 
die  Form 
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annehmen.  Ist  diese  DifferentialgleicHnng  (r  —  1)^'  Ordnung 
zwischen  J^  und  J^  integriert  worden^  also  ihre  allgemeine 
Lösung 

mit  r  —  1  Integrationskonstanten  C^yC^^ . .  .C^-^  gefunden,  so 
handelt  es  sich  noch  um  die  Integration  der  Gleichung 

Tgl.  (8)  in  voriger  Nummer.    Sie  gibt  sofort: 

j  M) "  j  ''(^^  ^1'  •  •  •  ^'-1)^^ + ^^^^*- 

Beispiel:  Gesucht  werden  aüe  Kurven  in  der  Ebene,  'hei 
denen  eine  gegeb&ie  Gleichung  zwischen  dem  Badiuevektar  Qy  dem 
Krümmungsradius  R  und  dem  Winkei  *k  swisAen  dem  ver- 
Umgerten  Badiusvektor  und  dem  Krümmungsradius  hestdU:  ^ 

FiQ,  R,  l)  =  0. 

Dies  ist  eine  gewohnliche  Differentialgleichung  moeiter  Ord- 
nung. Wenn  man  eine  ihrer  Integralkurven  um  den  Anfangs- 
punkt 0  dreht;  geht  eine  Kurve  hervor,  bei  der  q,  B  und  X  die- 
selben Werte  wie  bei  der  ursprünglichen  Kurve  haben,  so  daß 
diese  Kurve  ebenfalls  eine  Integralkurve  ist  Daher  gestattet 
die  Differentialgleichung  die  infinitesimale  Drehung  um  0. 
Hier  sind  die  Polarkoordinaten  q,  a  kanonische  Veranderliche, 
denn  q  =  konst.  stellt  die  Schar  der  Bahnkurven  (Kreise  um 
0)  vor  und  o  =  konst.  eine  invariante  Kurvenschar  (die  der 
Radienvektoren).  Man  wird  daher  von  vornherein  Polarkoordi- 
naten Oy  Q  einfahren.  Alsdann  hat  die  infinitesimale  Drehung 
um  0  nach  dem  Beispiele  in  Nr.  742  das  Symbol: 

df 

—  • 

Also  ist  X  ^  Qy  y  «  (0  und  daher  Sl(y)  °-  1  nach  (1),  d.  h. 
Jq^  Qj  J^  »^  dm: dQ,  Demnach  nimmt  die  Differentialgleichung 
in  Polarkoordinaten  die  Form  an: 


-.  /     dm     d'^fo\       rk 


Dies  ist  eine  gewohnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
zwischen  (f  und  da» :  d(f.   Wenn  ihre  Integration 
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^  «  9)(p,  Ol) 

mit  einer  IntegrationskonBtante  C^  liefert,  gibt  die  Quadratur 

(o  =»  /  (p{(fy  G^dq  -f-  konst. 

die  gesuchten  Kurven. 

81B.  Bine  An^gfabe  Aber  FnBpunktkiirveii.    Die  in 

Nr.  813  entwickelte  Integrationstheorie  laßt  sich  noch  Yenroll- 
konminen.  Die  Grenzen,  die  wir  uns  gesteckt  haben^  erlauben 
uns  jedoch  nicht,  darauf  einzugehen,  ebensowenig  auf  die  all- 
gemeine Untersuchung  des  Falles,  wo  eine  gewöhnliche  Diffe- 
rentialgleichung mehrere  bekannte  infinitesimale  Transformatio- 
nen zuläßt.  Es  wird  aber  einleuchten,  daß  man  alsdann  noch 
weitere  Vereinfachungen  des  Integrationsgeschäftes  erzielen 
kann;  wir  begnügen  uns  mit  der  Vorführung  eines  Beispiels. 
Ist  eine  Kurve  h  in  der  Ebene  gegeben,  so  versteht  man 
unter  ihrer  zu  einem  gegebenen  Pol  0  gehörigen  Fußpunkt- 
iurve  den  Ort  I  der  Fußpunkte  3it  der  Lote  von  0  auf  die 
Tangenten  der  Punkte  M  der  gegebenen  Kurve,  siehe  Fig.  52. 
Nm/n  soUen  diejenigen  Kur- 
ven besUmnU  werden,  deren  \  X^  jg^  t 
Bogenlänge  8  0ur  entspre- 
chenden Bogenlänge  s  der 
FufipufdUkurven  proportio- 
nal ist.  Hat  eine  Kurve  h 
diese  Eigenschaft,  so  leuch- 
tet ein,  daß  sie  die  Eigen-  pig  59 
Schaft  behält,  wenn  sie  um 

O  gedreht  wird  und  auch  dann,  wenn  sie  durch  Streckung  von 
O  aus  ähnlich  vergrößert  oder  verkleinert  wird.  Die  Differen- 
tialgleichung, deren  Integralkurven  die  gesuchten  Kurven  sind, 
gestattet  deshalb  sowohl  die  eingliedrige  Gruppe  aller  Drehungen 
um  0  als  auch  die  aller  Streckungen  von  0  aus.  Diese  beiden 
Gruppen  haben  ihren  einfachsten  analytischen  Ausdruck,  wenn 
man  die  Amplitude  (o  und  den  Logarithmus  des  Radiusvektors 
Q  der  Polarkoordinaten  mit  dem  Pol  0  als  Bestimmungsstücke 
der  Punkte  benutzt  Denn  bei  einer  Drehung  um  0  bleibt  lag 
uDgeändert,  während  (o   um  eine  additive  Konstante  wächst, 
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und  bei  einer  Streckung  von  0  aus  bleibt  o  ungeanderf^  wah- 
rend luQ  um  eine  additive  Eonstante  wächst.   Setzt  man  also 

;r  =-  £0,    y  —  In  p, 

so  hat  die  infinitesimale  Drehung  um  0  bzw.  die  infinitesimale 
Streckung  von  0  aus  das  Symbol: 

df     .  df 

—:       bzw.       —:  • 

dx  cy 

Im  ersten  Falle  ist  |  =»  1,  17  —  0,  also  i^i »  0  (nach  Satz  13, 
Nr.  807),  im  zweiten  Falle  ist  5  =»  0,  iy  =  1,  also  auch  ly^  =•  0, 
Daraus  erkennt  man  nach  Satz  14,  Nr.  809,  daß 

_    dy      d}y 

die  Differentialinvarianten  der  ersten  und 

'  dx      dx^ 


•  •  • 


die  der  zweiten  Gruppe  sind.  Nach  Satz  16,  Nr.  810,  darf  die 
Differentialgleichung  des  Problems  nur  die  Differentialinyarianten 
der  einen  Art,  aber  auch  nur  die  der  andern  Art  enthalten, 
d.  h.  sie  muß  eine  Gleichung  zwischen 

dy     d*y 
dx     dx^ 

allein  sein.  Sie  ist  von  der  zweiten  Ordnung,  weil  die  Bogen- 
längen s  und  0  durch  Integrale  dargestellt  werden  und  die 
Differentialgleichung  aus  der  Forderung  0  =  konst  s  durch 
Differentiation  hervorgeht.  Also  mufi  die  Differentiaigleichang 
des  Problems  in  eine  Gleichung  von  der  Form 


übergehen.    Wird  dhxQxdco  mit  0  bezeichnet^  so  folgt: 


/ 


^  =  ©  +  ^1. 


Ist   die   Quadratur   erledigt   und   dann  z  als  Funktion  9  von 
G}  -f  ^1  berechnet  worden,  so  daß  man 
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gewonnen  hat^  so  gibt  eine  abermalige  Quadratur: 

In  Q  =»  /  9 (cd  +  Cj) dm  +  C^, 

Ohne  also  die  Differenticdgleichung  des  Problems  wirklich 
aufgestdlt  au  haben,  wissen  wir  doch,  daß  sie  außer  EHmina- 
iionen  und  Substitutionen  nur  zwei  Quadraturen  verlangt. 

Nun  gehen  wir  zur  wirklichen  Ausrechnung  über.  Hat 
der  Punkt  M  der  Kurve  Ic  die  Koordinaten  x  und  y  und  der 
Fußpunkt  9R  des  Lotes  Tom  Anfangspunkte  0  auf  die  Tan- 
gente Ton  M  die  Koordinaten  £  und  ^;  so  ist: 


d.  h.: 

l  —  x       "' 

(1) 

r_*y     y«' 

^         i  +  y" 

Dabei   bedeutet  y'  natürlich  die  Ableitung  dy :  dx.    Für   die 
Bogenelemente  ist  nach  (2)  in  Nr.  193:' 


ds^-^dx^  +  dy^,     rfa  =l/dj>  +  dt)*. 
Berechnet  man  di^  und  (2^  aus  (1),  so  folgt  hieraus: 


w  (t3 


(i  +  y'*)' 


Bezeichnet  R  den  Krümmungsradius   von  Jf^  so   kann   man 
hierfür  mit  Rücksicht  auf  (1)  in  Nr.  197  schreiben: 


(3)  (?-*V-^- 


Die  gesuchten  Kurven  sind  daher  identisch  mit  den  Kurven, 

deren  Krümmungsradius  R  mm  Radiusvektor  q  proportional  ist 

Indem    man   den   Ausdruck   (2)    gleich    dem   Quadrate    einer 

Konstante  setzte  erhält  man  die  DifiPerentialgleichung  zweiter 

Ordnung   des   Problems ,    ausgedrückt   in   den   rechtwinkligen 

Koordinaten.    Nach  dem  Vorhergehenden  werden  wir  jedoch 

die  Koordinaten  <o  und  Inp  benutzen^  also  nach  (3)  von  der 

Gleichung 

Q  =»  aR 

ausgehen ;    wo   a    eine    gegebene   Konstante    bedeutet.    Nach 
Nr.  208  ist,  wenn  der  Akzent  die  Ableitung  nach  cd  andeutet: 
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oder  wegen 
aach: 


p         l  +  (hi^)'«-(lnpr 

Daher  lautet  die  Differentialgleichung  so: 

1  +  (k  py »  -  (In  (>)"  «  al/rT(ln »'*' 

oder,  wenn  wie  oben  (In  q)'  ^  0  gesetzt  wird: 

dB  j 

Außerdem  ist  jetzt: 

diu Q  »  sdm,     d.  b.     Ing  =  I  zdm. 

Mithin  ergibt  sich  durch  zwei  Quadraturen: 

aj  =  kon8t.+  C     -       -    -_^  ,,  (i«kon8t.(f^'^*'""*'^+^'. 

Zur  Auswertung  der  Quadraturen  wird  man  die  Substitution 
z  ^\jgt  machen.    Dann  kommt: 


,        .     ,     r  coBtdt 
(0  ==  konst.  +   I  -     ; —  ,      Q  — 


C09tdt  konst. 

coBt  —  a 


Das  in  der  ersten  Formel  noch  vorkommende  Integral  ist  nach 
Nr.  460  leicht  zu  berechnen.  Alle  gesuchten  Kurven  gehen 
aus  einer  Kurve 

^  ^  J  co%t  —  o '       ^       cos  t  —  a 

durch  Drehungen  um  0  und  Streckungen  von  0  aus  hervor. 
Von  besonderem  Interesse  ist  der  Fall  a'  »  1,  in  dem  sich 
diejenigen  Kurven  ergfben,  deren  Bogenlänge  gleich  der  enispre- 
dienden  Bogenlänge  der  Fußpunktkurven  ist,  d,  h.  diejenigen 
Kurven,  deren  Krümmungsradius  gleich  dem  Radiusvektor  ist 
Da  die  für  a »  +  I  hervorgehenden  Formeln  dadurch,  daß 
man  t  durch  t  +  x  ersetzt,  in  die  f ür  a  »  —  1  hervorgehenden 
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Terwandelt  werden,  darf  man  sich  aaf  den  Fall  a  »  —  1  be- 
schranken, in  dem  sich  aus  (4)  die  Kurve  ergibt: 

(5)  a)-<-tgH     (,  =  ^^^i-j-^. 

Alle  anderen  Enrven  gehen  aus  ihr  durch  beliebige 
Drehungen  um  0  und  beliebige  Streckungen  von  0  aus  her- 
vor. Der  FuBpunkt  des  Lotes  yon  0  auf  die  Normale  der 
Kurve  (5)  hat  nach  Nr.  206  die  Polarkoordinaten : 

Der  Ort  der  FuBpunkte  ist  daher 

woraus  man  nach  Nr.  245  schließt^  daß  er  eine  ofrchimedische 
Spirale  ist.  Diese  Spirale  ist  somit  die  Fußpunktkurve  der 
Evolute  der  Kurve  (5). 
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Sechstes  Kapitel. 
Existeiusbeweise  im  komplexen  Bereiche. 


§  1.  Analytische  Funktionen  von  mehreren 

Terftnderlichen. 

816.  Yorbemerkimg.  Bisher  wurde  die  Theorie  der 
gewöhnlichen  Differentialgleichungen  im  reellen  Bereiche  ent- 
wickelt. Um  sie  auch  auf  den  Bereich  komplexer  Veränder- 
licher ausdehnen  zu  können,  muß  man  sich  auf  den  B^riff 
und  die  Theorie  der  analytischen  Funktionen  von  mehreren 
komplexen  Veränderlichen  stützen.  Daher  liegt  es  uns  zunächst 
ob,  in  engem  Anschlüsse  an  das  achte  Kapitel  des  zweiten 
Bandes  einiges  hierüber  zu  bringen.  Weiterhin  wird  es  sich 
darum  handeln,  die  Existenzbeweise  für  Lösungen  von  gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen  im  komplexen  Bereiche  durch- 
zuführen. Bei  dieser  Gelegenheit  wird  auch  der  Nachweis  im- 
plizite definierter  Funktionen  im  komplexen  Bereiche  herror- 
gehen.  SchlieBlich  werden  wir  die  Ergebnisse  zur  Entwicklung 
einer  Einleitung  in  die  Theorie  der  linearen  Differentialglei- 
chungen höherer  Ordnung  anwenden. 

817.  Definition  der  monogenen  Funktionen  von 
mehreren  Yerftnderlichen.  Es  seien 

(1)         Si^x^  +  iy^y    e^--x^  +  iy^,  ...   z^^x^-{  iy^ 

n  komplexe  Veränderliche.  Jede  einzelne  kann  nach  Nr.  355 
durch  einen  Punkt  in  einer  komplexen  Zahlenebene,  nämlich 
z^  durch  den  Punkt  mit  den  reellen  rechtwinkligen  Koordinaten 
Xj^  und  y^  versinnlicht  werden.  Man  tut  dabei  gut,  die  n  Ver- 
änderlichen i?i9  ^27  *  ■ '  ^n  ^^  ^  verschiedenen  Zahlenebenen  zu 
deuten.  Wird  jeder  einzelnen  der  n  Veränderlichen  ein  Bereich 
in  ihrer  Ebene  zugewiesen,  so  ist  damit  auch  ein  VariabüUätS' 
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hereich  für  die  Wertsysteme  ^i,^j,  ..•^»  bestimmt.  Er  wird 
dnreli  den  Inbegriff  der  n  Punkte  ss^jis^j  -  -  •  ß^  ^^  ^^^  einzelnen 
Bereichen  dargestellt. 

Wenn  eine  Vorschrift  Torhanden  ist,  nach  der  jedem  Wert- 
system z^yg^f.,.  z^  innerhalb  eines  Yariabilitätsbereiches  eine 
komplexe  Zahl  vo  ^u  ■\-  iv  zugeordnet  wird,  heißt  w  nach 
der  Definition  in  Nr.  6  eine  jPunArfo'on  der  n  Veränderlichen 
in  dem  Bereiche.  Diesen  allgemeinen  Funktionsbegriff  schrän- 
ken wir  nun  aber  zweckmäßig  ein. 

Zunächst  soll  die  Funktion  w  stetig  sein.  Dies  bedeutet 
nach  Nr.  22:  Wird  im  Bereiche  ein  Wertsystem  ^i;  ^g;  •  •  •  ^« 
angenommen,  dem  man  Zunahmen 

(2)  ^sf^^Jxi  +  iJy^,     ...     zlis^^  2dx^  +  iziy^ 

erteilt,  und  sind  /dUy  /Iv  und  ^w  «  ^w  +  iJv  die  zugehöri- 
gen Zunahmen  von  w,  t;  und  «;  =  w  +  ir,  so  soll  es  zu  jeder 
beliebig  klein  gewählten  positiven  Größe  fi  eine  positive  Größe 
1%  derart  geben,  daß  infolge  von 

(3)  |^^i|<Ä,     M^,|<Ä,   ...   MirJ<A 

stets  auch  |  /iw  \  <  6  wird.    Nach  (1)  und  (2)  in  Nr.  357  ist 

dann  auch 

I  jdu \<6y     I  ^/t; I <  <y. 

Insbesondere  sind  die  Bedingungen  (3)  erffillt,  wenn 

y2  "1/2  "       y2      '     ^"  ■      y2 

angenommen  wird  (vgl.  die  letzte  Bemerkung  in  Nr.  357). 
Folglich  sind  m  und  v  steiige  reelle  Funktionen  von  x^,  y^, 
. .  .x^^y^.  Man  beweist  leicht  die  ümkehrung,  d.  h.  daß  w  eine 
stetige  Funktion  der  komplexen  Veränderlichen  z^y  ^9>  •  •  •  ^n 
ist,  sobald  u  und  v  stetige  Funktionen  der  reellen  Veränder- 
lichen rCi,  yi, .  . .  x^y  y^  sind. 

Unter  einer  VMmogenefa  Funktion  m;  =  m  +  *^  der  w  Ver- 
änderlichen z^yZ^y,.,z^  wird  eine  stetige  Funktion  verstanden, 
der  innerhalb  des  Variabilitätsbereiches  auch  stetige  partielle 
Ableitungen  erster  Ordnung  hinsichtlich  aller  n  Veränderlichen 
zukommen.  Da  man  bei  der  Bildung  einer  partiellen  Ableitung 
alle  Veränderlichen  bis  auf  eine  bestimmt  zu  wählen  hat,  sind 
diese  Ableitungen  wie  in  Nr.  622  zu  definieren.    Aus  Satz  3 
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von  Nr.  623  folgt  also:  Werden  alle  Yeranderliclien  bis  auf 
eine,  etwa  Bj^j  bestimmt  gewählt,  so  wird  w  eine  monogene 
Funktion  von  Zj^  allein.  Daher  genügen  u  und  v  den  Cauehjf^ 
Biemannschen  GleiAungen: 

Wdu  ^  dv        du  ^^       ri       -i   9  \ 

vgl.  (2)  in  Nr.  623,  und  es  sind  nach  (4)  in  Nr.  623: 

die  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  Ton  w.  Mithin  kann 
man  die  Bedingungen  für  eine  monogene  Funktion  w  ^u  -{-  iv 
der  n  Veränderlichen  b^,  jet,,  ...  sf^  oder  x^  +  iy^,  x^  +  i^, 
. .  .x^  +  iy^  auch  so  formulieren: 

Es  scUen  u  und  v  nd>sl  ihren  partidlen  Ableitungen  erster 
Ordnung  innerhalb  des  Variahäüäisbereiches  stetige  reeUe  Funk- 
tionen von  Xi,yif...  x^,  y^  sein,  die  den  2n  Cauchy-Biemann- 
sdien  Gleichungen  (4)  genügen. 

Gerade  so  wie  der  Satz  5  Ton  Nr.  625  läßt  sich  der  fol- 
gende allgemeine  Satz  über  Funktionen  ron  Funktionen  be- 
weisen: 

Satg  1:  Sind  w^,  u^|, . . .  w^  innerhalb  eines  gemeinsamst 
Bereiches  monogene  Funktionen  von  ß^,  a^,  ...  g^  und  ist  W 
eine  monogene  Funktion  von  Wi,  w^,  . .  .iv^  innererhalb  eines 
Bereiches,  den  jene  m  Funktionen  w^,  w,,  -  -  ^u?^  von  5,,  ^„  . . .  z^ 
erfüUen,  so  ist  W  audi  eine  monogene  Funktion  von  e^,  xr,, . . .  g^ 
in  dem  augehörigen  Bereiche  dieser  Veränderlichen. 

Im  besonderen  folgt  hieraus  leicht  die  Verallgemeinerung 
des  Satzes  4  von  Nr.  624  über  Summen,  Differeneen,  Produkte 
und  Quotienten  von  monogenen  Funktionen  für  den  Fall  von 
mehreren  Veränderlichen. 

Hier  möge  noch  ein  gelegentlich  anzuwendender  Satz  an> 
gemerkt  werden,  der  nicht  nur  fQr  monogene,  sondern  über- 
haupt für  stetige  Funktionen  gilt 

Satjs  2:  Ist  f{B^,  J^t; . . .  O  ^  ^^*^  Umgebung  einer  Stelle 
W)  ^J^  •  •  •  O  ^^  stetige  Funktion  der  n  komplexen  Veränder- 
lichen e^y  e%9  "  -  ^nj  ^^^  ^^  J^^^^  Steüe  selbst  einen  von  Null 
verschiedenen  Wert  hat,  so  gibt  es  eine  Umgebung  der  Stelle,  inner- 
halb derer  die  Funktion  nirgends  verschwindet. 
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Diesen  Satz^  die  Ausdelmuiig  des  Satzes  10  von  Nr.  697 
aaf  den  komplexen  Bereich,  beweist  man  so:  Nach  der  Defi- 
nition der  Stetigkeit  gibt  es  zn  jeder  beliebig  kleinen  positiven 
GhroBe  ö  eine  positiye  Größe  h  derart,  daß 

(6)  '  M ,  «„  •  • . .".)  -  fW,  V,  •  •  •  o  i  < « 

infolge  Ton 

(7)        \g^^B^'^\<-k,     |0,-ir,^<Ä,  ...|£r„-£r^ö|<Ä 

wird.  Da  nnn  '  fiPi^  B^y  . . .  üj^)  \  von  Null  verschieden  ist, 
braucht  man  nur  6  kleiner  als  diesen  Wert  zu  wählen,  um  zu 
erreichen,  daß  f  in  der  Umgebung  (7)  nirgends  verschwindet, 
weil  sonst  die  linke  Seite  von  (6)  größer  als  6  würde. 

818.  ▼eraUgomeinemng  des  Oanohysohen  Funda- 
mentalgfttiea.  In  Nr.  639  wurde  der  außerordentlich  wich- 
tige Cauchysche  Satz  16  bewiesen,  der  in  der  Integralformel 


j_  Cm 


e 


zum  Ausdrucke  kommi  Dieser  Satz  soll  zunächst  auf  mono- 
gene Funktionen  f{Su^%)  ^^^  ^^^  Veränderlichen  B^yZ^  über- 
tragen werden. 

Innerhalb  der  für  e^  und  B^  erlaubten  Bereiche  in  der  b^- 
und  '  B^-Waem^  seien  Bereiche  B^  und  B^  abgegrenzt,  deren 
Rander  Integrationswege  \  und  k^  sind  und  sehr  wohl  in  ein- 
zelne geschlossene  Liuien  zerfallen  können,  wie  z.  B.  in  Fig.  98 
von  Nr.  639.  Außerdem  mögen  innerhalb  B^  und  B^  bestimmte 
Stellen  c^  und  e^  angenommen  sein.  Wenn  nun  e^  vorerst 
irgendwo  innerhalb  B^  oder  auf  dem  Rande  von  B^  gewählt 
wird,  ist  f{B^,B^  eine  monogene  Funktion  von  z^  allein,  auf 
die  der  Cauchysche  Satz  angewandt  werden  darf.   Er  liefert: 

Hierbei  wird  längs  \  so  integriert,  daß  die  Fläche  By^  linker- 
hand  liegt.  Da  nun  f{Ci,z^)  eine  monogene  Funktion  von  z^ 
ist,  gibt  die  Anwendung  des  Cauchyschen  Satzes  auf  diese 
Funktion: 
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wobei  auch  längs  Jc^  so  integriert  wird^  daß  die  Flache  JB^ 
links  liegt.   Wird  der  Wert  (1)  in  (2)  eingesetzt^  so  kommt: 

Weil  z^  —  c^  bei  der  ersten  Integration  konstant  bleibt^  yerliert 
die  Formel  nichts  an  ihrer  Richtigkeit  und  Verständlichkeit, 
wenn  sie  so  geschrieben  wird: 

Auch  leuchtet  ein,  daß  sich  derselbe  Wert  f{c^,  c^)  ergibt, 
wenn  zuerst  hinsichtlich  z^  längs  k^  und  dann  hinsichtlich  j?^ 
längs  kl  integriert  wird. 

Da  die  weitere  Verallgemeinerung  dieses  Ergebnisses  auf 
der  Hand  liegt,  formulieren  wir  mithin  sofort  den 

Satz  3  (Verallgemeinerter  Cauchyscher  Fundamen- 
talsatz):  Es  sei  f  eine  monogene  Funktion  von  n  Veränderlichen 
z^y  B^,  ' '  -  ^n-  Femer  seien  B^,  J9,,  . . .  jB„  Bereiche  in  der  z^- 
Ebene,  z^-Ehene,  . . .  z^-Ehene  und  ihre  Bänder  Integrationstoege 
k^jk^, . , .  k^.  Vorausgesetzt  wird,  daß  die  Bereiche  mii  ihren 
Rändern  zu  dem  Variabilitätsbereiche  der  Funktion  f  gehören. 
Außerdem  sollen  Stellen  q,  c,,  ...  c^  im  Innern  der  Bereiche 
Bj^,  B^, . ,  ,  B^  bestimmt  gewählt  sein.   Dann  ist: 

i^^    ff...   fnz,,Z  .B„)dzdz        .dz    ^  ^ 

(^*^)JJ         J  («I  —  Ci)  («.  — Ci)  •••('»  — O        '^1'*^'  «^ 

Hierbei  sind  die  n  Integrationen  in  einer  für  das  Ergebnis  gleich- 
gültigen  Reihenfolge  längs  der  Ränder  k^yk^, , , .  k^  der  n  Be- 
reiche stets  so  auszuführen,  daß  die  Bereiche  lifikerhand  liegen, 
und  die  Formd  gut  auch  dann,  wenn  Integrationstcege  in 
mehrere  geschlossene  Linien  zerfallen. 

819.  Integrale  als  Funktionen  ihrer  oberen  Gren- 
sen.  Um  die  Theorie  des  achten  Kapitels  des  zweiten  Bandes 
auf  monogene  Funktionen  yon  mehreren  Veränderlichen  aus- 
dehnen zu  können,  muß  man  noch  die  Verallgemeinerung  des 
Satzes  15  von  Nr.  633  beweisen.  Wir  nehmen  zunächst  an, 
daß  f{z^,z^  eine  monogene  Funktion  von  zwei  Veränderlichen 
z^  und  z^  sei,  und  setzen  voraus,  daß  der  für  z^  gestattete  Be- 
818,  819] 
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reich  B^  in  der  js^-Ebene  einfach  jBusammenhängend  sei  (ygl. 
Nr.  632).  Alsdann  mögen  /s^^  und  Z^  irgend  zwei  Stellen  inner-^ 
halb  jB^  bedeuten,  währene2  0^  irgendwie  im  Bereiche  B^  der 
zweiten  Veränderlichen  gewählt  sei.  Innerhalb  B^  werde  von 
s^^  nach  Z^  irgendein  Integrationsweg  k^  gezogen. 

Nach  Satz  15  von  Nr.  633  stellt  alsdann  das  Integral 

(1)  F^ff{0,,B,)dB,, 


'x' 


wenn  die  Integration  längs  \  ausgeführt  wird,  eine  monogene 
Funktion  von  Z^  vor,  deren  Wert  nicht  von  dem  eingeschla- 
genen Integrationswege  \  abhängt  und  deren  Ableitung  nach 
Zj  gleich  f{Z^ ,  z^  ist.  Aber  F  hängt  noch  von  z^  ab,  und 
es  soll  nun  bewiesen  werden,  daß  F  eine  monogene  Funktion 
von  Z^  und  je?,  vorstellt. 

Wenn  f{B^y  e^  ^  u  -\-  iv  gesetzt  wird,  läßt  sich  das  Inte- 
gral F  nach  (3)  in  Nr.  629  so  schreiben: 

(2)  F  ^f{udx^  -  vdy^)  +  i  f{vdx^  +  udy^). 

Insbesondere  nehmen  wir  zunächst  den  einfachsten  Fall  in  be- 
treff des  Integrationsweges  \  von  z^  bis  Z^  an:  Die  gerade 
Strecke  von  z^  bis  Z^  liege  innerhalb  des  Bereiches  B^ .  Dann 
kann  man,  wenn 

ist,  insbesondere  längs  dieses  Weges 

»1  =  «1«  +  (X,  -  x^'>)t,    y,  =  yi«  +  (Fl  -  y,^)t 

setzen  und  dadurch  t  statt  x^  und  y^  als  die  einzige  Veränder- 
liche in  (2)  einführen,  hinsichtlich  deren  integriert  wird,  und 
zwar  von  <  «  0  bis  ^  «  1.  In  (2)  liegen  nunmehr  zwei  reelle 
Quadraturen  vor.  Da  u  und  v  stetig  in  x^,  Vd  x%  '^^^  y%  sind, 
kann  man  gerade  so  wie  Nr.  487  beweisen,  daß  die  beiden  in 
(2)  auftretenden  Integrale  stetige  Funktionen  von  X^,  Fj,  ^,  y^ 
sind.  Demnach  verhält  sich  die  durch  (1)  definierte  Funktion  F 
von  Zj  und  z^  stetig.  Wenn  es  nicht  möglich  ist,  die  Stellen 
z^^  und  Z^  durch  einen  einzigen  geradlinigen  Integrationsweg 
zu  verbinden,  der  dem  Bereiche  B^  angehört,  kann  man  einen 

[81». 


446  Kftp*  ^^'   Existenzbeweise  im  komplexen  Bereiche 

Weg  benutzen,  der  aus  einigen  geradlinigen  Stücken  besteht, 
und  man  gelangt  daher  auch  dann  zu  demselben  Ergebniaee. 
Die  Funktion  F  von  Z^  und  g^  hat  hinsichtlich  Z^  die 
stetige  Ableitung  f(Z^^y  0^)-  Man  braucht  also  nur  noch  zn 
zeigen^  daß  F  auch  eine  stetige  Ableitung  nach  z^  hat.  Daher 
nehmen  wir  an,  daß  z^  ^™  ^^t  wachse;  dabei  möge  F  den 
Zuwachs  jdF  erfahren.   Alsdann  ist  nach  (1): 


J 
J 


Hat  man  0^  bestimmt  gewählt,  so  wird  der  Grenzwert  dee 
Integranden  für  lim  ^g^  »  0  gleich  der  Ableitung  von  f  hin- 
sichtlich j?„  wo  auch  immer  g^  auf  dem  Integrationswege  k^ 
angenommen  sein  möge.  Wir  wollen  nun  zeigen,  daß  der  Ghrenz- 
wert  des  Integrals  für  lim  ^g^  «  0  gleich  dem  über  jene  Ab- 
leitung erstreckten  Integral  ist,  d.  h.  daß  der  Ghrenzwert  des 
Integrals  gleich  dem  Integral  des  Grenzwertes  des  Integranden 
ist.  Dies  wurde  bisher  nur  im  reellen  Falle  bewiesen,  siehe 
Satz  20  in  Nr.  488.  Im  vorliegenden  Falle  führen  wir  den 
Nachweis  so: 

Von  beiden  Seiten  der  letzten  Gleichung  ziehen  wir  das 
Integral  der  Ableitung  von  f  nach  g^  ab.  Mit  Rücksicht  auf 
Satz  12,  Nr.  630,  kommt  dann: 

w  lg-/%-^-".-jt--"-'''lt""'"'''-^]'"- 

'1*  '1» 

Wo  auch  immer  man  g^  auf  dem  Integrationswege  k^  an- 
nehmen mag,  stets  ist  der  Grenzwert  des  rechts  stehenden 
Integranden  gleich  Null  für  lim  ^g^  »  0.  Somit  strebt  auch 
der  größte  Wert  G,  den  sein  absoluter  Betrag  für  die  Ter- 
schiedenen  Werte  yon  g^  längs  des  Integrationsweges  k^  er- 
reicht, beim  Grenzübergange  lim  j:Jg^  »=  0  nach  NulL  Infolge 
des  Satzes  11,  Nr.  630,  ist  weiterhin  der  absolute  Betrag  des 
in  (3)  rechts  stehenden  Integrals  höchstens  gleich  Gs,  wenn 
s  die  Lange  des  Integrationsweges  k^  bedeutet,  von  der  wir 
voraussetzen  wollen,  daß  sie  endlich  sei.  Daraus  folgt,  daß 
auch  die  rechte  Seite  von  (3)  für  lim  Jg^^O  nach  Null 
8191 
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strebt.    Mithin  gilt  dasselbe  von  der  linken  Seite,   und   dies 
besagt: 


'-   - 


Das  durch  (1)  definierte  Integral  F  hat  somit  hinsichtlieh  e^ 
die  Ableitung: 

'*• 
d.  h.  nach  e^  darf  unterhalb  des  Integralzeichens  differenziert 
werden.  Ebenso  wie  es  beim  Integral  (1)  geschah;  laßt  sich 
nun  beweisen;  daß  das  Integral  (4)  eine  stetige  Funktion 
Yon  Z^  imd  xr,  ist.  Daher  steht  fest,  daß  F  selbst  eine  monogene 
Funktion  von  Z^  und  z^  vorstellt. 

Die  Verallgemeinerung  der  Betrachtung  auf  Funktionen 
Ton  mehr  als  zwei  Veränderlichen  leuchtet  ein;  wir  formulieren 
daher  das  Ergebnis  so: 

Säte  4:  Wenn  f  eine  monogene  Funktion  von  n  Veränder- 
lichen gy^y  Zt) ' ' '  ^n  ^  ^^  ^^  Bereich  der  erlaubten  Werte  von  0^ 
einfach  eusammenhängty  ist  das  längs  irgend  eines  Weges  in  diesem 
Bereiche  erstreckte  Integral 

eine  monogene  Funktion  der  n  Veränderlichen  Z^,  is^,  hj  •  --  ^«7 
u/nd  zwar  ist  der  Wert  dieser  Funktion  unabhängig  davon, 
welcher  Integrationsweg  von  z^  nach  Z^  gewähU  wird.  Vorausge- 
sagt wird  nur,  daß  dieser  Weg  eine  endliche  Länge  habe.  Dem 
Integral  F  kommen  die  partidlen  Anleitungen  erster  Ordnung  zu: 


dF 

»1" 


(Je  =  2,  3,  r. .  n). 

820.  Sie  monogenen  Funktionen  als  analytisohe 
Funktionen.  Blickt  man  auf  die  in  Nr.  641 — 647  gegebenen 
Entwicklungen  zurück,  so  erkennt  man  nun,  daß  ihrer  Verall- 
gemeinerung  auf  monogene   Funktionen   von    mehreren   Ver- 

[819,  8JiO 
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« 

änderlichen  kein  Hindernis  im  Wege  steht.  Es  würde  zu  weit 
führen,  wollten  wir  dies  in  allen  Einzelheiten  erörtern;  yiel- 
mehr  begnügen  wir  uns  damit,  kurz  auszusprechen,  daß  die- 
jenigen Sätze,  die  sich  auf  gleichmäßig  konvergente  unendlidie 
Beihen  und  ihre  gliedweise  Differentiation  und  Integration  be- 
liehen, auf  unendlidhe  Beihen  von  monogenen  Funktionen  von 
melireren  Veränderlichen  sinngemäß  verallgemeinert  werden  können. 

Insbesondere  ergibt  sich  als  Verallgemeinerung  des  Satzes  19 
von  Nr.  643  der 

Säte  5:  Ist  f(js^y  ^«>  •  •  •  O  ^^^  monogene  Funktion  von 
je?!,  ^t>  •  •  •  ^i»>  ^>^deutet  femer  g^^,  j»/, . . .  £f^®  irgend  ein  bestimmt  ge- 
wähltes Wertsystem  innerhalb  ihres  Bereiches  und  sind  \,  ^, . . .  k^ 
solche  Kreise  in  der  z^-Ebene,  z^-Ebene,  . . .  z^-Ebene  mit  den 
Mittelpunkten  z^,  z^, . . .  z^,  deren  Flächen  vollständig  den  Be- 
reichen der  einzelnen  Veränderlichen  angehören,  so  ist  f  innerhalb 
des  durch  die  Kreisflächen  bestimmten  Variabilitätsbereiches  dar- 
stellbar durch  eine  dasdbst  gleichmäßig  konvergente  Potenzreihe: 

/•  =  ^  +  [^  1  (^1  -  ^l")  +  ^12  (^.  -  ^.')  +  •  •  •  +  ^ « {^n  ~  O] 

Eine  Funktion  aber,  die  als  konvergente  unendliche 
Reihe,  fortschreitend  nach  den  ganzen  positiven  Potenzen  von 
z^  —  z^y  z^  —  z^^ . . .  j?^  —  z^,  darstellbar  ist,  nennt  man  —  wie 
in  Nr.  365  im  Falle  n  ^\  —  eine  andlyitische  Funktion. 
Der  Sinn  des  letzten  Satzes  ist  also  dieser:  Jede  monogene 
Funktion  von  z^^z^j . , ,  z^  ist  in  der  Umgebung  eines  Wert- 
Systems  z^,  z^,  •  •  •  ^n^  innerhalb  ihres  Variabilitätsbereiches  eine 
analytisclw  F\*nktion.  Umgekehrt:  Jede  in  der  ümgdmng  des 
Wertsystems  z^^  z^,  -  -  -^n  (analytische  Funktion  ist  d>€nda  eine 
monogene  Funktion.  Denn  die  Potenzreihe  ist  gliedweise  diffe- 
renzierbar, so  daß  sich  also  die  Funktion  mit  ihren  partiellen 
Ableitimgen  erster  Ordnung  stetig  verhält  und  deshalb  nach 
Nr.  817  monogen  sein  muß. 

Entsprechend  dem  Satze  20  von  Nr.  643  gilt  noch  der 
Satz  6:  Eine  monogene  FufMion  von  mehreren  Veränder- 
lichen hat  innerhalb  ihres  Bereiches  überall  Ableitungen  von  be- 
lidng  hohen  Ordnungen^  und  diese  Ableitungen  sind  in  demsdben 
Bereiche  monogene  Funktionen. 
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Die  in  Satz  5  auftretende  unendliche  Reihe  ist  natürlich 
nichts  anderes  als  die  veraUgemeinerte  Taylarsche  BeihCy  ygL 
Satz  29^  Nr.  137,  für  den  Fall  komplexer  Veränderlicher. 

Grebräachlicher  als  monogene  Funktion  ist  der  Name: 
analytische  Funktion,  weshalb  wir  ihn  künftig  meistens  be- 
nutzen. Bequem  ist  auch  die  Redeweise:  Die  Funktion  f  von 
^i>  '>>  •  •  •  ^n  ^^hält  sich  (xa  einer  Stelle  {z^j  z^^ , , .  5^®)  regt^ 
lär.  Dies  soll  besagen,  daß  die  Funktion  in  einer  Umgebung 
der  Stelle  als  gleichmäßig  konvergente  Potenzreihe  wie  in 
Satz  5  darstellbar  und  also  dort  eine  analytische  oder  mono- 
gene Funktion  ist.  Man  kann  übrigens  wie  in  §  5  des  achten 
Kapitels,  2.  Band,  insbesondere  Nr.  653  und  Nr.  660,  eine  in 
einem  Gebiete  monogene  Funktion  fortzusetzen  versuchen.  Man 
gelangt  auf  diese  Weise  wie  auch  durch  Integration  (wie  in 
Nr.  651,  652)  zu  mehrwertigen  Funktionen.  Wir  betonen 
deshalb  noch  einmal,  daß  wir  uns  wie  immer  entsprechend  der 
Definition  in  Nr.  6  auf  einen  Yariabilitätsbereich  beschranken, 
wo  zu  jedem  Wertsystem  nur  ein  Wert  der  Funktion  gehört 

821.  Biue  Terglelohimgsftmktion.  Unter  den  Vor- 
aussetzungen der  in  Nr.  818  bewiesenen  Verallgemeinerung  des 
Gauchyschen  Fundamentalsatzes 

w  (2»«rjj    j(^,-c,)(^.-c.)...(.„-o    ''^^^'^'•••^•'^ 

kann  man  ohne  Mühe  gerade  so  wie  in  Nr.  645  weitere  Fol- 
gerungen siehen,  indem  man  dieselbe  Formel  auf  den  Fall 
anwendet^  wo  c^  durch  c^  +  //e^  ersetzt  wird.  Das  Ergebnis 
ist  der 

Satz  7:  Die  Formd  des  verallgemeinerten  Cauchyschen 
FundamentcUsatzes  3  in  Nr.  818  darf  beliebig  oft  partiell  hin^ 
sichtlich  c^,  c^, . , .  c^  derart  differenziert  werden,  daß  man  die 
Differentiationen  auf  der  linken  Seite  unterhalb  der  Integral- 
zeichen  ausfahrt. 

Nun  läßt  sich  auch  das  Ergebnis  von  Nr.  648  verallge- 
meinem. Dies  soU  ausführlich  im  Falle  einer  Funktion  f  von 
zwei  Veränderlichen  z^  und  z^  gezeigt  werden,  die  sich  an 
einer  Stelle  (C|,  c,)  regulär  verhält.  Es  mögen  r^  und  r,  die 
Radien  zweier  Kreise  x^  und  x,  um  c^  und  c^  in  der  jer^-Ebene 

Sexret-Sohefferf,  l>iff.-ii.IntegT.-Iteobii.  m.  4.a.6.Aafl.       29       rSÜO    SftV 
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and  ;erj-Ebene  sein,  und  f  sei  innerhalb  ihrer  Flächen  überall 
regolär,  außerdem  auch  auf  den  Umfangen  der  Kreise.    Ferner 

sei  M  das  Maximum  von  \f{fiu^t)^}  ^^^  ^i  ^^^  ^s  irgend- 
wie auf  den  Umföngen   der  Kreise  variieren^  d.  h.  im   Falle 

I  ^1  "~  ^  I  ^  ^1  ^^^  I  ^«  "~  ^  i  "^^2-  Nach  dem  letzten  Satze  folgt 
aus  (1)  bei  der  Annahme  n  »  2,  wenn  man  a-mal  hinsichÜicb 
Ci  und  /3-mal  hinsichtlich  c^  differenziert  und  die  Ereisnm- 
£&ige  x^  und  x,  als  Integrationswege  benutzt: 

(2i«)«J  (z,^c,r^'lj  {z,  -  c./+^J       * 

Xi  Xj 

Der  absolute  Betrag  des  Integranden  des  in  Klammem 
stehenden  Integrals  ist  nicht  größer  als  M:r^'^\  Der  Kreis 
x^  hat  die  Länge  2nr2\  mithin  ist  der  absolute  Betrag  jenes 
Integrals  nach  Satz  11,  Nr.  630,  nicht  größer  als  2xM:r^^. 
Weiter  folgt  hieraus,  daß  der  absolute  Betrag  des  Integranden 
des  auf  xr^  bezüglichen  Integrals  nicht  größer  als  2xM:ri'''^^j'^ 
ist,  und  weil  2xr^  die  Länge  des  Weges  x^  ist,  folgt  aus  dem 
angegebenen  Satze  ebenso,  daß  der  absolute  Betrag  des  Doppel- 
integrals nicht  größer  als  {27cyM :  r^r^^  ist.  Somit  geht  die 
Formel  hervor: 

Das  Ergebnis  gilt  auch  für  a  -»  0  und  /3  =-  0;  alsdann  sind 
a\  imd  /3I  durch  Eins  zu  ersetzen.  Die  Verallgemeinerung  auf 
den  Fall  von  n  Veränderlichen  liegt  auf  der  Hand,  so  daß 
sich  entsprechend  dem  Satze  25  von  648  ergibt: 

Satz  6:  Gehören  die  Flächen  der  Kreise  Xj,  x,, . . .  x,  mit 
den  Miädpunkten  c^,  c^,  •  >  -c^  und  JRadien  r^,  r,, . . .  r^  sotcie 
die  Umfange  dieser  Kreise  in  der  e^-Ebene,  z^-Ebene^  ... 
js^'Ebene  dem  Bereiche  einer  analytischen  Ftmktion  f  van  Zi,  a^, 
. . .  iCf^  an  und  ist  M  das  Maximum  von  [/"(x^i,  ^g,  •  •  •  O I  f^^ 
aUe  Wertsysteme  b^^  ^j,  . . .  e^y  die  durch  Punkte  a^f  den  Urn- 
ingen der  n  Kreise  dargestdU  werden,  so  ist: 


SM] 


M      '1      •  •  •  ' « 
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Dies  gut  auchy  wenn  eine  der  ganaen  positiven  Zahlen  cc^,  cc^j 
.  . .  a„  gleich  Null  gewäJUt  mrd,  sobald  nwr  0!  dwrch  Eins  er- 
seiet  wird. 

Nunmehr  betrachten  wir  die  Funktion: 


('--■f-')('-'-v")-('-'%r') 

Sie  ist  analytisch  für  alle  Werte  yon  0^,£f^y...0^  innerhalb 
der  Sü-eise  x^,  x,, . . .  x„  und  auf  ihren  Umfangen,  abgesehen 
von  den  Stellen 

^1  -  Ci  +  ri,    0^-»c^+r^,  . . .  £r^  =,  c„  +  r, 

auf  den  Ereisumfängen.   Als  ihre  Ableitung 

ergibt  sich  der  Wert 

r.-r.- . . .  r/.  (l  -  ^'-^-^f  ''\i-  ^)-  ^  ^  •  •  (l  -  '-"--Jf'^' ' 
der  an  der  Stelle  ^i  =  Cj,  jer,  —  c,, . . .  j?^  =  c^  den  ^^sitiven  Betrag 


o^ !  ffj ! . . .  a„ ! 
Tj     r,      •  •  •  ^n 


Jf 


hat    Deshalb  läßt  sich  der  letzte  Satz  auch  so  fassen: 

Satg  9:  Wenn  die  Flächen  der  Kreise  mit  den  Mittel- 
punkten ^1  =»  «1,  ^j  ==  Cj,, . . .  jer^  =  c^  und  den  Badien  r^,  r,, . . .  r^ 
und  auch  ihre  Umfange  dem  Bereiche  einer  analytischen  Funk- 
tion f{B^y  ^j>  •  •  •  O  <^^diören  und  wenn  M  der  größte  Wert 
ist,  den  der  absolute  Betrag  von  f  erreicht,  falls  z^,  z^,  -  -  -  e^ 
OMf  den  Kreisumfängen  variieren,  während  (pijftf  ^^^  *  -  -  O  ^*^ 
innerhalb  der  Kreise  ebenfalls  analytische  Funktion 

M 


9(^i>^f;---0 


(-'-^-'-)('-''^-"')-(«-=^) 


bedeutet,  sind  die  absoluten  Beträge  der  Funktion  f  und  aller 
ihrer  partiellen  Ableitungen  an  der  Stelle  Bi^  c^,  i^2 ""  ^s; 
. .  .e^^  c^  nickt  größer  als  die  durchweg  positiven  Werte,  die 
ebenda  der  Funktion  q>  und  aüen  ihren  entsprechenden  partiellen 
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Ableitungen  zuJcammen: 

Dies  ist  die  Yerallgemeinemiig  des  Satzes  26  Ton  Nr.  648. 

Es  leuchtet  ohne  weiteres  ein,  daß  die  üngleidiunge»  des 
Satzes  9  um  so  mehr  gelten,  wenn  M  durch  eine  noch  größere 
Zahl  ersetzt  wird,  weil  dabei  die  partiellen  Ableitungen  tod 
(p  an  der  Stelle  (^y  ^^  •  •  •  O  zunehmen. 


§  2.  Existenzbeweis  bei  Systemen  in  der  Normalform. 

822.  Partikiilare  LSsiing  einer  besonderen  gewöhn- 
lichen Düferentialgleiohnng  erster  Ordnung.  Der  Nach- 
weis f&r  die  Lösungensysteme  von  Systemen  gewohnlicher 
Differentialgleichungen  im  komplexen  Bereiche  wird,  wie  das 
Spätere  zeigt;  wesentlich  erleichtert,  wenn  man  zunächst  einen 
gewissen  besonderen  Fall  erledigt  hat.  Wir  betrachten  hier 
die  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

w  '/. 


(- ')(-!)" 


Dabei  sollen  M,  r  und  q  drei  positive  Konstanten  sein,  wahrend 
n  eine  positive  ganze  und  von  Null  yersehiedene  Zahl  vorstelle. 
Dagegen  sollen  x  und  y  komplexe  Veränderliche  sein. 

Die  rechte  Seite  der  Gleichung  (1)  ist  in  dem  Bereiche 

(2)  kl<n   \y\<9 

eine  analytische  Funktion  von  x  und  y.  Nun  soll  hewiesen 
werden,  daß  es  eine  und  nur  eine  in  einer  UmgehuDg  von 
n: »  0  analytische  Funktion  y  von  x  gibt,  die  f&r  x^O  den 
Anfangswert  Null  hat  und  der  Differentialgleichung  (1)  in 
dieser  Umgebung  Genüge  leistet.  Dies  läßt  sich  sofort  zeigen, 
weil  man  die  Veränderlichen  in  der  Differentialgleichung  (1) 
in  der  Form 

r 
«»1,  8»»] 
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trennen  kann.  Wenn  also  x  und  y  in  den  durch  (2)  bestimm- 
ten Kreisen  beliebig  gewählt  werden  und  von  den  Mittelpunkten 
aus  innerhalb  der  Kreise  Integrationswege  nach  den  Stellen  x 
und  y  gezogen  werden,  ergibt  sich  durch  Integration: 

0  0  r 

Nach  Satz  15,  ^r.  633,  sind  beide  Integrale  von  den  Inte- 
grationswegen unabhängige  monogene  Funktionen  ihrer  oberen 
Grenzen.  Ist  eine  Lösung  y  der  Differentialgleichung  Tor- 
handen,  die  den  angegebenen  Bedingungen  genügt,  so  muß  sie 
die  letzte  Gleichung  befriedigen,  sobald  man  sich  auf  hin- 
reichend kleine  Umgebungen  von  a;  »  0  und  y  »  0  beschränkt. 
Das  erste  Integral  ist  leicht  auszuwerten,  und  das  zweite  wird 
durch  die  Substitution 

(3)  s>^l-^ 

vereinfacht.   Danach  kommt: 

1 

Wegen  |  a;  i  <  r  bedeutet  e  nach  (3)  eine  komplexe  Veiunder- 
liche  im  Innern  des  Kreises  vom  Radius  Eins  mit  dem  Mittel- 
punkte j?  »  1.  In  diesem  ein&ch  zusammenhängenden  Bereiche 
ist  das  in  (4)  auftretende  Integral  nach  Nr.  636  der  Haupt- 
teert des  Logarithmus  von  ii,  d.  h.  derjenige,  der  für  0 »  1 
gleich  Null  wird.  Dieser  Hauptwert  ist  eine  analytische  Funk- 
tion In  0  yon  0.   Nun  geht  aus  (4)  wegen  (3)  herror: 

Setzt  man  noch 

(5)  <„i+(»L±i)^l„(l_^.), 

SO  kommt  durch  Ausziehen  der  (» -f-  1)*^  Wurzel: 

(6)  y=.p-^»"*|/^ 

und  es  bleibt  nur  noch  zu  erörtern  übrig,  was  ffir  eine 
anfldjtische  Funktion  von  t  unter  der  (n  -J-  1)*^  Wurzel  ver- 
standen werden  muß. 
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Wenn  t  eine  komplexe  Veränderliche  Torstellt,  wird  ^^yt 
nach  Nr.  655  nur  dann  eine  einwertige  analytische  Fnnkidon^ 
wenn  der  Bereich  von  t  so  weit  eingeschränkt  ist^  daß  es 
darin  keinen  vollständigen  Umlauf  um  die  Stelle  t^Q  gibt. 
Da  t  nach  (5)  von  x  abhängt;  kann  man  dies  immer  dorcli 
passende  Einschränkung  des  Bereiches  Ton  x  bewirken.  Denn 
es  genügt;  dafür  Sorge  zu  tragen^  daß  t  für  keinen  erlaubten 
Wert  von  x  negative  reelle  Werte  annimmt;  weil  dann  die 
negative  reelle  Achse  in  der  Zahlenebene  vqp  t  nicht  über- 
schritten werden  kann.  Nach  (5)  aber  wird  t  nur  dann  reell, 
wenn  x  reell  ist;  und  da  nach  (5) 

r 

ist;  würde  sich  für  t  nur  dann  ein  negativer  reeller  Wert  er- 
geben; wenn  x  reell  und  großer  als 

(7)  r'«  [l-e'"(«  +  i)^'^Jr 

wäre.  Dieser  Wert  /  liegt  zwischen  Null  und  r.  Wenn  man 
also  die  komplexe  Veränderliche  x  auf  den  kleineren  Kreis 

(8)  |a;|<r' 

beschränkt;  wird  die  in  (6)  auftretende  (n  +  !)*•  Wurzel  eine 
einwertige  analytische  Funktion  von  t^  also  nach  (5)  auch  eine 
einwertige  analytische  Funktion  von  Xj  vorausgesetzt;  daß  man 
angibt;  welcher  unter  den  w  +  1  Werten  der  Wurzel  für  einen 
bestimmten  erlaubten  Wert  von  t  oder  x  angenommen  werden 
muß.  Für  a;  ==  0  wird  ^  =  1  nach  (5);  es  soU  dann  aber  y  =  0 
werden.   Mithin  muß  man  wegen  (6)  noch  festsetzen;  daß 

sein  soll.  Alsdann  geben  (6)  und  (5)  die  gesuchte  analfftische 
Funktion 

(9)       ,_,-,7,Tss^ta(i-i) 

als  die  einzige  Lösung  der  vorgelegten  Differentialgleichung  (1) 
mit  dem  Änfangswerte  t/  =  0  für  x  ^0  und  zwar  in  der  Um- 
gebung  (8)  von  x^O. 

828.  Sati  Aber  die  Lösnngensysteme  eines  Systems 
▼on  gewöhnlichen  Bifferentialgleichungen  in  der  Nor- 
Hftft,  8»3] 
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malform.  Nach  diesen  Vorbereitongen;  deren  Ergebnisse  wir 
in  der  nächsten  Nummer  anwenden^  nehmen  wir  die  Aufgabe 
in  Angriff;  den  Beweis  für  die  Existenz  von  Lösungen  allge- 
meiner gewöhnlicher  Differentialgleichungen  im  komplexen  Be- 
reiche zu  fahren.     Zunächst  gilt  der 

Sat0  10:  Liegt  ein  System  von  gewöhnlichen  Differential- 
gieichimgen  in  der  Normalform 

IS  -  fii^j  Vif  y«»  •  •  •  yJ    (» - 1;  2, . . .  n) 

vor  und  verhalten  sich  die  n  Funktionen  f^^  fty  •  -  /*«  von  x,  y^, 
y^9  "  '  Pn  <^  «»er  Stelle  {x^,  y^^  y^y . . .  yj^)  regulär,  so  bilden 
n  in  einer  Umgebung  von  Xq  analytische  Funktionen 

Vi  -  Vii^)  (i  =  1;  2, . . .  n), 

die  für  x '^  Xq  die  Werte  y^y  y^y  -  "Vn  haben,  stets  in  dieser 
Umgebung  ein  Lösungensystem  des  vorgelegten  Systems  von  Diffe- 
renticdgleichungeny  sobald  ihre  Äblettungen  an  der  Stdle  x  ^^  Xq 
mit  denjenigen  Werten  der  Ableitungen  übereinstimmeny  die  sich 
aus  den  Differei'itialgleichungen  selbst  und  den  durch  wiederholte 
vollständige  Differentiation  nach  x  aus  den  Differentialglei- 
chungen hervorgehenden  Gleichungen  an  der  Stelle  (x^y  y^^,  y^y . . . 
y^)  ergOm. 

Wenn  nämlich  das  System 

(1)  y'i  -  fii^7  Vu  y%y-'  Vn)        (» - 1,  2, . . .  n) 

wiederholt  yoUständig  nach  x  differenziert  wird^  gehen  Glei- 
chungen für  die  Abteitungen  höherer  Ordnung  der  Funktionen 
ViiVt}  '  • '  y%  hoi^or^  zunächst  diese: 

(9\  *i"  =-  ^^'  J_  ^f*  «i  '-L  ^^"   %i'  JL  -L    ^f*   «1 


n 

1» 


{i  -  1,  2, . . .  n), 

usw.  Es  wird  nun  behauptet;  daß  die  als  vorhanden  voraus- 
gesetzten analytischen  IVinktionen 

(3)  y,  -  q>,(x)  (»•  - 1, 2, ... «) 

ein  Lösungensystem  bilden,  wenn  aUe  ihre  Ableitungen  an  der 
Anfangsstelle  x  ^  x^  selbst  mit  denjenigen  Werten  überein- 
stimmen, die  aus  (1),  (2)  usw.  an  der  Stelle  (rt^,  y^y  y^y . . .  yj') 
für  die  Ableitungen  hervorgehen. 

[8M 
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In  der  Tat,  nach  Satz  1,  Nr.  817,  werden  die  n  Funktionen 
fti^}  Vififtf ' '  'Vid  ^^  ^^^  Umgebnng  von  x^x^  anaLytische 
Funktionen  von  x  allein,  sobald  darin  für  yi^y^y  "  -Vn  ^^^  Funk- 
tionen (3)  von  X  eingesetzt  werden.  Dann  aber  lassen  sich  die 
Gleichungen  (1),  (2)  sowie  alle  durch  Differentiation  hervor- 
gehenden Gleichungen  so  schreiben: 

y/-/;,  yl'-^t  y/"-S'---      (»  =  1,2,...«), 

und  nach  Annahme  gelten  sie  für  x  ^  x^.  Nun  ist: 
wenn  der  Index  Null  die  Annahme  x^  x^  andeutet,  d.  h.: 

yi  =  (fik  +  {dx)o'~ir  +  UiVo"~2!—  +  •  •  • 

(i  «  1,  2, . . .  n). 

Die  rechte  Seite  ist  aber  nichts  anderes  als  die  Entwicklung 
von  f^  nach  Pote'hzen  von  x  —  Xq.  Also  sind  die  Gleichungen 
(1)  in  der  Tat  erfüllt. 

824.  Bzisteni  eines  Ltaiingeiu^Bteme  eines  Sy- 
steme von  Difltorentialgleiohnngen  In  der  Normalform. 

Um  die  Formeln  bequemer  zu  gestalten,  nehmen  wir  zunächst 
alle  Anfangswerte  gleich  Null  an  und  betrachten  das  System 

(1)  -£  =-  fi(^7  y^Vif"  Vn)      (*  =  1,  2, . . .  n) 

unter  der  Voraussetzung,  daß  sich  die  n  Funktionen  f\,ftj  *  -  -f^ 
der  w  +  1  komplexen  Veränderlichen  fl?,  ^i,  y»,  • . .  y,  in  Um- 
gebungen der  Werte  Null  regulär  verhalten. 

Soll  es  nun  in  einer  Umgebung  von  x^O  ein  Losungen- 
system yiyy^j ' ' '  y^  von  (1)  geben,  das  aus  analytischen  Funk- 
tionen besteht  und  für  o; »  0  die  Anfangswerte  Null  hat,  das 
also  in  der  Form 


«"   .         ä' 


(2)  y<  •=  ^#1  Ti  +  ^<«  2i  +  ^«  3]  +  •  •  •       (♦  -  1>  2, . . .  «) 

darstellbar  sein  müßte,  so  liefert  der  letzte  Satz  ein  Mittel  zur 
Berechnung  der  Koeffizienten c^^,^^^),^^,, ....  Diese  Koeffizienten 
müssen  nämlich  die  Werte  sein,  die  sich  aus  den  Gleichungen 
SM,  824] 


(3) 
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für  y{y yl'y . . .  ergeben ^  wenn  darin  x^y^yi/^y , ,  ,y^  sämtlich 
durch  Null  ersetzt  werden.  Hiemach  sind  die  Reihenentwick- 
lungen (2)  bekannt;  und  es  steht  nach  dem  letzten  Satze  fest, 
daß  nur  sie  ein  Lösungensystem  von  der  vorgeschriebenen  Art 
darstellen  könnten.  Es  muß  alBo  nur  noch  bewiesen  werden, 
daß  die  Reihen  (2)  von  Null  verschiedene  Eonvergenzradien 
haben. 

Dieser  Beweis  ist  so  zu  führen:  Nach  Nr.  820  gibt  es 
zwei  von  Null  verschiedene  positive  Größen  r  und  q  derart, 
daß  die  Entwicklungen  der  n  analytischen  Funktionen  f^y  f^y 
. . .  /j^  nach  Potenzen  von  Xyy^yy^y . .  ,y^  in  dem  Bereiche 

(4)  l^'^-^ry    lyii^p,    iys|^(>,  ...    lynl^P; 

möglich  sind.  Femer  sei  M  der  größte  Wert,  den  die  abso- 
luten Beträge  von  fi,f^,  ---fn  annehmen  können,  wenn  x  irgend- 
welche Werte  mit  dem  absoluten  Betrage  r  bekommt  und  y^y 
Vty  • '  -Ifn  irgendwelche  Werte  mit  dem  absoluten  Betrage  q 
erhalten.    Alsdann  wird  die  Funktion 

(5)  *(^,yi,y2,  ...y„)  = 


('-f)(-'^)('-?)-('-?) 


gebildet  und  statt  (1)  das  folgende  System  erster  Ordnung  von 
n  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  betrachtet: 

(6)  Jf  =  ^{Xy  y^y  y„  . . .  yn)     (t  -  1,  2, . . .  n), 

deren  rechte  Seiten  also  sämtlich  miteinander  übereinstimmen. 
In  dem  Bereiche 

(7)  \x\<ry    \yA<Qy    ly»l<(>>-..    \yn\<Q 

ist  ^  eine  analytische  Funktion.  Man  kann  leicht  ein  analy- 
tisches Lösungensystem  von  (6)  in  einer  Umgebung  von  x  »  0 
finden,  das  ftLr  o;  «-  0  die  Anfangswerte  Null  hat.  Denn  da  die 
rechten  Seiten  aller  Gleichungen  (6)  übereinstimmen  und  die 
Anfangswerte  aller  Lösungen  y^y^y  -  y„  auch  übereinstimmen 
sollen,  ergeben  sich  solche  Lösungen,  wenn  alle  n  Funktionen 

[8»4 
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Vif  y$f  ' '  Vn  g^^^^^  derjenigen  analytischen  Funktion  y  gesetzt 
werden,  die  der  Differentialgleichung 

(8)  "^^  -  ^ 


dx 


('  - ')  (1  -  -;)' 


genügt  und  für  x  ^0  yerschwindet.  Hier  steht  rechts  die 
Funktion,  die  aus  ^  hervorgeht ,  wenn  y^y^j  ...  y^  durch  y 
ersetzt  werden«  Die  Differentialgleichung  (8)  wurde  aber  schon 
in  Nr.  822  betrachtet.  Damals  wurde  gezeigt,  daß  sie  gerade 
eine  Lösung 

y  -  «1  Yj  +  «1 2i  +  ^3!  "• — 

hat,  die  für  rr  »  0  yerschwindet  und  in  einer  Umgebung  Ton 
x^O  eine  analytische  Funktion  ist.  Folglich  hat  das  System 
(6)  als  Löstmgen  die  übereinstimmenden  Funktionen 

(9)  y<  -  «1  ^  +  a«  fi  +  «B  f"!  +  •  •  •       (f  =  1,  2, . .  .  n), 

die  für  o;  =>  0  die  Anfangswerte  Null  haben  und  in  einer  Um- 
gebung von  rr  »  0  analytische  Funktionen  von  x  sind,  nämlich 
in  dem  Bereiche 

wobei  /  nach  (7)  in  Nr.  822  den  Wert  hat: 


(10) 


r-    [l-^      ('•  +  !)  l'rjy. 


Nun  lassen  sich  die  Koeffizienten*  o^,  ^s;  o,, . .  .  der  Reihen 
(9)  auch  aus  dem  System  (6)  selbst  berechnen,  denn  sie  müssen 
nach  Satz  10,  Nr.  823,  mit  den  Ableitungen 

y/  -V'Ca^^yi^y«, ...yj, 


an  der  Stelle  j;  =  0,  y^  »  0,  •  •  •  Vn^^  übereinstimmen.  Jetzt 
hat  man  sich  daran  zu  erinnern,  daß  andererseits  die  Koeffi- 
zienten c^^y  c^^y ...  in  den  Entwicklungen  (2)  mit  den  Werten 
der  Ableitungen  übereinstimmen,  die  sich  entsprechend  aus  (3) 
an  derselben  Stelle  ergeben.  Man  kann  nun  den  Satz  9  von 
Nr.  821  auf  die  beiden  Funktionen 
8»4] 
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fii^y  Vu  y%y"  Vn)      ^^^     ^(^7  Vv  ^2;  •  •  •  Vn) 

anwenden.  Denn  wenn  man  in  jenem  Satze  0^,  js^,  . . .  z 
dnrcli  ^,^1,  y», .  .  .  y„  und  f  durch  /)  ersetzt^  außerdem  alle 
GrröBen  c  gleich  NuU  wählt  und  schließlich  noch  r^  durch  r 
und  ^3;  ^s;  •  •  •  ^n  durch  q  ersetzt^  wird  die  dort  auftretende 
Funktion  tp  nach  (5)  gerade  die  jetzt  mit  ^  bezeichnete. 
Allerdings  wäre  dabei  unter  M  zunächst  der  größte  Wert  des 
absoluten  Betrages  yon  /)  für  | a; |  =  r  und  [yil^^  Q^  -  -  -  \y„\^  Q 
za  verstehen.  Aber  in  der  Schlußbemerkung  von  Nr.  821  wurde 
schon  betont;  daß  M  durch  eine  noch  größere  Zahl  ersetzbar 
ist;  also  durch  den  größten  Wert  der  absoluten  Beträge  aller 
n  Funktionen  fi^f^,  *  -  -  fn  unter  denselben  Bedingungen.  Nach 
dem  Satze  9  von  Nr.  821  ist  demnach  an  der  Stelle  x  ^0, 
y^  «  0,  ...  y^  =  0*  sowohl  |/)|^ ^  als  auch  der  absolute 
Betrag  jeder  Ableitung  von  /)  nicht  größer  als  die  entsprechende 
Ableitung  yon  ^.  Die  Ableitungen  von  if  sind  dabei  ebenso 
wie  ^  selbst  durchweg  positiv.  Die  ersten  Gleichungen  (3) 
und  (11)  lehren  also,  daß 

ist;  darauf  die  zweiten  Gleichungen  (3)  und  (11);  daß 

I  ^<2  I  ^  ^ 

ist;  usw.;  während  aiyCL^,---  positiv  sind.  Mithin  sind  die 
absoluten  Beträge  der  Koeffizienten  in  den  n  Entwicklungen 
(2)  nicht  größer  als  die  durchweg  positiven  Koeffizienten  in 
den  Entwicklungen  (9);  von  denen  feststeht;  daß  sie  im  Be- 
reiche I  a?  I  <  /  konvergieren.  Demnach  Jconvergieren  auch  alle 
n  Heiken  (2)  in  diesem  Bereiche,  nach  Satz  10,  Nr.  105;  und 
nach  Nr.  362. 

Hiermit  ist  der  Existenzbeweis  für  ein  analytisches  Lö- 
sungensystem von  (1)  mit  den  Anfangswerten  NuU  für  x  =  0 
beendet.  Außerdem  wurde  bewiesen;  daß  es  nur  ein  analytisches 
Lösungensystem  mit  diesen  Anfangswerten  gibt. 

Bloß  wegen  der  größeren  Bequemlichkeit  des  Ausdruckes 
wurden  alle  Anfangswerte  gleich  Null  angenommen.  Soll  ein 
Lösungensystem  für  x  =  Xq  die  Anfangswerte  y^^,  y,®,  ...  y^® 
habeU;  so  braucht  man  nur  die  Substitution 


—  4/0  «    =«  «y    «0 


^  -  a?o,   i?i  -  yi  -  yi ;  .  • .    Vn^Vn-y 


n 


[Sft4: 


460  Kftp-  ^I*   Existenzbeweise  im  komplexen  Bereiche 

zu  machen,  um  zu  dem  bisher  betrachteten  einfacheren  Falle 
zurückzukommen.    Somit  gilt  der 

Sat0  11:  Liegt  im  komplexen  Bereiche  ein  System  erster 
Ordnung  von  n  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  m  der 
Normalfcrm 

^  =  fi{^7  Viy  y>;  •  •  •  y^     (»  «  1,  2,  .  .  .  n) 

mit  n  unbekannten  Funktionen  y^,  y^f  ^^y^  äer  unabhängigen 
Veränderlichen  x  vor,  und  verhalten  sich  aUe  n  Funktionen  f^, 
f%>"  '  fn  ^  w  +  1  Veränderlichen  x,  y^,  y„  ...  y^  an  einer 
Stelle  (x,  y^j  y^, . . .  y^)  regulär,  so  gibt  es  ein  und  nur  ein 
System  von  Lösungen 

die  für  x=-x^  die  Anfomgswerte  y^,  y^,  -  -yj^  haben  und  in 
einer  Umgebung  der  Stdle  x  ^  x^  monogene  Funktionen  von 
X  sind. 

82B.  Verhalten  der  Lösnnffeiutysteme  in  bemg  auf 
die  Anflangewerte.  Ein  Lösungensystem  eines  roi^elegten 
eingliedrigen  Systems  in  der  Normalform 

(1)  |5J  -  fi(j^f  yi7  Vi,  •  •  •  y„)        (»  =  1,  2, .  . .  ») 

hängt  nicht  nur  von  der  Veränderlichen  x,  sondern  auch  Ton 
dem  Anfangswerte  x^  von  x  sowie  von  den  Anfangswerten 
y^y  y^j ' '  y^  von  yi,  y«,  •  •  •  y„  ab.  Um  zu  untersuchen,  was 
sich  in  dieser  Hinsicht  über  die  Lösungensysteme  aussagen 
läßt,  wollen  wir  zunächst  der  größeren  Bequemlichkeit  des 
Ausdruckes  halber  Lösungensysteme  betrachten,  bei  denen  die 
Anfangswerte  x^,  y^,  y^,  -  -  -yn  ^  eu^^i*  Umgebung  der  Stelle 
:i;  »  0,  yi  »  0,  . . .  y^  «  0  liegen.  Deshalb  nehmen  wir  an,  dem 
Bereiche  der  analytischen  Funktionen  fi,f^j  --fn  ^^^  ^9  Vi^ 
yg,  . . .  y„  gehöre  diese  Stelle  an  und  f^,  f%y  -  •  -  fn  seien  in 
dem  durch 

(2)  l«l^*-,   iyil^«»,  •••   ly.l^p 

bestimmten  Bereiche  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x,  y^, 
ys;  •  •  •  yn  entwickelbar.  Indem  wir  nun  eine  beliebig  kleine 
positive  Größe  s  auswählen,  wollen  wir  das  u^iUkürlidi  zu 
lassende  System  der  Anfangswerte  Xq,  y^,  y^,  -  •  -Vn^  üi  ^^^ 
8»4,  8M] 
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in  (2)  eiitlialteiien  engeren  Bereiche 

(3)  l^o!^*;   lyi^l^«.   ■•   \yn\^B 

annehmen.  Die  Flächen  der  Kreise  nm  x^y  y^^  y^y  *  ^  -Vn  ^^^ 
den  Radien  r  —  b  bzw.  Q  ^  b  gehören  dann,  wo  auch  immer 
das  Anfangs -Wertsystem  in  dem  Bereiche  (3)  gewählt  sein  mag, 
vollständig  dem  Bereiche  (2)  an,  so  daß  fiytty-'-f^  ^^^ 
ganzen  positiven  Potenzen  von  x  —  x^y  y^  —  y^y  • . .  y«  •—  y«^ 
entwickelbar  sind  unter  den  Voraussetzungen: 

(4)  lar-iCol^r-«,    |yi-yi®  1^  p-«,  ...l»„-y„^l^  p~«. 

Man  kann  daher  die  Existenz  eines  Losungensystems  nach- 
weisen, das  zu  den  gewählten  Anfangswerten  x^y  y^y  y^y  •  •  •  y„^ 
gehört  Zu  diesem  Zwecke  machen  wir  wie  in  der  vorigen 
Nummer  die  Substitution 

(5)  I  -  a;  -  x^y    ri^--y^-  y^^  ...    i?«  -  y«  -  yn\ 
wodurch  das  System  (1)  übergeht  in 

(6)  ^ - fiii  +  ok, nx  +  n,', ■  ■  nn ^- n.')   (»-1,2,...«). 

Unter  M  sei  das  Maximum  der  absoluten  Beträge  von  /^, 
ftj-  *  -f^  för  alle  diejenigen  Wertsysteme  6;  i?i,  %, .  • .  '»?^  ver- 
standen, f&r  die 

d.  h. 

(7)  \X'-x^\^r-By    |yi-yi^|  =  p-f,  ...|y„-y„^Hp-^ 

ist.  An  die  Stelle  von  r  und  p  in  voriger  Nummer  treten  näm- 
lich jetzt  T  —  B  und  (>  —  c .  Nun  steht  fest,  daß  das  System  (6) 
ein  analytisches  Lösungensystem  hat,  dem  für  ^  «  0  die  An- 
fangswerte 1J1  —  0,  i^j  —  0, . . .  iy,  —  0  zukommen,  etwa: 

(8)  »»«-«n  f,  +  c«|i  +  c«fi  +  --      (»=1,2,. ..n). 

Dabei  genügen  die  abeoluten  Beti^ge  der  Koeffizienten  den 
Bedingungen 

(t  =  1,  2, . . .  n), 
wenn  o^,  o,,  o,, . . .  die  Eoef&zienten  der  Entwicklung 

(10)  q  =  Oi|i  +  a,|-'  +  a,|*+... 

[8»5 
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sind;  die  ihrerseits  diejenige  analytische  Lösung  rj  von 

(11)  If  - ^ 


\  .    r^B/K        q—b) 


Yorstellt;  die  für  S  —  0  den  Wert  Null  hat.  Man  erinnere  sich 
hierbei  an  die  Differentialgleichung  (8)  der  letzten  Nummer. 
Wir  wissen  femer,  daß  die  Koeffizienten  (^i,  ctfy  <hy  -  -  ^  samtlich 
positiy  sind  und  daß  die  Entwicklung  (10)  für  |||<r  gilt^ 
wenn  /  entsprechend  (10)  in  der  letzten  Nummer  jetzt  durch 


(12) 


[1-e    («+i)^('— )J(r-£) 


definiert  wird. 

Nun  wurde  schon  am  Schlüsse  von  Nr.  821  heryorgehoben, 
daß  die  Zahl  M  in  dem  dort  aufgestellten  Satz  9,  infolge- 
dessen die  Ungleichungen  (9)  bestehen,  durch  eine  noch  größere 
Zahl  ersetzt  werden  darf.  Dies  stellt  sich  gegenwärtig  als 
notwendig  heraus,  wenn  man  die  Schlußfolgerungen  vollkommen 
von  der  zufalligen  Wahl  der  Anfangswerte  x^y  yj^,  y,*, . . .  yj^ 
in  dem  Bereiche  (3)  unabhängig  machen  wilL  Denn  M  ist 
von  dieser  Wahl  noch  abhängig,  weil  es  das  Maximum  der 
absoluten  Beträge  von  /j,  f%}  -  -  -f^  unter  den  Bedingungen  (7) 
bedeutet.  Stellt  aber  G  das  Maximum  der  absoluten  Beträge 
von  fi,f%y'''fn  *w  dem  ganem  Bereiche  (2)  dar,  so  ist  sicher 
M^O,  Indem  wir  also  M  durch  G  und  ebenso  die  Diffe- 
rentialgleichung (11)  durch  die  neue  Differentialgleichung 

ersetzen  und  dementsprechend  statt  /  die  Größe 

(14)  r"  =  [l  -  e"  ö^iW"^)]  (r  -  s) 

bilden,  zeigt  sich:   Ist 

diejenige  analytische  Lösung  von  (13),  die  für  S  »  0  den  Wert 
Null  hat,  so  gilt  diese  Entwicklung  für  |S|<r^  Außerdem 
sind  ihre  Koeffizienten  sämtlich  positiv,  und  es  bestehen  die 

SM] 
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Ungleicliimgen : 

(i  —  1,  2, . . .  n). 

Dies  besagt,  daß  auch  alle  n  Entwicklungen  (8)  für  |||<r" 
konvergieren. 

Nunmehr  heben  wir  die  Substitution  (5)  wieder  auf,  d.  h. 
wir  kehren  von  6,  ly^,  %?  •  -  Vn  zu  x,  y^,  y^,  .  .  .  y„  zurück. 
Dann  geben  die  Funktionen  (8)  das  analytische  Lösungensysteni 

(16)  y,=.y,«  +  c„^  +  c,(^'  +  .„<^=^'  +  ... 

(»  =  1, 2, . . .  n) 
des  vorgelegten  Systems  (1),  das  für  x^x^  die  Änfangswerte 

Vi^f  y%j ' '  'Vn  ^^y  ^^^  ^^^  gelten  diese  Entwicklungen  sämt- 
lich für 

\x-x^\<r'\ 

Vorausgesetzt  ist  dabei,  daß  x^y  y^,  y,®,  . . .  y«®  den  Bedingun- 
gen (3)  genügen.  Da  aber  der  Wert  (14)  von  r"  unabhängig 
davon  ist,  welche  Anfangswerte  in  diesem  Bereiche  (3)  ge- 
wählt worden  sind,  ist  somit  bewiesen,  daß  alle  Lösungensysteme 
von  (1),  die  eu  irgendwelehen  Anfangswerten  x^,  y^y  y,®, . . .  y„* 
im  Bereiche  (3)  gehören,  durch  unendliche  Beihen  nach  ganzen 
positiven  Potenzen  von  x  —  Xq  dargestellt  werden,  die  für 
\x  —  XqI^Ct"  konvergieren.  Nach  Satz  13,  Nr.  364,  ist  die 
Konvergenz  gleichmäßig,  d.  h.  wie  klein  man  auch  eine  positive 
Ghröße  6  wählen  mag,  stets  gibt  es  einen  Index  Je  derart^  daß 
für  jedes  erlaubte  x  und  für  jeden  Index  m  ^  A;  die  absoluten 
Beträge  der  n  Reste 

kleiner  als  6  ausfallen. 

Schließlich  ist  nun  noch  darauf  hinzuweisen,  daß  die 
Koeffizienten  e;.^,  c^,,  c^^, . . .  aus  den  Ableitungen 

ff      dft  ,    dfi     f   ,  ,    dfi      t 


hervorgehen,  wenn  man  darin  x,  tfitifi,--  y,  durch  x^,  y^,  y,*, 

[ans 
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...y^®  ersetzt.  Daraus  erhellt^  daß  alle  Koeffizienten  c^ijC^%j 
Cf^, ...  IM  dem  Bereiche  (3)  anahfHsche  Ftinkiionen  von  x^,  y^^ 
y,<>, . . .  y^o  sind.  Nun  gilt  der  Satz  21,  Nr.  644,  nach  Nr.  820 
auch  für  gleichmäßig  konvergente  unendliche  Reihen  Ton  ana- 
lytischen Funktionen  mehrerer  Veränderlicher,  und  deshalb  sind 
die  Funktionen  y^,  y,,  ...  y^,  die  das  allgemeine  analytische 
Losnngensystem  (15)  von  (1)   darstellen,  in  dem  Bereiche 

\'>\<r",    \x,\£e,    |y»«|^*,  ...     |y.»|^« 
andlytiache  Funktionen  aUer  n  +  2  veränderlichen  Chrößen  x,  sc^. 

Wie  gesagt,  hatten  wir  nur  wegen  der  größeren  Bequem- 
lichkeit des  Ausdruckes  Betrachtungen  in  der  Umgebung  des 
Wertsystems  a?  ==»  0,  yj  =  0,  . . .  y^^  =»  0  angestellt.  Dies  Wert- 
system kann  also  durch  irgend  ein  bestimmtes  Wertsystem 
a;  =-  a,  yj  «  &!, . .  .  y„  =»  6^  im  Bereiche  der  analytischen  Funk- 
tionen ftjfif  * '  'fn  ersetzt  werden.  Der  Übergang  kann  ja 
wieder  durch  die  Substitution 

I  =  rr  -  a,    i?i  «  yi  -  6i,  . . .    ^,  -  y«  ~  ^ 

vollzogen  werden.  Deshalb  läßt  sich  das  Ergebnis  allgemein 
so  ausdrücken: 

Satz  12:  Verhalten  sich  die  Funktionen  fiyf^y  ../*.  wm 
X,  yi,  ys, . . .  y«  in  einer  Umgdning  einer  Stelle  (a,  b^,  &,,...  &,) 
regulär  und  ist  (x^,  y^y  y^, . . .  y/)  irgend  eine  Stdle  in  dieser 
Umgdnmgf  so  besteM  dasjenige  analytische  Lösungenaystem  des 
n-gliedrigen  Systems  in  der  Nomudform 

^  ^  fii^y  Vif  y«;  •  •  •  yj     (»  -  1,  2, . . .  n), 

das  für  x  —  x^  die  Anfangswerte  y,®,  y^y  -  -  -Vn  ^^^  ^'^^  solchen 
Funktionen 

Vi  -  9i{^7  ^o;  yi^  y«^  •  •  •  Vn) 

der  n  +  2  Veränderlichen  x,  Xq,  y^y  y,®, . . .  y^,  die  sich  in  einer 
Umgebung  der  Stelle  a;  =  a,  a:^  =»  a,  y^®  =  ij,  . . .  y^*  =»  6,  regulär 
verhalten. 

Zunächst  hängt  das  Lösungeusystem 

y,  -  iPi{^,  «0,  yi«,  y,«, . . .  y,»)    (i  =-  1, 2, . . .  n) 
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von  X  und  von  den  n  -|-  1  Größen  Xq^  y^®,  y^^  -  -  Vn  ^^y  ^*® 
man  als  tmükürliche  Konstanten  bezeichnen  kann.  Aber  da 
dies  LösuDcrensystem  für  x  ^  a  gewisse  Werte  Vi  —  C,,  t/,  —  CL, 
. .  .  y.  «  G„  4  ist  es  identisch  mit  dem  Lösungensystem 

(16)  y^  =  (pt{x,  a,  Ol,  (7„  . . .  CJ       (i  ==  1,  2, . . .  n), 

worin  außer  der  bestimmten  Größe  a  nur  noch  n  unUkürlüiie 
Konstanten  0|;  C,, . . .  G^,  die  sogenannten  IntegrcUionskonstanten, 
auftreten.  Insbesondere  liegt  in  (16)  das  System  der  Haupt- 
lösungen  vor,  das  für  x  =^  a  gerade  die  Werte  C^,  Cj, . . .  C^  hat. 
Vgl.  Nr.  761. 

Hiernach  sind  wir  imstande,  auch  die  übrigen  Betrach- 
tungen von  Nr.  761  bis  763  auf  den  komplexen  Bereich  zu 
übertragen,  sobald  wir  noch  den  Satz  aufgestellt  haben,  der 
sich  auf  die  Existenz  uneutwickelter  Funktionen  im  komplexen 
Bereiche  bezieht  und  auf  Grund  dessen  auch  Eliminationen 
statthaft  werden.  Diesen  Satz  werden  wir  in  der  nächsten 
Nummer  beweisen.  Es  ist  aber  nicht  nötig,  die  Entwick- 
lungen von  Nr.  761  bis  763  auch  im  komplexen  Bereiche 
wiederzugeben,  da  sich  keinerlei  Schwierigkeiten  einstellen. 

§  3.  Die  Übrigen  Existenzbeweise. 

826.  Viientwiokelte  Funktionen.  Gegeben  sei  ein 
System  von  n  Gleichimgen 

(1)  F,{x,  yi,  y«; . . .  yj  =-  0      (i  =  1,  2, . . .  n) 

zwischen  w  +  1  komplexen  Veränderlichen  ir,  y^,  y„  . . .  y,. 
Die  n  Funktionen  F^,  F^,  . . .  F^  mögen  sich  an  einer  ge- 
wissen Stelle  (Xq,  y^,  y^^, . . .  yj^)  regulär  verhalten  und  dabei 
an  dieser  Stelle  selbst  verschwinden,  so  daß  das  System  (1)  für 
X  ^Xq  durch  die  Werte  y^  =  y^®,  y,  —  y,®,  . .  .  y^  =  y^«  befrie- 
digt wird.   Außerdem  soll  die  Ftmkticnaideterminante 

^/j;  F,  ...j;x 

vgl.  Nr.  80,  an  der  Stelle  (xq,  y^®,  yg®, . . .  yj^)  von  NtM  ver- 
schieden  sein.  Unter  diesen  Annahmen  wollen  wir  beweisen, 
daß  ein  und  nur  ein  System  von  Funktionen  yi;  y2;  •  •  •  y»  ^o^' 
banden  ist,  die  für  x  =^  x^  die  Werte  y^®,  y,®, » >  -y^    haben,  an 
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der  Stelle  x  ^  x^  regulär  sind  und  in  einer  Umgebung  die 
Gleichungen  (1)  befriedigen. 

Dies  Fnnktionensystem  muß,  wenn  es  existiert^  auch  die- 
jenigen jDi/f^ren^taZgleichungen  erfüllen,  die  aus  (1)  durch  yoll- 
ständige  DifiPerentiation  nach  x  hervorgehen: 

^^>  ex  +äsr,  *^  '^WJ'  +'"  +  TyJ-''^ 

{%  =■  1,  2, . . .  »). 

Weil  die  Determinante  2)  an  der  Stelle  {x^y  y^^  y^^ . . .  y,®) 
Yon  Null  yerschieden  ist,  gibt  es  nach  Satz  2,  Nr.  817,  eine 
Umgebung  dieser  Stelle,  wo  X)  überall  von  Null  verschieden 
bleibt.  In  dieser  Umgebung  lassen  sich  deshalb  die  Glei- 
chungen (2)  nach  den  Ableitungen  der  y  auflösen,  wodurch 
ein  System  von  Differentialgleichungen  in  der  Normalform 

(3)  y/  =  fii^j  Vu  y%,"'  Vn)       (»  «  1,  2, . . .  n) 

hervorgeht,  deren  rechte  Seiten  sich  alsdann  an  der  Stelle 
(^07  Vi^f  y«^  •  •  •  Vn)  i*egulär  verhalten.  Nach  Satz  11,  Nr.  824, 
hat  (3)  und  daher  auch  (2)  nur  ein  Lösungensystem  von  der 
gesuchten  Art: 

(4)  yi  -  9i{p^)y   y%  -  9P2H  • . .    y«  =  v«(a?). 

Es  bleibt  also  nur  noch  übrig,  zu  beweisen,  daß  dies  auch  die 
Gleichungen  (1)  befriedigt.  Setzt  man  in  JP^,  -F,,  - .  .F^  die 
Funktionen  (4)  für  yi;  y^;  •  •  •  y«  ^i^^  so  gehen  Funktionen  von 
X  allein  hervor,  die  an  der  Stelle  x*^  x^  regulär  sind.  Die 
linken  Seiten  der  Gleichungen  (2)  gehen  dabei  in  die  Ablei- 
tungen dieser  n  Funktionen  von  x  allein  über: 

^^5-0  (»=.1,2,...»). 

Demnach  werden  F^^F^j , , .  F^  Konstanten.  Da  aber  die  Funk- 
tionen (4)  für  X  ^  Xq  die  Werte  y^®,  y,®, . .  .  y„"  haben,  müssen 
die  Eonstanten  gleich  den  Werten  von  F^,  F^, ,  , .  F^  an  der 
Stelle  (Xq,  y^^,  y^, .  .  .  y^)^  d.  h.  gleich  Null  sein.  Folglich  be- 
friedigen die  Funktionen  (4)  die  Gleichungen  (1). 

Nachdem  somit  der  Fall  eines  Systems  (1)  von  n  Glei- 
chungen in  n  +  1  Veränderlichen  erledigt  ist,  betrachten  wir 
den   allgemeinen   Fall   eines   Systems   von   n  Gleichungen    in 
m  -\'  n  Veränderlichen  a;^,  x^j , ,  .x^  und  y^  yt;  •  •  •  y«: 
8»6] 
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(5)  F.{x^,  rr,, . . .  x^y  y^,  y„  . . .  y„)  -  0        {i^l,2,...  n). 

Die  Voraussetzungen  sind  hier  diese:  Die  Funktionen  F^yF^, 
,  . .  JF^  sollen  sich  an  einer  gewissen  Stelle  {x^^, . .  .  xj^,  y^, . . . 
Vn)  rogul&i'  verhalten  und  an  dieser  Stelle  selbst  gleich  Null 
sein;  dagegen  soll  die  FunktionaideterminafUe 

(6)  S)«(    '       *  «) 

an  dieser  Stelle  von  Nuü  verschieden  sein.  Unter  diesen  Vor- 
aussetzungen  wollen   wir   beweisen^   daß   es   ein   und  nur   ein 

System  von  w  Funktionen  yi,  y2;  •  •  •  y«  ^^^  ^i;  ^2?  •  •  •  ^m  P^^9 
die   an   der   Stelle   {x^^,  x^, .  , .  x^)   die   Werte   y^,  y,®,  -  -  -Vn 
annehmen ;  sich  ebenda   sämtlich    regulär   verhalten ^  und   die 
(xleichungen  (5)  für  alle  Werte  von    x^y  x^,  . .  .  x^   in   einer 
gewissen  Umgebung  befriedigen. 

Dieser  Fall  ist  auf  den  des  Systems  (1)  zurückzuf&hren, 
indem  man  setzt: 

Bedeuten  nämlich  1^,  It^  *  •  •  ^m  ii^g^ud  welche  Konstanten  in 
dem  Bereiche 

(8)  !5J<1,    I6.K1;...    1IJ<1 

und  wird  z  auf  einen  hinreichend  kleinen  Bereich  |  ^  |  <  »*  be- 
schrankt, so  gibt  (7)  irgend  ein  Wertsystem  in  einer  Umgebung 
der  Stelle  (a?i^  «,V  •  ^m®)-  ^^^^^  Einführung  der  Werte  (7) 
in  (5)  geht  ein  Gleichungensystem  hervor,  dessen  linke  Seiten 
Funktionen  von  g,  y^,  y^,  ...  y,  sind,  die  sich  sämtlich  an 
der  Stelle  (0,  y^y  y,®, . . .  y^)  regulär  verhalten  und  an  dieser 
Stelle  verschwinden,  während  die  Determinante  ^  daselbst  nach 
wie  vor  von  Null  verschieden  bleibt.  Außerdem  enthalten  die 
Gleichungen  noch  die  m  unter  den  Bedingungen  (8)  willkür- 
lichen Konstanten  £i,  Ss;  •  •  •  Sm-  ^^^  Aeniy  was  beim  System 
(1)   bewiesen   wurde,    gibt   es   ein   und   nur   ein  analytisches 

Lösungensystem  yijy%,  •  -  ym'  ^^  ^^  noiAi  von  li,  Is?  •  •  •  Sm 
abhängt,  sei  es  so  geschrieben: 

(9)  Vi  -  ViijSy  liy  !»>•••  y  (*'  =  1;  2,  .  .  .  fl). 

Wenn  man  li;  Ig, .  • .  1^  mit  irgend  einer  Größe  t  multi- 
pliziert, deren  absoluter  Betrag  I^einer  als  Eins  ist,  und  zu- 
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gleich  e  mit  t  dividiert,  bleiben  die  Werte  (7)  angeändert, 
und  die  Bedingungen  (8)  sind  nach  wie  vor  erfüllt.  Also  muß 
auch 

sein.  Da  r  <  1  angenommen  werden  darf,  kann  man  insbe- 
sondere i  =  z  wählen.    Dann  aber  kommt: 

Mithin  sind  die  n  Funktionen  (9)  Funktionen  von  ^^z,  ^g, 
. . .  ^g  allein.  Da  sie  andererseits  analytische  Funktionen  von 
g  sind,  lassen  sie  sich  als  Reihen  nach  Potenzen  von  g  ent- 
wickeln.    Diese  Reihen  müssen  daher  die  Form  haben: 

+  \p,,,{i,gy  +  2c,,,i,g .  g,^  + . . .  +  €,^^{i^gy] 

Sie  konvergieren  unbedingt  im  Bereiche  |j9|<r,  falls  g^,  ^, 
...  1^  irgendwie  im  Bereiche  (8)  gewählt  werden.  Aber  sie 
sind  auch  Reihen  nach  Potenzen  der  m  Größen  g^j?,  l^g^ . , .  l^g^ 
die  den  Bedingungen 

genügen.  Nach  (7)  kann  man  diese,  t»»  Größen  mit  x^—x^\ 
x^  —  x^, . . .  a:„j  —  x^  bezeichnen.    Somit  kommt: 

Vi  =  Vi  +  [^.1  K  "  ^1')  +  c«  {x^  -  a;s,®)  +  . . .  +  c.^{x^  -  xj)\ 
+  [Ciuix,  -  x,y  +  2c,,,(x,  -  x,^){x,  -  V)  +  •  •  • 

{i  -.  1,  2, .  . .  n), 

und  dies  sind  in  dem  Bereiche 

|a?i- V|<r,     |a;,- V|<r,  .  .  .  \x^-xj\<r 

unbedingt  konvergente  Potenzreihen,  daher  analytische  Funk- 
tionen von  a^i,  iCg,  .  .  .  a:^.     Folglich  haben  wir  den 
Satg  13:    Wird  ein  System  von  n  Gleichungen 

F,(x,,  iTj, .  .  .  x^^,  yi,  yg, . .  .  yj  «0     (t  =  1,  2, . . .  n) 

in  m  +  n  komplexen  Veränderlichen  x^,  x^,  ,  .  ,  x^,  y^,  Vif^Vn 
insbesondere  durch  ein  Wertsystem  x^^,  a;,®, . . .  xj^y  y/,  y,®,  . . .  y„® 
8M] 
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befriedigt  und  verhauen  sich  die  linken  Seiten  der  Gleichungen 
an  der  Stelle  (x^^,  x^^, . . .  x^y  y^y  y^,  . . .  y^)  regulär^  während 
die  Funktionaldeterminante 

an  dieser  Stelle  nicht  gleich  Null  ist,  so  gibt  es  ein  und  nur 
ein  System  von  Funktionen  y^,  y^, . , .  y^  von  x^,  x^, . , .  x^,  die 
sich  an  der  Stelle  (x^^,  x^y  .  .  .  x^)  regulär  verhalten  y  an 
dieser  Steüe  selbst  insbesondere  die  Werte  y^y  y,^  •  •  •  y„*  haben 
und  dem  Gleich  ungensystem  überall  in  einer  gewissen  Umgebung 
der  Stelle  Genüge  leisten. 

827.  Naohtrftgliohe  Bemerkiingen.  Soeben  wurde 
die  Verallgemeinerang  des  Satzes  13  von  Nr.  700  auf  den  kom- 
plexen Bereich  gewonnen.  Es  sei  dabei  auf  einen  ünterscbied 
hingewiesen:  Wenn  man  analytische  Funktionen  betrachtet, 
zieht  der  Nachweis  ihrer  Existenz  stets  von  selbst  den  der 
Existenz  ihrer  Ableitungen  nach  sich;  deshalb  bedurfte  es  hier 
nicht  besonderer  Untersuchungen  über  die  Ableitungen,  wie  es 
in  Nr.  699  und  Nr.  702  nötig  war. 

Femer  verweisen  wir  auf  Nr.  187  zurück,  wo  die  rejrw- 
lären  und  singulären  Punkte  von  d>enen  Kurven  unterschieden 
wurden.  Damals  wurde  unter  einer  Kurve  in  der  Ebene  der 
Inbegriff  aller  Punkte  verstanden,  deren  Koordinaten  Xy  y  eine 
Funktion  F{Xy  y)  gleich  Null  machen,  die  sich  in  der  Um- 
gebung eines  Kurvenpunktes  (rr^,  y^)  nach  Potenzen  von  x  —  Xq 
und  y  —  Vo  entwickeln  laBt. 

Diese  Definition  ersetzen  wir  jetzt  durch  folgende:  Unter 
einer  redien  Kurve  in  der  Ebene  wird  der  Inbegriff  aller  Punkte 
mit  denjenigen  reellen  Koordinaten  x  und  y  verstanden,  für  die 
eine  analytische  Funktion  F  von  zwei  im  allgemeinen  komplexen 
Yeiunderlichen  x  und  y  gleich  NuU  wird: 

(1)  Fix,y)=>0. 

Alsdann  ist  die  in  Nr.  187  gemachte  Annahme  erfüllt.  Wenn 
F  eine  an  der  Stelle  x  ^  Oy  y  —  0  reguläre  Funktion  und 
außerdem  F{Oy  0)  =  0  ist,  gilt  eine  Entwicklung  wie  die  in 
Nr.  188  mit  (1)  bezeichnete  und  alles,  was  damals  darüber  ge- 
sagt wurde.    Die  Voraussetzung  (4)  von  Nr.  188  ist  in  der  Tat 
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diejenige  Bedingung,  unter  der  die  Gleichung  (1)  nach  Satz  13 
der  letzten  Nummer  in  einer  Umgebung  von  x  ^0  nach  y 
in  der  Form  (5)  von  Nr.  188  auflösbar  ist. 

Somit  sind  die  in  Nr.  188  gemachten  Annahmen  gerecht- 
fertigt. Was  dagegen  einige  Betrachtungen  in  Nr.  189  betrifit, 
wo  es  sich  im  wesentlichen  darum  handelte,  die  Gleichung  (1) 
in  einer  Umgebung  der  Stelle  ^  =  0,  y  ^  0  auch  im  Falle 

V 

aufzulösen,  so  wollen  wir  nur  bemerken,  daß  es  zwar  möglich 
ist,  den  Satz  13  der  letzten  Nummer  etwa  bei  der  Annahme 
einer  einzigen  Gleichung  F{x,y)^0  auch  auf  solche  Fälle  za 
erweitem,  wo  die  Ableitung  Ton  F  hinsichtlich  y  an  der  be- 
trachteten Stelle  verschwindet,  daß  es  aber  nicht  in  unserer 
Absicht  liegt,  dies  zu  tun.  Die  Ausfüllung  der  in  Nr.  189 
gelassenen  und  genannten  Lücken  findet  man  in  den  Lehr- 
büchern der  Theorie  der  analytischen  Funktionen. 

828.  LöBimgen  eines  allgemeinen  Systems  erster 
Ordnung  von  gewöhnlichen  Differenttolgleiohnngen.  Auf 
Grund  des  Satzes  13  von  Nr.  826  läßt  sich  die  Untersuchung 
allgemeiner  Systeme  erster  Ordnung  von  gewöhnlichen  Diffe- 
rentialgleichungen 

(1)      Fi{x,  yi,  y»,  .  .  .  y,,  y/,  y,',  ...  y/)  -  0    (<=  1,  2,,..n) 

auf  die  von  Systemen  in  der  Normalform  zurückführen.  Denn 
die  Betrachtungen  in  Nr.  776  lassen  sich  jetzt  für  den  Fall 
anstellen,  wo  die  Veränderlichen  komplex  sind.  Unter  dem 
Bereiche  des  Systems  (1)  ist  dabei  ein  Bereich  der  2n  +  1 
komplexen  Veränderlichen  ^,  yi,  yt,  .  .  •  y«,  yi',  y»',  .  .  .  y,'  asu 
verstehen,  innerhalb  dessen  sich  die  Funktionen  F^^F^^,  , .  F^ 
regulär  verhalten,  und  dieser  Bereich  soll  niemals  verlassen 
werden.  Der  Satz  17  von  Nr.  776  gilt  auch  für  komplexe 
VeriLnderliche,  sobald  man  sich  auf  Lösungensysteme  beschrankt, 
die  durch  analytische  Funktionen  dargestellt  werden.  Es  ist 
deshalb  nicht  nötig,  das  Ergebnis  hier  aufs  neue  zu  formu- 
lieren. 

829.  LSsungen  von  gewöhnllohen  Difterentialglel- 
ohungen  höherer  Ordnung.  Entsprechendes  wie  soeben 
gilt  von  den  Betrachtungen,  die  in  Nr.  781  und  782  für  ge- 
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wohnliche  Differentialgleichungen  r^  Ordnung  in  der  auf- 
gelösten Form 

und  in  -Nn  787  für  allgemeine  gewöhnliche  Differentialglei- 
chungen r*"  Ordnimg 

Fix,  y,  y\...  y(-))  =  0 

angestellt  wurden.  Unter  dem  Bereidie  der  Dijferentiälgl^hwng 
hat  man  dabei  stets  einen  Bereich  der  komplexen  Veränder- 
lichen Xy  y,  y,  y"  usw.  zu  yerstehen,  in  dem  sich  die  Funktion 
f  bzw.  F  regulär  verhält,  und  dieser  Bereich  soll  nie  yerlassen 
werden. 

Wir  müssen  es  dem  Leser  überlassen,  die  übrigen  Be- 
trachtungen der  vorhergehenden  Kapitel,  wie  die  über  singu- 
lare Elemente,  singulare  Lösungen  und  Lösungensysteme  sowie 
über  die  eingliedrigen  Ghoippen  von  Punkttransformationen,  in 
ihren  Eiuzelheiten  auf  den  komplexen  Bereich  zu  übertragen. 
Die  anschaulichen  geometrischen  Deutungen  gehen  dabei  aller- 
dings verloren.  Man  pflegt  aber  in  der  Geometrie  auch  von 
inw^ginären  Kwrvm,  Flächen  usw.  zu  sprechen,  und  wenn  man 
dies  tut,  kann  man  in  vielen  Fällen  den  Wortlaut  früherer 
geometrisch  eingekleideter  Ergebnisse  auch  im  komplexen  Be- 
reiche beibehalten. 

§  4.  Theorie  der  linearen  Differentialgleichiuigen. 

880.  Voraiuwetiimgen«  Die  Theorie  soll  insbesondere 
auf  eine  wichtige  Klasse  von  gewöhnlichen  Differentialglei- 
chungen, auf  die  liviearen,  angewandt  werden,  von  denen  schon 
in  Nr.  805  die  Bede  war.  Bei  diesen  Differentialgleichungen 
nämlich  Jcann  man  mit  noch  verhältnismäßig  einfachen  Mitteln 
Betrachtungen  in  derjenigen  Richtung  durchführen,  die  in 
Nr.  674  als  die  funktionentheoretische  bezeichnet  wurde.  Nach 
Vorarbeiten  Anderer  ist  ihre  Theorie  namentlich  von  Fuchs 
ausgebaut  worden. 

Nach  Nr.  805  ist  jede  lineare  Differentialgleichung  mit 
einer  verkürzten  äquivalent.  Deshalb  betrachten  wir  insbesondere 
die  verhiirgten  linearen  Differentialgleichungen  r^  Ordnung,  die 
wir  so  schreiben  wollen: 
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(1)  P,{x)y  +pMy'+  . . .  +J»,_i(a;)»<'-"  +pX^)1^''^  -  0. 
Sie  bekommen  durch  Auflösung  nach  y^**)  die  frfihere  Form 

(2)  y<'->  - U(x)y  +  /i(a;)y  +  .  .  .  +  /;_x Wy<'-»>, 
wenn  man  setzt: 

(3)  fM--^,--fr-.i.^)—^. 

In  betreff  der  Koeffizienten  Pq(x\  A(^)*  •  •  •  pX^)  tonnte 
man  z.  B.  die  besonders  einfache  Yerabredong  treffen,  darunter 
ganze  rationale  Funktionen  der  komplexen  VeränderliclJ<Bn  x 
zu  yerstehen.  Die  Theorie,  die  bei  dieser  besonderen  Annahme 
entwickelt  werden  kann,  gilt  aber  in  allem  wesentlichen  auch 
dann,  wenn  man  etwas  allgemeinere  Annahmen  macht,  nämlich 
die  folgenden: 

Die  FunJcHonm  Pq{x\p^{x),  .  .  -Prix)  sötten  in  einem  ge- 
meinsamen Bereiche  monogen  sein,  so  daß  sie  in  einer  Um- 
gebung einer  jeden  Stelle  x^  des  Bereiches  in  der  Form 

entwickelbar  sind.  Wenn  alle  r  -f  1  Funktionen  an  der  Stelle 
Xq  verschwinden,  sind  c^^,  c^o,  .  .  .  c^^  gleich  Null  Beginnt 
nun  die  Reihe  für  P]^{x)  etwa  mit  der  »j^**"  Potenz  von  x — x^ 
und  ist  n  die  kleinste  der  r  +  1  Zahlen  n^,  n^,  .  .  .  »^,  so 
haben  alle  r  +  1  Funktionen  den  gemeinsamen  Faktor  (x — x^Y, 
Da  er  aus  der  Differentialgleichung  (1)  fortgehoben  werden 
kann,  dürfen  wir  voraussetzen:  An  keiner  Stdle  des  Bereiches 
verschwinden  alle r  +  1  Funktionen p^ {x)yp^ (x), .,.  p^{x)  zugleich. 
Sieht  man  zunächst  von  den  Stellen  ab,  wo  insbesondere 
Prix)  gleich  Null  wird,  so  lehren  die  Formeln  (3),  daß  die 
Koeffizienten  ^(a;),  fi(x)f  .  .  .  f^^ti^)  der  nach  y<''>  aufgelösten 
Differentialgleichung  (2)  sonst  überall  im  Bereiche  monogene 
Funktionen  sind.  In  betreff  der  Stellen,  wo  p^  (x)  verschwindet^ 
bemerken  wir:  Wenn  rr^  eine  derartige  Stelle  ist  und n^^n^,  ...n^ 
dieselbe  Bedeutung  wie  vorhin  haben,  ist  w^  >  1.  unter  den 
Zahlen  n^,,  «j, .  . .  n^_j  können  einige  vorhanden  sein,  die  großer 
oder  gleich  n^  sind.  Zu  ihnen  gehören  Funktionen  p(x),  die 
nach  der  Division  mit  p^  (x)  an  der  Stelle  x^  stetig  bleiben. 
Aber  nicht  alle  r  Funktionen  |?jj(a;),  Pi{x),  .  , ,  p^_i{x)  ver- 
schwinden für  X  ^x^]  mithin  gibt  es  unter  jenen  Zahlen 
830] 


§  4.   Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  473 

solche^  die  kleiner  als  n^  sind.    Ist  z.  B.  n^  <  n^y  so  stellt 

eine  Funktion  Yor,  die  an  der  Stelle  Xq  mit  l:(x  —  Xf^)  in  der 
(n^  —  ^j)*^  Ordnung  unendlich  groß  wird  (vgl.  Nr.  127).  Man 
sagt  dann,  daß  f^{x)  an  der  Stelle  x^  eine  hebbare  ünstetigkeit 
habe,  weil  die  ünstetigkeit  verschwindet,  wenn  f^  (x)  mit  einer 
passenden  gan0en  positiven  Potenz  von  x  —  Xq,  nämlich  der 
(n^  —  «jt)**°,  multipliziert  wird.  Derartige  Stellen  x^  heißen 
außerwesenüich  singulare  Steilen  der  Funktion  fj^{x).  Dem- 
gegenüber ist  z.  B.  die  Stelle  rr=»0  ftir  die  Funktion  sin(l:a;) 
nicht  außerwesentlicb,  sondern,  wie  man  sagt,  wesentlich  Singu- 
lar y  weil  es  keine  ganze  positive  Zahl  n  derart  gibt,  daß 
o;*  sin  (1 :  a;)  für  a;  =■  0  stetig  würde. 

Hiemach  ist  jede  NuUstelle  von  p^  (x)  für  mindestens 
einen  der  Koeffizienten  der  Differentialgleichung  (2)  außer- 
wesentlich Singular.  Alle  diese  Stellen  heißen  die  Pole  der 
Differentialgleichung,  während  jede  andere  Stelle  des  Bereiches 
regulär  genannt  wird.  Ist  Xq  ein  Pol,  also  i?^(a?o)==0,  so 
gibt  es  eine  ganze  positive  Zahl  n^  derart,  daß  der  Quotient 
p^  (x) :  {x  —  x^*^  für  X  ^  Xq  nicht  verschwindet  und  sich  an 
der  Stelle  x  ^  Xq  sowie  in  einer  Umgebung  von  ihr  regulär 
verh&li  Nach  Satz  2,  Nr.  817,  hat  der  Pol  Xq  deshalb  eine 
Umgebung,  in  der  dieser  Bruch  nirgends  verschwindet.  In 
dieser  Umgebung  ist  daher  Pr(p^)  ebenfalls  nirgends  gleich 
Null,  abgesehen  von  der  Stelle  x  ==  Xq  selbst.  Jeder  Pol  hol 
somit  eine  gewisse  von  Polen  freie  Umgebung. 

Man  kann  hieraus  schließen,  daß  ein  Teil  des  Bereiches, 
der  endliche  Abmessungen  hat,  nur  eine  begren/ste  AnzaJü  von 
Polen  enthalten  kann.  Enthielte  er  nämlich  unzählig  viele,  so 
würde  auch  wenigstens  eines  der  beiden  Gebiete,  in  die  er  sich 
durch  irgend  eine  Linie  zerlegen  läßt,  unzählig  viele  Pole  ent- 
halten. Da  sich  dies  Gebiet  wieder  zerteilen  läßt,  würde  man 
also  durch  Fortsetzung  der  Schlußfolgerung  zu  einem  beliebig 
kleinen  Bereiche  und  damit  zu  einer  Stelle  gelangen,  die  so  be- 
schaffen wäre,  daß  ihre  Umgebung,  wie  klein  man  sie  auch 
wählen  mag,  unzählig  viele  Pole  enthielte.  Derartige  Häufungs- 
stellen von  Polen  sind  jedoch  ausgeschlossen.    Denn  jede  Stelle 
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des  Bereiches  ist  ja  regulär  oder  ein  Pol^  und  jede  r^foliire 
Stelle  sowie  jeder  Pol  hat  eine  Umgebung^  die  Ton  Polen  frei 
ist.     Die  gemachte  Annahme  ist  folglich  unhaltbar. 

831.  PartUnilare  Lösnng  einer  besonderen  veir- 
kflnten  linearen  Dlfferentlalglelchnng.  Ebenso  wie  wir 
in  Nr.  822  der  Betrachtung  eines  allgemeinen  Systems  tob 
Differentialgleichungen  in  der  Normalform  die  eines  besonderen 
Yorausschickten,  das  später  zur  Yergleichung  diente,  yerfahren 
wir  auch  jetzt  Wir  fassen  eine  besondere  verkürzte  lineare 
Differentialgleichung  ins  Auge^  nämlich  diese: 

(1)  y(r) _  Jf(y  +  /  +  y"+--  +  y<^-*>)  . 

1 ^ 

B 

Darin  soUen  M  und  B  gegebene  und  von  Null  verschiedene 
positive  Konstanten  sein.  Die  partikularen  Lösungen  der  Diffe- 
rentialgleichung untersuchen  wir  nur  so  weit,  wie  es  die  späteren 
Anwendungen  erfordern. 

Die  Gleichung  (1)  ordnet  sich  der  allgemeinen  Form  (2) 
einer  verkürzten  linearen  Differentialgleichung  in  der  letzten 
Nummer  unter,  indem  hier 

(2)  /ö(«)  -/i(«) fr^ti<»)  -  -^ 

ist.  Sie  hat  daher  nur  einen  einzigen  Pol  x^^  R,  und  als  ihr 
Bereich  kann  jeder  beliebig  große  Teil  der  Ebene  unter  Aus- 
schluß der  Stelle  x «»  R  angenommen  werden.  Insbesondere 
ist  die  Stelle  a;  —  0  regulär.  Werden  der  Lösung  y  und  ihren 
r— 1  ersten  Ableitungen  y\  y"/.  . .  y^**"*)  für  a? -=  0  irgend 
welche  bestimmte  Werte  a^,  a^^  Oj,  ...Or-i  vorgeschrieben, 
so  gibt  es  nach  Nr.  829  eine  und  nur  eine  zugehörige  und 
sich  an  der  Stelle  x  ==0  regulär  verhaltende  Lösung  y,  die 
sich  daher  für  hinreichend  kleine  Werte  von  |a;|  in  eine  un- 
endliche Reihe  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  ent- 
wickeln läßt.  Da  die  Koeffizienten  a^,  a^,  c^y  -  >  dieser  Ent- 
wicklung 

(3)  y  =  «0  +  ö4  in"  +  ^«Ir  +  ^fr  +  •  •  * 

die  Werte  von  y,  y',  y", . . .  för  a;  —  0  sind,  stellen  die  r  ersten 
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Koeffizienten  ^o'  ^>  -  *  *  ^^-i  die  angenommenen  Anfangswerte 
dar.  Die  Differentialgleichung  (l)  selbst  gibt  j/''^;  durch  wieder- 
holte YoUstandige  Differentiation  nach  x  gehen  aus  ihr  auch 
die  Werte  von  y^*""*"*^,  ^'^^*\  •  •  •  hervor.  Setzt  man  darin  a;  =  0 
und  y,  y', . . .  y^**"^^  bzw.  gleich  a^,  a^, . . .  a^«i,  so  bekommt 
man  nach  und  nach  die  Werte  der  Koeffizienten  a^j  ^r+i' 
a^^^, . . .  Da  es  aber  nur  eine  Lösung  y  mit  den  vorgeschrie- 
benen An&ngBwerten  a^,  ö^,  . . .  »r-i  von  y,  y , . . .  y^*""*^  für 
X  =^0  gibt,  kann  man  die  Koeffizienten  auch  durch  das  Ver- 
fahren der  Koeffijsientenvergleichung  wie  folgt  ermitteln:  Für 
hinreichend  kleine  absolute  Beträge  von  x  werden  die  Ab- 
leitungen /^  ^'9 '  - '  a^is  (3)  durch  wiederholte  gliedweise  Diffe- 
rentiation als  ebenfalls  konvergente  Potenzreihen  gefunden  (vgl. 
Satz  19,  Nr.  370).    Daher  ist  mit  (3)  oder; 

auch 

y  -^ajk^i-^-j-,     y  =  J5fl^*+8]fc7;  •  •  •  ir^-^^k^rJi-y 

wobei  die  Summen  unendliche  Reihen  vorstellen,  indem  k'^O, 
1,  2,  ...  und  0! »  1  zu  setzen  ist.  Wenn  man  nun  diese 
Reihen  in  (1)  einführt  und  zugleich  den  Nenner  auf  die  linke 
Seite  bringt^  ergibt  sich: 


Für  hinreichend  kleine  Werte  von  |a;|  sind  beide  Seiten  der 
Gleichung  konvergente  Potenzreihen.  Daher  müssen  die  Koeffi- 
zienten gleich  hoher  Potenzen  von  x  auf  beiden  Seiten  überein- 
stimmen.   Die  linke  Seite  laßt  sich  schreiben  in  der  Form 


"^  x^         1    ^  a:* 


oder  also 


wo  auch  jetzt  die  zweite  Summe  von  &  —  0  an  zu  erstrecken 
ist,  wenn  man  nur  0!  ^  1  setzt.  Demnach  kann  die  Glei- 
chung (4)  so  geschrieben  werden: 
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Folglich   liefert   die  EoeffizientenTergleichong  die  Bekursions- 
formd: 

(5)       at+r  =  ■      2J  ~~  ^*+'-*  +  M{ak-\-ak^\  ^ h  at+r-t)- 

Wird  darin  nacheinander  Ä;  »  0^  1,  2, . . .  gesetzt,  so  bestimmt 
sie  nach  und  nach  ary  c^r+iy  CLr^2} » -  ^ 

Für  unsere  späteren  Zwecke  reicht  es  aus,  nur  solche 
Lösungen  y  der  Differentialgleichung  (1)  zu  betrachten,  die 
nebst  ihren  Ableitungen  y,  y", . . .  y^*""*^  för  a;  —  0  irgendwelche 
positive  Werte  a^,  a,,  o,,, .  . .  a^-i  haben.  Sind  aber  n^^  a^, 
a,, . .  .  a^-i  positiv,  so  lehrt  (5),  daß  überhaupt  ciUe  Koeffi- 
zienten der  Entwicklung  (3)  positiv  werden. 

Sind  die  Koeffizienten  ar,  ar+i,  . . .  auf  Grund  der  Re- 
kursionsformel (6)  berechnet  worden,  so  genügt  die  Entwick- 
lung (3)  formal  der  Differentialgleichung  (1);  auch  wissen  wir, 
daß  sie  für  hinreichend  kleine  Werte  von  |:rl  in  der  Tat  eine 
analytische  Funktion  und  daher  eine  Lösung  von  (1)  vorstellt. 
Aber  jetzt  können  wir  beweisen,  daß  die  Potenzreihe  (3)  über- 
haupt für  I  o;  I  <  22  konvergiert.  Da  der  Quotient  aus  dem 
(t  +  r  +  l)^""  und  dem  (*  +  r)^  Gliede  der  Reihe  (3)  gleich 


^*  +  r 


(^k  +  r^l        *  +  *" 

ist,  wird  nämlich  sein  absoluter  Betrag  ffir  {a:|  <  22  kleiner  als 

Nach  Satz  13,  Nr.  105,  und  Satz  8,  Nr.  382,  wird  also  die  Be- 
hauptung bewiesen  sein,  wenn  feststeht,  daß  das  Produkt  (6) 
für  lim  k^oo  nicht  größer  als  Eins  wird. 

Um  dies  darzutun,  schließen  wir  zunächst  aus  (5),  daß 


und  somit 


^  k+MR 

O^k  +  r^ j^ ötA  +  r-1 


«Jt  +  r-l     ^  R 


ist.     Hier   aber  wird   die   rechte  Seite  für  k^  0  gleich  1  :  M 
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und  fClr   k --^  1,2,3, .. ,   kleiner  als    1  :  M.     Demnach  ist   für 
jeden  Index  k^r  auch 


daher  einzeln: 


«4-1   ^     1 


Die  letzte  Ungleichung,  das  Produkt  der  beiden  letzten,  das 
Produkt  der  drei  letzten  usw.  liefern: 


Da  sich  nun  die  Formel  (5)  auch  so  schreiben  läßt: 

ergibt  sich  also  für  k^r\ 

In  den  Klammern  steht  eine  von  k  unabhängige  Summe,  die 
einen  endlichen  Wert  hat.  Daher  findet  man  für  lim  k^  oo 
sofort: 

*  =  «'        t  +  r-l  '        ' 

womit  der  Nachweis  beendet  ist.  Die  Reihe  (3)  konvergiert 
somit  für  |ic|  <  22. 

Die  Lösung  y,  die  durch  (3)  dargestellt  wird,  verliaU  sich 
demnach  regtüär  innerhcdb  desjenigen  Kreises  um  die  Stelle  rr»0, 
der  durch  den  einzigen  Pol  x=R  der  Differentialgleichung  (l)  geht 

Von  diesem  Ergebnisse  machen  wir  in  der  nächsten  Nummer 
Gebrauch. 

832.  LSfliingeii  einer  verkürsten  linearen  Diffe- 
rentialgleichnng  in  der  Umgebung  einer  regnl&ren 
Stelle.  Wir  kehren  zur  allgemeinen  Form  einer  verkürzten 
linearen  Differentialgleichung  r^^  Ordnung  zurück: 

(1)  »<'' - /o(*)y  +  /i(^)/  +  f,(^)y"  +•••  +  /;-,  (^)r-'- 
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Für  die  Koeffizienten  fo,  fi,  ff,  -  •  -  fr-i  sollen  die  in  Nr.  830 
gemachten  Annahmen  bestehen. 

Wenn  x  ^0  eine  reguläre  Stelle  im  Bereiche  der  Diffe- 
rentialgleichung ist,  und  wenn  für  y,  y\  ,  .  ,^^^^^  an  dieser 
Stelle  irgendwelche  bestimmte  Werte  Vq,  Po,  -  • -Vq^'''^^  vor- 
geschrieben werden,  gibt  es  nach  Nr.  829  eine  und  nur  eine 
zugehörige  Lösung  y,  die  sich  in  einer  gewissen  Umgebung 
von  x^  regulär  verhält.     Sie  stellt  sich  als  eine  Potenzreihe 

/c%\  I  f    X      ,         ff   X       ,         fff  X       , 

(2)  y-vo  +  Vo  jT  +  yo  ^i +yo  3i+"- 

dar,  worin  die  r  ersten  Koeffizienten  j^q,  y^y .  . .  yo^*""'^  die  vor- 
geschriebenen Anfangswerte  bedeuten.  Die  übrigen  Koeffi- 
zienten y^^*"),  y^^'"^^^, . . .  sind  die  Werte  von  f^''\  y(''+*), .  .  .  für 
rr »  0,  und  sie  ergeben  sich,  wenn  man  außer  der  Gleichung  (1) 
die  daraus  durch  wiederholte  vollständige  Differentiation  nach  x 
hervorgehenden  Gleichungen,  also 

(  y^'^  -foy+fii/+"'  +fr-i  r"'^ 

bildet  und  darin  x  ^  0  annimmt. 

Nachdem  wir  auf  dem  soeben  beschriebenen  Wege  zu 
einer  Potenzreihe  (2)  gelangt  sind,  die  der  Differentialgleichung 
(1)  formal  genügt,  werden  wir  jetzt  geradezu  beweisen,  daB 
diese  Reihe  eine  Funktion  darstellt,  die  sich  überall  innerhalb 
eines  Kreises  um  x  ^0  regulär  verhält,  falls  dieser  Kreis 
im  Innern  und  auf  seinem  Rande  nur  regu^e  Stellen  hat 
Im  folgenden  sei  R  der  Radius  eines  derartigen  Kreises. 

Den  Beweis  führen  wir  ähnlich  wie  in  Nr.  824,  indem  wir 
auBer  der  vorgelegten  Differentialgleichung  (1)  noch  eine  zweite 
betrachten.  Die  absoluten  Betröge  der  r  Funktionen  /ö(a;), 
fi{^)f  *  '  •  fr-ii^)  s^^^  nämlich  nach  den  gemachten  Voraus- 
setzungen überall  auf  dem  Kreise  endlich,  so  daB  sie  dort 
sämtlich  eine  gewisse  positive  Größe  M  nicht  übersteigen.  Nach 
Satz  26  von  Nr.  648  (vgl.  auch  die  Schlußbemerkung  in 
Nr.  821)  hat  daher  die  Funktion 

(4)  g>{x)^-    ^^ 
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die  folgende  Eigenschaft:  An  der  Stelle  x^O  sind  q>,  tp\  q/\ . . . 
sämtlich  positiv,  und  die  absoluten  Beträge  einer  jeden  Funk- 
tion fj^{x)  und  ihrer  Ableitungen  sind  für  x^O  nicht  größer 
als  diese  entsprechenden  positiven  Werte  von  ip,  q>\  tp\  .  .  . 
für  a;  =  0.  Wenn  man  nun  alle  r  Funktionen  f^y  fu-  >  »fr^x 
in  (1)  durch  die  Funktion  q>  ersetzt,  entsteht  die  verkürzte  line- 
are Differentialgleichung 

(5)  y(r)  _  E  {y.+y±.£+^ii±y^'Z'D. , 

die  in  der  letzten  Nummer  betrachtet  wurde.  Von  ihr  wissen 
wir,  daß  sie  eine  Lösung 

(6)  '    y==«o  +  «i^  +  «f|f +  «8f^  +  ••• 

hat,  die  sich  für  |:r|  <  E  regulär  verhält,  vorausgesetzt,  daß  die 
r  ersten  Koeffizienten  a^^  aj,...a^_i  irgendwie  positiv  an- 
genommen werden.  Insbesondere  können  wir  also  unter  a^, 
£4, . . .  a^_j  die  absoluten  Beträge  der  vorhin  angenommenen 
Anfangswerte  y^,  y^', . . .  yo^*""^^  verstehen.  Die  übrigen  Koeffi- 
zienten a^,  a^^.1, . . .  gehen  dann  aus  den  Werten  (3)  für  a;  — 0 
hervor,  wenn  man  darin  die  r  Funktionen  /q,  /i, . . .  f^^i  durch 
die  Funktion  tp  ersetzt  Wegen  der  vorhin  festgestellten  Eigen- 
schaften der  Funktion  ip  und  ihrer  Ableitungen  für  x^O  er- 
hellt daraus,  daß  zwischen  den  Koffizienten  der  Reihen  (2) 
imd  (6)  folgende  Beziehungen  bestehen: 

d.  h.  oMch  die  Beihe  (2)  konvergiert  für  \x\  <  B. 

Die  Lösung  (2)  der  vorgelegten  Differentialgleichung  (1) 
verhalt  sich  somit  regulär  innerhalb  eines  jeden  Kreises  um 
X  -B  0,  der  im  Linem  und  auf  seinem  Umfange  nur  reguläre 
Punkte  hat 

Bisher  nahmen  wir  an,  die  Werte  von  y,  y', . . .  y^*""*^  seien 
insbesondere  für  die  Stelle  x  =^0  vorgeschrieben.  Leicht  ist  es, 
daraus  das  entsprechende  Ergebnis  für  den  Fall  einer  Lösung  y 
abzuleiten,  bei  der  für  y,  y', .  •  •  y^*""*^  ^^  einer  andern  regu- 
lären Stelle  x  —  Xq  die  Werte  ii^endwie  vorgeschrieben  werden. 
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Denn  wenn  man  in  diesem  Falle  statt  x  die  neue  unabhängige 
Veränderliche  ^^x  —  x^  einführt,  bleibt  alles  Wesentliche  wie 
Torher,  während  die  Stelle  X'^Xq  durch  die  Stelle  6  "■  0  er- 
setzt wird^  so  daß  wir  zu  dem  vorhergehenden  Ergebnisse  za- 
rückkommen.    Demnach  gilt  der 

Sat0  14:    Ist  Xq   eine  reguläre  Stdle   innerhalb   des  Be- 
reiches einer  verkürzten  linearen  Differentialgleichung  H""  Ordnung 

und  werden  einer  Lösung  y  und  ihren  r  —  1  ersten  Ableitungen  y, 
y"y . . .  j/^'"-^^  an  der  Stelle  x^  irgendwekJie  bestimmte  Werte  y^, 
Vof  •  •  •  ^0^'  ~*^  vorgesdiri^en,  so  gibt  es  eine  und  nur  eine  zu- 
gehörige analytische  Lösung  y,  Sie  bleibt  überall  innerhalb  eines 
Kreises  um  Xq  regulär,  der  in  seinem  Innern  und  auf  seinem 
Umfange  nur  reguläre  Stellen  der  Differentialgleichung  hat. 

833.  AnalytiBoho  Fortsotsnng  der  LSsimgon.     Wir 

sind  nun  auch  imstande,  eine  Lösung  y  der  verkürzten  linearen 
Differentialgleichung 

nach  Nr.  660  analytisch  fortzusetzen:  Wenn  für  y,  y,  ... 
y(''-i)  an  einer  regulären  Stelle  Xq  Werte  ^0?%^  •••  Vo^*^"^^  ^^^^ 
geschrieben  worden  sind,  verhält  sich  die  nach  dem  letzten 
Satze  vorhandene  zugehörige  Lösung  y  regulär  innerhalb  eines 
Kreises  um  Xq,  der  im  Innern  und  auf  seinem  Rande  nur  regu- 
läre Stellen  hat.  Ist  nun  x^  irgendeine  Stelle  im  Innern  dieses 
Kreises,  also  notwendig  eine  reguläre  Stelle,  und  bekommen  y, 
y', .  . .  j^*""*^  für  x^x^  die  Werte  y^,  y/, . .  .  yi^'"'^\  so  gibt  es 
nach  dem  letzten  Satze  weiterhin  eine  und  nur  eine  Lösung  y, 
die  dadurch  bedingt  ist,  daß  y,  y', .  .  .  y^**"^^  an  der  SteUe 
x^  x^  gerade  diese  Werte  y^,  y^',  .  . .  yi^*""^^  annehmen,  so 
daß  sie  also  mit  der  vorher  betrachteten  Lösung  identisch 
sein  muß.  Daher  verhält  sich  die  ursprünglich  betrachtete 
Lösung  y  nicht  nur  in  dem  Kreise  um  x^,  sondern  auch  in 
jedem  Kreise  um  x^  regulär,  der  im  Innern  und  auf  seinem 
Rande  bloß  reguläre  Stellen  hat.  Dieser  Kreis. kann  mindestens 
so  groß  gewählt  werden,  daß  er  den  Kreis  um  x^  von  Innen 
berührt,  aber  es  ist  denkbar,  daß  er  größer  ausfällt.  Alsdann 
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hat  das  Gebiet,  in  dem  die  zuerst  betrachtete  analytische  Lö- 
snng  y  Torhanden  ist,  eine  Erweiterung  erfahren. 

Diese  analytische  Fortsetzung  läßt  sich  nun  weiterfahren, 
aber  nach  Nr.  660  könnte  sie  je  nach  dem  Wege,  den  man 
Ton  x^  ans  mittels  mehrerer  Zwischenwerte  nach  irgend  einer 
andern  regulären  Stelle  x  einschli^n  kann,  zn  verschiedenen 
Funktionen  y  oder,  andere  gesagt,  zu  mehrwertigen  Funktionen 
fahren.  Dies  läßt  sich  durch  geeignete  Vorkehrungen  ver- 
hindern: 

Zniüchst  nämlich  greifen  wir  aus  dem  Bereiche  der  Diffe- 
rentialgleichung einen  änfach  eusammenhängenden  (vgl.  Nr.  632) 
heraus  und  zwar  einen  von  endlichen  Abmessungen.  Er  ent- 
hält nach  Nr.  830  eine  hegreneie  Anzahl  von  Polen.  Diese  Pole 
achließen  wir  vom  Bereiche  i 
dureh  ans,  daß  wir  um  sie  be- 
liebig kleine  Kreise  legen  and  \ 
die  Flächen  dieser  Kreise  nicht!' 
mehr  zum  Bereiche  rechnen. 
Da  außerdem  auf  dem  Rande 
des  Bereiches  Pole  liegen  könn- 
ten, ziehen  wir  beliebig  nahe  "*' "" 
zn  diesem  Rande  im  Innern  eine  neue  Grenzlinie,  siehe  Fig.  53. 
Nunmehr  enthält  der  Bereich  in  seinem  Innern  und  auf  seinem 
Bande  bloß  reguläre  Stellen.  Die  Lösung  y,  fQr  die  und  fQr 
deren  r— 1  erste  Ableitungen  y*, . . .  y*'-''  an  einer  SteUe^x« 
des  Bereiches  die  Werte  irgendwie  voi^eschrieben  werden,  ver- 
hält sich  dann  r^^lär  innerhalb  des  größten  Kreises  um  x^, 
der  noch  völlig  zum  Bereiche  gehört,  siehe  den  Kreis  mit  dem 
Radius  R^  in  Fig.  53. 

Aber  durch  die  Ausschließung  der  Pole  mittels  kleiner 
Kreise  ist  der  Bereich  wieder  mehr&ch  zusammenhängend  ge- 
worden. Da  jedoch  nur  eine  begrenzte  Anzahl  von  Polen  aus- 
zuschließen war,  kann  der  Bereich  durch  Einschalten  von 
neuen  Grenzlinien  wie  in  Nr.  633  wieder  einfach  zusammen- 
l^ngend  gemacht  werden,  indem  man  von  dem  Kreise  um  einen 
Pol  eine  Linie  nach  dem  Kreise  um  einen  zweiten  Pol,  von 
da  eine  Linie  zu  dem  Kreise  um  einen  dritten  Pol  usw.  zieht, 
und  schließlich  den  Kreis  um  den  letzten  Pol  noch  durch  eine 
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Linie  mit  der  äofieren  Grenze  dee  Bereiches  verbindet.  Man 
hat  dabei  darauf  zu  achten,  daß  diese  Linien  einander  niclit 
treffen.  So  entsteht  durch  Hinzurechnung  der  nenen  Linien  m 
den  nicht  überschreitbaren  Grenzen  ein  einfaeh  aisammem- 
hängender  Bereich  von  en^idim  ÄbmessuMgen,  der  im  Jntum 
und  auf  seinem  Bande  Uoß  reguläre  Bleuen  auftceist. 

Sind  x^  und  X  it^end  zwei  Stellen  im  Innern  diesee  nenen 
Bereiches,  so  sind  alle  nanmebr   noch  statthaften  W^e  von 
^^  Xff  nach  X  so  beschaffen,  daß  auf  und 

zwischen     ihnen     durchweg     rt^läre 
,    Stellen  liegen.     Wir  nehmen  jetzt  an, 
bei  einer  ron  x„  bis   X  ansgefOhrten 
analytischen  Fortsetzung  der  Lösung  y 
seien     Xi,   Xf,  .  .  .  x^    die     benntzten 
Zwischenstellen,  bei  einer  anderen  da- 
gegen   Si,  Xf,..  .  £„,    siehe  Fig.  54. 
Die  beiden  FolygonzOge  Xg  24  a-,  .  . .  x,  X  und  z,  X)  £,  . . .  iP.  X 
schließen   ein  FläcbeDstQck  F  ein,  das  endliche  Abmessnngen 
bat    Man  kann  es  daher  durch  eine  b^enzte  Ansahl  von  neuen 
Eckpunkten  |,  die  auch  auf  den  Polygonseiten 
liegen   können,  in   eine   Anzahl    von   Dreiecken 
derart  zerl^^n,  daß  die  drei  größten  Kreise,  die 
man  um  die  drei  Ecken  eines  jeden  Dreiecks  in- 
nerhalb   des    Bereiches    legen    kann,    stets    ein 
Flächenstück   gemein   haben,    in  dem   alle   drei 
Ecke   liegen,   wie   es   Fig.  55   fQr   das   Dreieck 
der  Steilen  x^ ,  x,  und  g  TeraDScbanlicht    Nach  Satz  30,  Nr.  659, 
kommt  man   folglich    bei    der    analytischen  Fortsetzung  der 
Funktion  y  von  x,  nach  |  und  von  da  nach  2,  zu  derselben 
Funktion  wie  bei  der  direkten  Fort- 
setzung von  x^  nach  x, .     T)er  Weg 
von  Xg  nach  x,  ist  also  ohne  Störung 
der  Einwertigkeit  durch  den  Weg 
von  Xg  über  £  nach  x^  ersetzbar.  Das- 
selbe gilt  yon  allen  Dreiecken  der  Fig.  54,  so  daß  man  ohne 
Mähe  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Wiedei^olungen  dieses 
Schlusses  folgert)  daß  der  Weg  Ton  x;,  Über  x,,  x^,  ■  ■ .  x,  nach  X 
durch   den  von  Xg  Aber  x,,  Xj,  ■  ■  .  £„  nach  X  ersetzt  vodeo 
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kann.  Auch  wenn  die  Polygonzüge  einander  überschneiden, 
wie  in  Fig.  56,  gilt  dieser  Schluß.  Die  zunächst  in  der  Um- 
gebung der  Stelle  ar^  definierte  Losung  y  ist  daher  überall  in 
dem  konstruierten  einfach  zusammenhängenden  Bereiche  eine 
monogene  oder  analytische  Funktion. 

Die  Kreise,  mittels  derer  die  Pole  ausgeschlossen  wurden, 
kann  man  beliebig  klein  wählen,  auch  kann  man  die  neben 
der  ursprünglichen  Örenze  gezogene  neue  Umrandung  beliebig 
nahe  an  die  alte  Gh'enze  heranrücken.  Es  genügt  daher,  in 
dem  zuerst  herausgegriffenen  einfach  zu- 
sammenhängenden Bereiche  von  Pol  zu 
Pol  Linien  und  yom  letzten  Pol  noch 
eine  Linie  nach  dem  Bande  zu  ziehen, 
siehe  Fig.  57,  worin  die  stark  markier- 
ten Stellen  die  Pole  bedeuten  sollen.  Ist 
alsdann  x^  irgendeine  Stelle  im  Innern 
dieses  Bereiches,  so  weiß  man,  daß  die 
betrachtete  Lösung  innerhalb  des  größten  ^'  ^^' 

Kreises  um  rr^,  der  keine  dieser  Grenzlinien  überschreitet, 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  —  Xq  entwickelbar  ist. 
Wir  können  somit  sagen: 

Satsf  15:  Wird  innerhalb  des  Bereiches  einer  verTcikzten 
linearen  Differentialgleichung  r*^  Ordmmg 

ein  einfach  sfusammenhängender  Bereich  von  endlichen  Äbmes- 
9ungen  hergesteUt,  der  in  seinem  Innern  nur  reguläre  Stellen  ent- 
haUj  und  werden  an  einer  Stelle  im  Innern  die  Werte  von 
y,  y', .  .  .  y<'""  *^  irgendwie  bestimmt  angenommen,  so  gibt  es  eine 
und  nur  eine  zugehörige  analytische  Lösung  y.  Sie  ist  überall  im 
Innern  des  einfach  zusammenhängenden  Bereiches  monogen. 

Wenn  x^  irgendeine  reguläre  Stelle  der  Differentialglei- 
chung ist  und  wenn  man  den  größten  Kreis  um  x^  konstruiert 
hat^  der  in  seinem  Innern  nur  reguläre  Stellen  enthält,  so  kann 
man  den  einfach  zusammenhangenden  Bereich,  falls  der  Kreis 
einen  endlichen  Radius  hat,  offenbar  immer  so  konstruieren, 
daß  die  Kreisfläche  ihm  angehört. 

In  Satz  14  der  letzten  Nammer   kann  dementsprechend 
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auch  der  dort  erwähnte  Ereis  als  dieser  größte  Kreis  gewählt 
werden. 

Ob  die  betrachtete  Lösung  y  auch  über  diesen  Ereis  hinaus 
noch  als  konvergente  Reihe  nach  ganzen  positiYen  Potenzen 
Yon  X  —  Xq  entwickelbar  ist^  das  ist  eine  Frage^  die  durch  die 
bisherigen  Untersuchungen  weder  bejaht  noch  yemeint  wird. 
Daß  beide  Möglichkeiten  eintreten  können,  zeigen  das  1.  und 
3.  der  folgenden  Beispiele. 

1.  Beispiel:  Die  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

(2)  y'-i 

hat  die  ganze  Ebene  als  Bereich,  und  o; »  0  ist  ihr  einziger 
Pol.  Die  Lösung,  die  an  einer  Stelle  a!:^  +  0  den  Wert  y^  hat, 
wird  dargestellt  durch 

und  verhält  sich  augenscheinlich  überall  im  Endlichen,  auch 
im  Pol  X  —  0,  regulär. 

2.  Beispiel:    Die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

(3)  y" — y 

hat  gar  keinen  Pol,  und  alle  Stellen  der  Ebene  sind  regulär. 
Ihre  Lösungen  sind  deshalb  überall  monogen.  Werden  für  y 
und  y'  an  einer  Stelle  Xq  die  Werte  ^0  und  y^'  vorgeschrieben, 
so  ergibt  sich  aus  (3)  und  aus  denjenigen  Gleichungen,  die 
man  durch  wiederholte  Differentiation  von  (3)  bekommt: 

Vo' — yof  Vo" — yo';  yo^^  =  - yo"=  yo  ^^-^ 

so  daß 

y  ==  %  +  vo^  -  yo  Ir  -  yo'yr  +  yo-fr  +  •  •  • 

oder  nach  (2)  in  Nr.  373 

y  =  yoC08^  +  yo'8in:r 
die  Lösung  ist. 

3.  Beispiel:    Die  Differentialgleichung  zweiter   Ordnung 

(4)  y"»_4^-i^ 

hat  den  Pol  x^O]  alle  anderen  Stellen  der  Ebene  sind  regulär. 
Diejenige  Lösung,   bei    der   fOi  Xq  +  0  die  Anfangswerte  y^ 
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und  y^  Ton  y  und  y'  vorgeschrieben  werden^  ist  deshalb 
nach  Potenzen  von  x  —  Xq  für  |  ä;  —  ar^  |  <  |  a?o  |  entwickelbar. 
Man  kann  leicht  einsehen^  daß  die  Reihe  keinen  größeren  Eon- 
vergenzkreis  hat.    Nach  (4)  ist  nämlich 

dx*      "~  ^' 
also  x^y  »  konst.  x  +  konst.,  so  daß 

^  X  X* 

die  Lösung  ist.  Hier  lassen  sich  1 :  x  und  1 :  x^  nach  Nr.  657 
nach  Potenzen  von  x  —  x^  entwickeln,  aber  nur  dann,  wenn 
1 0?  —  rco  I  <  I  ^0 1  ist. 

834.  Fnndamentelsysteme  von  Lteungen.     Wenn 
wieder  eine  verkürzte  lineare  Differentialgleichung  r*^  Ordnung 

(1)  yC-)  =  f,ix)y  +  f,ix)y  +  .  •  •  +  n.Mt^'-'^ 

vorliegt  und  man  ihre  allgemeine  Lösung  in  einer  Umgebung 
einer  regulären  Stelle  x^  betrachten  will,  muß  man  nach  Satz  11, 
Nr.  805,  der  augenscheinlich  auch  im  komplexen  Gebiete  gilt, 
r  linear  Hnabhängige  Partikularlösungen  g>i(x\  q)^(x), , . .  g>r{x) 
in  dieser  Umgebung  ermitteln,  aus  denen  sich  dann  die  all- 
gemeine Lösung  linear  mit  willkürlichen  konstanten  Koeffi- 
zienten C,,  (7,, . . .  Cv  in  der  Form 

(2)  y  =  C,q>,(x)  +  C,g>,{x)  +  •  •  •  +  C,q>,(x) 

ergibt.  Da  das  Nichtverschwinden  der  Wronshischen  Determi- 
nante (vgl.  Satz  3  in  Nr.  785): 

(3)  D 

die  Bedingung  für  die  lineare  Unabhängigkeit  ist,  wird  man 
also  für  y,  y',  .  .  .  y^''"**^  an  der  Stelle  x^  auf  r  Arten  irgend- 
welche Anfangswerte 

(4)  »0-^0.    yo'-c^u..  .yo^''~'^==c,,,_i     (i=l,2,...r) 

so  vorschreiben,  daß  die  Determinante 
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(5) 


!>.- 


<^o 

«10    • 

•  «rO 

«11 

• 

«11 

•                            < 

•«rl 

•                         • 

• 

^l,r-l 

• 

«l.r-1 

■            •                          • 

+  0 


ist,  denn  dies  ist  alsdann  der  Wert  von  D  Bii  x  ^  x^.  Zn 
jedem  Anfangs- Wertsjstem  (4)  gehört  eine  und  nur  eine  Parti- 
kularlösung q>t(x)f  und  aUe  r  Partikularlösungen  Vt{x)f  ^s(x), 
.  .  .  (Pr(pi^)  sind  in  der  Umgebung  von  x^^Xq  linear  unabliangig. 
Man  nennt  sie  ein  Fundamentalsystem  von  Lösungen,  da  sich 
aus  ihnen  jede  in  der  Umgebung  Ton  x^  vorhandene  Partikn- 
larlösung  in  der  Form  (2)  zusammensetzen  läßt. 

Die  Ableitung  der  Determinante  D  ist  eine  Summe  Yon  r 
einzelnen  Determinanten,  yon  denen  jede  wie  D  gebaut  ist  mit 
dem  einzigen  Unterschiede,  daß  die  Elemente  einer  2ieHe  durch 
ihre  Ableitungen  ersetzt  sind.  Die  r  —  1  ersten  Determinantem 
haben  also  zwei  aufeinander  folgende  gleiche  Zeilen  und  Ter- 
sch winden,  so  daß  bleibt: 


dB 
dx 


Vi 


Vi 
9) 


(r-J) 


Vf 


(r) 


9t     • 

• 

•       9r 

•                                      • 

*            • 

• 

9                           ■ 

,,(-)   . 

•      Vr«'» 

Nach  (1)  ist  nun  aber 

>/^  -  foV,  +  fiVk'+  •  •  •  +  /r-i  W"'^    (Ä  -  1,  2, . .  .  r). 
Werden  diese  Werte  in  die  letzte  Zeile  eingesetzt,  so  kommt 


oder  also 


dx  Ir-l^ 


J/r-l{') 


d» 


D  =«  konst.  e' 
d.  h.  wegen  (5):  • 

//r-l(«)rf* 

(6)  D^D^e'o 

Somit  gilt  der 

Satg  16:  Sind  g>i(x),  fp^{x\  .  .  .  y^(a:)  gerade  r  linear  un- 
abhängige  Partikularlösungen  einer  verMrsften  linearen  Differen- 
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tialgleichung  r^  Ordnung 

in  einer  Umgebung  einer  regulären  Stelle  Xq,  an  der  also  die 
Wranskische  Determinante  der  r  Lösungen,  nämlich 

Vi  Vi     •  •       9r 


D- 


(Pi(--i)     (pjCr-i)  .  .  q>/-^^ 


einen  von  NuU  verschiedenen  Wert  D^  hat^  so  ist  bei  der  anor 
lytisehen  Fortsdßung  der  Lösungen  in  einem  einfach  etisammen- 
hängenden  und  nur  reguläre  Stellen  enthaltenden  JBereiche  von 
endlichen  Abmessungen  bis  m  irgend  einer  regulären  Stelle  x: 


D-DoC'o 


f/r-li') 


dx 


Das  hier  auftretende  Integral  ist  längs  des  eingeschlagenen 
Weges  zu  nehmen^  und  es  erhellt^  daß  sein  Wert  Ton  dem 
Wege  unabhängig  ist,  solange  man  in  dem  angegebenen  Be- 
reiche yerbleibt^  nach  Satz  15,  Nr.  6S3.  Da  das  Integral  einen 
endlichen  absoluten  Betrag  hat,  kann  D  nirgends  yerschwinden, 
d.  1l  das  angenommene  Fundamentalsystem  Vif  Vif  *  '  *  Vr 
bleibt  bei  jeder  analytischen  Fortsetzung  innerhalb  des  an- 
genommenen Bereiches  ein  Fundamentalsystem,  nämlich  ein 
System  Ton  r  linear  unabhängigen  Lösungen. 

Die  Formel  (6)  gilt  aber  nach  ihrer  Ableitung  auch  dann, 
wenn  man  von  der  regulären  Stelle  Xq  aus  irgend  einen  nur 
reguläre  Stellen  aufweisenden  endlichen  Weg  im  ganzen  Be- 
reiche der  Differentialgleichung  yerfolgt.  Auch  dann  also  bleibt 
das  Fundamentalsystem  ein  Fundamentalsystem.  Wenn  man 
Yon  Xq  auf  einem  derartigen  Wege  schließlich  nach  Xq  zurück- 
kehrt, gehen  dort  Vif  Vif  -  -  -  Vr  ^^^^^^  ^^  ^^^  ursprünglich  in 
der  Umgebung  von  x^  definierten  Partikularlosungen  Vif  Vif  "Vr 
über,  sobald  dieser  geschlossene  Weg  nur  solche  Flächen  ein- 
schließt, die  bloß  reguläre  Stellen  enthalten,  weil  der  Weg  als- 
dann einem  einfach  zusammenhängenden  Bereiche  von  nur 
r^ralären  Stellen  angehört.     Das  steht  aber  nicht  mehr  fest, 
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wenn  die  Flachen  des  geschlossenen  Weges  außer  r^ipilaren 
Stellen  noch  Pole  der  Differentialgleichung  enthalten.  Aller- 
dings muß  man  dann  immer  wieder  zu  Partikularlosungen  der 
Differentialgleichung  zurückkommen^  weil  die  Losungen  bei  der 
analytischen  Fortsetzung  beständig  Lösungen  bleiben.  Da  nun 
jede  Partikularlösung  in  der  Umgebung  von  x^  in  der  Form  (2) 
darstellbar  ist,  folgt: 

Auf  irgend  einem  von  x^  ausgehenden  endlichen  Wege, 
der  nach  Xq  zurückläuft^  nur  reguläre  Stellen  aufweist  nnd 
Flächen  einschließt,  die  außer  regulären  Stellen  atuih  Pole  ent- 
halt, verwandeit  die  analytische  FortseUfung  das  Fundamental- 
System  (p^^  Vi,  -  -  -  9>r  ^^oieder  in  ein  Fundamentalsystem: 


(^) 


Die  r'  Konskmten  C^j  sind  so  beschaffeny  daß  ihre  Determinante 
von  NuU  verschieden  ist.  Denn. die  Wronskische  Determinante 
des  neuen  Fundamentalsystems  ^j,  ^%y*-*9r  ^^^  offenbar  gleich 
dem  Produkte  der  Determinante  der  Eonstanten  C^j  mit  der 
Wronski  sehen  Determinante  des  alten  Fundamentalsystems  9^, 

Weiterhin  sieht  man  leicht  ein,  daß  jeder  Weg  Ton  der 
angegebenen  Art  ersetzbar  ist  durch  eine  Anzahl  yoif  Wegen, 
die  Yon  Xq  ausgehend  nach  Xq  zurückkehren,  nur  reguläre  Stellen 
aufweisen  und  außer  lauter  regulären  Stellen  Uoß  je  einen  Pol 
einschließen.  Derartige  geschlossene  Wege  heißen  Fundamen- 
talscKleifen.  Hat  man  im  einzelnen  ermittelt,  welche  Funda- 
mentalsysteme (7)  aus  dem  einen  System  (p^,  q)^,  *  •  •  9r  ^^^^ 
der  Zurücklegung  je  einer  Fundamentabchleife  hervorgehen, 
so  kann  man  jeden  geschlossenen  Weg  von  der  yorher  er- 
wähnten allgemeinen  Art  durch  eine  Aufeinanderfolge  von 
Fundamentalschleifen  ersetzen  und  dadurch  erkennen,  welches 
Fundamentalsystem  auf  ihm  aus  ^n  9>s;  •  •  •  9^  herroii^eht.  Jede 
Fundamentalschleife  kann  man  ferner  durch  einen  W^  Ton 
Xq  in  die  Umgebung  eines  Poles,  eine  Umkreisung  des  Poles 
auf  einem  beliebig  kleinen  Kreise  und  den  Rückweg  auf  dem 
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ersten  Wege  ersetzen.  Es  wird  sich  also  wesentlich  nur  noch 
darum  handeln^  zu  ermitteln,  was  aus  einem  Fundamental- 
system bei  der  Umkreisung  je  eines  Poles  wird. 

Unsere  Absicht  ist  es  nicht,  diese  Betrachtungen  weiter 
zu  verfolgen.  Wir  haben  sie  nur  deshalb  angedeutet,  um  einen 
Begriff  yon  der  Bedeutung  der  Pole  für  die  Lösungen  der  Diffe- 
rentialgleichung zu  geben.  Vollständige  Umläufe  um  die  Pole 
bewirken  eben  im  allgemeinen,  daß  die  Lösungen  nicht  mehr 
monogen  bleiben,  indem  ihre  EinwerügkeU  aufhört  Eine  ähn- 
liche Erscheinung  wurde  in  §  5  des  achten  Kapitels  des  zweiten 
Bandes  an  mehreren  Funktionen  studiert,  insbesondere  an  der 
PotensfumtiUm^  vgl  Nr.  654. 

885.  Allgemeinere  Problemetellimg.  Bisher  haben 
wir  die  Frage,  ob  es  monogene  Lösungen  in  der  Umgebung 
eines  Poles  gibt,  nicht  erörtert  Wir  wollen  ihr  jetzt  näher 
treten.  Leicht  kann  man  an  Beispielen  sehen,  daß,  wenn  Xq 
ein  JPci  ist,  keine  Lösungen  zu  existieren  brauchen,  die  in  der 
Umgebung  von  Xq  monogen  sind.  Da  aber  die  Pole  nach  den 
letzten  Andeutungen  in  voriger  Nummer  eine  ähnliche  Rolle 
spielen  wie  die  Stelle  x  =  0  für  die  allgemeine  Potenzfunktion 
af,  liegt  es  nahe,  zu  untersuchen,  ob  es  nicht  in  der  Um- 
gebung eines  Poles  x^  eine  Lösung  gibt,  die  sich  in  der  Forfn 

y  =  (o;  -  x^y  [Co  +  e^{x  —  x^  +  ^j  (a?  -  iPo)  *  +  ' '  •] 

darstellen  läßt,  wo  a  eine  gewisse  Eonstante  bedeutet. 

Natürlich  sind  dann  nur  solche  Werte  der  Eonstanten 
r^,  Cj,  C|,  .  .  .  brauchbar,  für  die  der  Inhalt  der  eckigen  Elam- 
mern  in  einer  Umgebung  von  x^  konvergiert.  Übrigens  kann 
man  c^  bestimmt  wählen,  weil  mit  y  stets  auch  konst.  y  eine 
Lösung  ist^  Da  die  Annahme  <\)  —  0  darauf  hinauskommt, 
daß  sich  noch  ein  Faktor  x—Xq  absondern  läßt,  also  darauf, 
daß  a  durch  a  +  1  ersetzt  wird,  darf  Cq  +  0  und  mithin 
gleich  Eins  gewählt  werden.    Wir  setzen  also  an: 

(l)       y^{x--x^Y[l  +  c,  (X'-Xo)  +  c,  (x-x,y+  . .  .]• 

Was  nun  hierin  die  «*•  Potenz  von  x  —  Xq  betrifft,  so  sind  die 
Bemerkungen  in  Nr.  654  noch  zu  ergänzen,  weil  wir  auch 
komplexe  Exponenten  a  zulassen  woUen.  Auch  dann  läßt  sich 
x^  durch  die  Formel 

[884,  885 


490  Kftp«  VI«   fiziatensbeweise  im  komplexen  Bereiehe 

definieren^  denn  Ina;  ist  nacli  dem  Beispiele  in  Nr.  651  eine 
monogene  Funktion,  sobald  man  Ton  x  ^0  aus  in  der  kom- 
plexen Zahlenebene  eine  Grenzlinie  8  zieht,  die  nicht  über- 
schritten werden  darf.  Zugleich  erkennt  man,  daß  auch  die 
allgemeine  Potenzregel  gilt: 

und  nach  der  Regel  von  der  Differentiation  einer  Funktion  von 
einer  Funktion  (vgl.  Nr.  625)  ist  außerdem: 

dx  dx  X  X  ' 

so  daß  die  elementare  Regel  fQr  die  Differentiation  einer  Potenz 
gültig  bleibt.    Entsprechendes  gilt  Ton  der  Potenz  (x  —  x^Y. 

Die  Frage,  ob  die  verkürzte  lineare  Differentialgleichung 
in  der  Umgebung  einer  Stelle  Xq  ihres  Bereiches  eine  Losung 
von  der  Form  (1)  hat,  werden  wir  in  der  Folge  zwar  nur  unter 
gewissen  Einschränkungen,  aber  unabhängig  davon  beantworten, 
ob  x^  eine  reguläre  SteUe  oder  ein  Pol  ist, 

836.  Honnalibrm  einer  ▼erkfinten  linearen  DÜRh 
rentialglelchnng.  Wir  nehmen  die  Differentialgleichung  wie 
in  Nr.  830  in  der  Form  an: 

(1)  i>o(^)y +Pi(^)y'+  •  •  •  +i>r(«)y^^^  -  o. 

Es  sei  Xq  irgendeine  Stelle  ihres  Bereiches,  d.  h.  j)^,  p^,  .  .  .  p^ 
seien  in  einer  Umgebung  Ton  x^  nach  ganzen  positiven  Potenzen 
von  X  —  Xq  entwickelbar.  Wird  allgemein  angenommen,  daß 
die  Entwicklung  von  p^  (x)  mit  der  n^*^  Potenz  von  x  —  x^ 
beginnt: 

JP*(*)  *"  tonst,  (x  —  XqY^  +  konst.  {x — a;^)** + ^  H , 

so  muß  wenigstens  eine  der  r  +  1  ganzen  positiven  Zahlen 
Mq,  n^y  .  .  .  n^  gleich  Null  sein,  weil  sich  sonst  von  der  Glei- 
chung (1)  ein  Faktor  x  —  Xq  absondern  ließe,  was  in  Nr.  830 
ausdrücklich  ausgeschlossen  wurde.  Nun  möge  g  die  kleinste 
ganze  positive  Zahl,  unter  Umstanden  die  NuU^  bedeuten  der- 
art, daß 

»o  +  p^O,    tii  +  9^1,  ...    n^  +  Q^r 

ist  und  also  bei  mindestens  einer  dieser  Bedingungen  das  Gleich- 
835,  886] 
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beitszeichen  gilt    Dann  sind  die  Produkte 

go(a?)«(a?~a:o>i?oW, 


(2) 


^  2r(^)  -  (^  -  ^0>'"'l>r(^) 

ebenfalls  nacb  Potenzen  Ton  x  —  x^  entwickelbar.  Wenn  man 
nun  die  Differentialgleicbung  (1)  mit  {x  —  x^  mnltipliziert^ 
nimmt  sie  die  Form  an: 

(3)    ffo(«)y  +  (a?  -  ^o)2i  {^)y  +  (^  -  ^o)*ft (^)!^'  +  •  •  • 

+  {x^x,YqXx)y^'^^0, 

die  man  ihre  Nannalform  in  heeug  auf  die  SteUe  x^  ihres  Be- 
reiches nennt. 

1.  Beispiel:  Bei  der  im  zweiten  Beispiele  Ton  Nr.  833 
betrachteten  Differentialgleichung 

y  +  y'^-O 

sind  die  Funktionen  Pq(x),  Pi(x\p^(x)  die  Eonstanten  1^0, 1, 
d.h.  hier  ist  ti^  »  0,  n^  »>  oo,  n^=^Oy  so  daß  q^2  gewählt 
werden  muß.  Multiplikation  mit  x^  gibt  demnach  die  Normal- 
form in  bezug  auf  die  Stelle  ^^  »  0: 

x^y  +  ic'y  =  0. 

Dabei  ist  q^ix)  —  a?*,  qi{x)  =•  0  und  q^{x)  —  1. 

Ji.  Beispiel:  Soll  die  im  dritten  Beispiele  von  Nr.  833 
betrachtete  Differentialgleichung 

2y  +  4xy' +  xY-- 0 

in  bezug  auf  die  Stelle  ^^  »  0  auf  die  Normalform  gebracht 
werden,  so  sind  wegen  Pq(x)  «  2,  Pi{x)  —  4x,  p%{x)  —  x^ 
die  Zahlenwerte  n^  »  0,  f^^ly  n^  —  2,  folglich  q^O.  Also 
liegt  die  Gleichung  schon  in  der  Normalform  von  Dabei  ist 
q^{x)  «  2,  q^{x)  -  4  und  g,(a:)  «  1. 

837.  Die  determinierende  O^leichnng.  Nunmehr  liege 
die  Terkürzte  lineare  Differentialgleichung  in  der  zu  einer 
Stelle  Xf^  ihres  Bereiches  gehörigen  Normalform  vor: 

(1)  ?o(a?)»  +  (^-^o)9iWy'+  •  •  •  +  i^-^^YqM^'^ - O- 

Wenn  man  ihr  durch  eine  Funktion  y  genügen  will,  die  eine 
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Entwicklung  von  der  Form 

(2)        y  =  {x-x^^'ll+c^iX'-x^)  +  c,(^-aro)*+  •  •  •] 

hat;  kann  man  unter  der  zunächst  noch  nicht  bewiesenen  An- 
nahme^  dafi  der  Inhalt  der  eckigen  Klammem  einen  yon  Null 
verschiedenen  Eonyergenzradius  habe,  die  Werte 


(3) 


{x-x^Yyfr)  ««(«-!)...(«-  r  +  l)(a:  -  x^Y 

+  c,(a  +  l)a(a— l)v.(a-r  +  2)(a;  — rr^,)«+*H 

in  (1)  einsetzen.  Dann  wird  die  linke  Seite  von  (1)  eine  Ent- 
wicklung, die  nach  der  «*«',  (a  + 1)**"^,  (a  +  2)*^,  .  .  .  Potenz 
von  X  —  x^  fortschreitet.  Demnach  ist  vor  allem  zu  fordern, 
daß  die  Koeffizienten  dieser  einzelnen  Potenzen  verschwinden. 
Alsdann  gehen  diejenigen  Bedingungen  hervor,  denen  die  Kon- 
stanten a,  c^,  c^;  .  .  .  in  (2)  genügen  müssen,  damit  die  Ent- 
wicklung (2)  die  Differentialgleichung  formal  erfülle.  Wenn  die 
Konstanten  o,  c^,  c,,  .  •  .  so  gewählt  worden  sind,  daß  diesen  Be- 
dingungen genügt  wird,  ist  schließlich  noch  zu  untersuchen, 
ob  die  in  (2)  in  den  eckigen  Klammem  stehende  Entwicklung 
in   einer  Umgebung  von  x^  konvergiert. 

Fürs  nächste  betrachten  wir  nur  die  formale  Seite  des 
Problems.  Der  Konvergenznachweis  wird  erst  in  Nr.  840  ge- 
führt werden. 

Die  erste  von  den  nach  der  Substitution  der  Werte  (3) 
in  (1)  hervorgehenden  Bedingungen  ergibt  sich  durch  Null- 
setzen des  Koeffizienten  von  {x  —  x^)",     Sie  lautet: 

(4)     ffoW  +  ffiW«  +  ft(^o)«(«~  1)  +  •  •  ' 

+  g,(«o)«(«-l)---(«-''  +  i)  =  o 

und  ist  also  eine  Bedingung  für  a  alUin.  Sie  bestimmt  somit 
diejenigen  Werte  von  a,  die  überhaupt  in  Betracht  kommen 
können.  Deshalb  heißt  sie  die  zur  Stelle  x^  gehörige  dder- 
minierende  Gleichung,  Sie  ist  vom  höchstens  r*^^  Grade  in  a 
und  zwar  gerade  vom  r***  Grade,  wenn  ?^(a:o)+0  i^l-  I^  diesem 
FaUe  heißt  x^  eine  Stelle  der  Bestimmtheit.  Wir  beschränken 
unsere  Betrauungen  grundsätzlich  auf  Stellen  der  BestimmtheU. 
887] 
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Durch  Nuliaetzen  des  Eoeffizienten  Ton  {x—x^^'^'^  ergibt 
sich  ferner  eine  Gleichung 

(5)  bo(^o)  +  «i(^o)(«  +  »»)  +  ft(^o)(«  +  w)(a  +  n-l)+  •  •  • 
+  2r(^o)(a  +  w)(a  +  n-l)-..(a  +  n  — r  +  l)]c, 

worin  h^^y  \\7  -  •  -  ^«,»-1  ^^^  ^^^  ^^^  Koeffizienten  der  Ent- 
wicklungen von  q^ix^j  ii{x)j  ,  ,  .  g^(x)  abhangen  und  also  be- 
kannte Konstanten  bedeuten.  Da  sich  je  eine  Formel  (5)  für 
n»  1,  2,  3,  .  .  .  ergibt,  lassen  sich  c^y  c^y . , .  auf  Grund  dieser 
Sekursionsformel  nacheinander  berechnen ,  falls  der  Koeffizient 
Ton  c^  in  (5)  für  keinen  Index  n  verschwindet.  Andernfalls 
ist  es  denkbar,  dafi  sich  Widersprüche  ergeben.  Der  Koeffizient 
Ton  c^  in  (5)  unterscheidet  sich  von  der  linken  Seite  der.  de- 
terminierenden Gleichung  nur  dadurch,  daß  a  +  n  a,ji  der  Stelle 
von  a  steht.  Wir  wöUen  daher  an  einer  Stelle  x^  der  Bestimmt- 
heit nur  solche  Wurzeln  a  der  determinierenden  Gleichung  he- 
nutzen,  zu  denen  es  keine  ganze  und  von  Null  verschiedene  po- 
sitive Zahl  n  derart  gibt,  daß  auch  a-\-n  eine  Wurzel  der  der- 
terminierenden  Gleichung  ist.  Unter  diesen  Voraussetzungen  gibt 
es  stets  eine  konvergente  Lösung  (2),  wie  wir  in  der  Folge  be- 
weisen werden. 

838.  ▼ereinfachiing  des  Problems.  Wenn  a  eine 
Wurzel  ist,  die  der  soeben  ausgesprochenen  Bedingung  genügt, 
lassen  sich  c^,  c^, , . ,  widerspruchslos  aus  der  Rekursionsformel 
berechnen,  so  daß  die  Differentialgleichung 

(1)  ?Q(^)y  +  (^  -  ^o)«i  Wy  +  •  •  •  +  (^  -  ^o/Sr Wy^'^  -  o 

von  einer  gewissen  Entwicklung 

(2)  y  -  {x-x^Y\l  +  c^ix-x^)  +  c^[x-x^y  +  •  •  •] 

formal  erfQUt  wird.  Der  Nachweis  der  Konvergenz  der  Reihe 
ist  dagegen  noch  nicht  geführt. 

Wenn  man  nun  die  neue  unabhängige  Veränderliche 
X  =  X  —  Xq  und  die  Funktion 

y  —  1  +  Cj  (a;  — a^o)  +  ^«(^  -  ^0)*  +  " '  ' 
^tatt  y  in  die  Differentialgleichung  einführt,  also 

(3)  x=^x  +  Xq,    y^  x^y 
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setzt  y  nimmt  die  Differentialgleichung  wieder  dieselbe  allge- 
meine Form,  aber  für  Xq  ^  0,  an.    Es  möge  also 

(4)  U^)9  +  ««.(«)-§  +  •  •  •  +  srq^iä!)  0-  -  0 

die  f&r  y  als  Funktion  von  x  hervorgefaende  Differentialglei- 
chung sein.     Sie  wird  durch  die  Funktion 

(5)  y  —  1  +  qiP  +  c^x^  +  . .  • 

formal  befriedigt,  umgekehrt:  Wenn  die  Entwicklung  (5)  die 
Gleichung  (4)  formal  befriedigt,  wird  auch  die  Entwicklung  (2) 
die  Gleichung  (1)  formal  befriedigen. 

Die  Entwicklung  (5)  ordnet  sich  in  ihrer  Form  der  Ent- 
wicklung (2)  für  ^Q  ""  a  —  0  unter.  Also  ist  es  keine  wesent- 
liche Beschränkung  der  Allgemeinheit,  wenn  wir  von  vornher- 
ein annehmen,  die  hetrachtete  Stdle  sei  die  SteUe  x^O,  und  für 
sie  habe  die  determinierende  Gleichung  insbesondere  die  Wurzd 
a » 0,  die  alsdann  benutzt  werden  solL  Entsprechend  der 
letzten  Bemerkung  der  Yorigen  Nummer  wird  yorausgesetzt, 
daß  x^O  eine  Stdle  der  Bestimmtheit  sei  und  die  determi- 
nierende Gleichung  keinen  der  Werte  1,  2,  3  . . .  a2s  Wurjsd  habe. 

Nach  (4)  in  Toriger  Nummer  ist  jetzt 

(6)  «o(0)  +  ?i(0)«  +  &(OM«-l)  +  -- 

+  gXO)«(a-l)--(a-f-hl)-0 

die  determinierende  Gleichung.  Da  sie  Tom  f*^  Grade  sein 
soll,  muß  9^(0)  4*0  angenommen  werden,  und  da  sie  die  Wurzel 
a->0  haben  soll,  ist  außerdem  9o(^)**^  ^^  setzen.  Also  laßt 
sich  der  Faktor  x  von  der  Entwicklung  von  q^ix)  nach  ganzen 
positiven  Potenzen  von  x  absondern,  und  wegen  9^(0)  4*0  sind 
die  Funktionen 

nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  entwickelbar,  so  daß  die 
Differentialgleichung  (1),  worin  jetzt  ^o  "^  ^  ^^f  durch  Division 
mit  xq^(x)  die  Form  annimmt: 

«o(^)y  +  Qi(ß>)9'  +  xQ,(x)f  +  x'Q,(x)y"'  +  •  .  •  ^ 
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Für  das  Folgende  ist  es  etwas  bequemer,  von  den  Entwick- 
lungen Ton  Qi(x),  Qi(x)j  .  .  .  Qr-i{x)  nach  ganzen  positiven 
Potenzen  von  x  die  von  x  freien  Glieder,  die  mit  a^yo^,. ,  ,ar-i 
bezeichnet  seien: 

Qi(P)  «  a,,     <?,(0)  «  ^„  .  .  .  Ör.i(O)  -  a.-x, 

abzusondern  und  alle  anderen  Glieder  auf  die  rechte  Seite  der 
Differentialgleichung  zu  bringen.     Dabei  setzen  wir: 

^,(0:) P,(ar), 

üC  So 

Man  bemerkt,  daß  Po(a?),  AC^);  •  •  •  Pr^t(x)  immer  noch  in 
der  Umgebung  von  n;  —  0  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von 
X  entwickelbar  sind.  Die  Differentialgleichung  hat  nunmehr 
die  Form: 

(7)  a^if  +  a^xf  +  •  •  •  +  a,_ia--*y('-»)  +  af-^yC-) 

Schließlich  geben  wir  noch  einmal  die  zugehörige  determi- 
nierende Gleichung  ffir  a  sowie  die  Rekursionsformel  für  die 
Koeffizienten  c^^c^y  »  -  •  derjenigen  Entwicklung  an,  die  jetzt 
gesucht  wird,  nämlich  der  Entwicklung: 

(8)  y  —  1  +  o^x  -f  c^x^  +  •  •  • 

Diese  Formeln  gehen  durch  Einsetzen  des  Wertes  (8)  von  y  und 
der  zugehörigen  Werte  von  y ,  y'',  ...  y^''^  in  (7)  und  durch  Ver- 
gleichung  der  Koeffizienten  gleichhoher  Potenzen  von  x  auf  bei- 
den Seiten  der  Gleichung  (7)  hervor.  Statt  (6)  haben  wir 
also  die  dderminierende  Gleichung: 

(9)  Oj«  H —  •  +  a^.,a(a  — 1) •••(«  — r  + 2) 

^-a(a  — l)---(a  — r+l)  =  0. 

Sie  hat,  wie  es  sein  muß,  die  Wurzel  a  ->  0  und  ist  vom 
f*^  Grade  in  a.    Die  Rekursionsformel  hat  die  Gestalt: 

(10)  [ain+..--fa^-in(n  — l)-..(n-r4-2) 

-h n  (n  —  1)  •  •  •  (n  —  r  -f  l)]c^ 

Nach  Voraussetzung  ist  die  Gleichung  (9)  für  keine  ganze 
positive  und  von  NuU  verschiedene  Zahl  n  statt  a  richtig,  d.  h. 

[HS» 
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der  Faktor  yon  c^  in  (10)  ist  stets  yon  Kall  Yerschieden,  so 
daß  sich  die  Koeffizienten  c^,  c^,  .  ,  .  nacheinander  mittels  der 
Beknrsionsformel  berechnen  lassen.  Die  rechts  auftretenden 
Großen  6^0,  6„i,  .  .  .  6^»_i  sind,. was  besonders  betont  werden 
muß,  ganze  homogene  lineare  Funktionen  der  Koeffizienten  der 
Entwicklungen  von  P^ix),  Pi{x), . . .  Pr-i(a:),  und  zwar  haben 
diese  linearen  Funktionen  ihrerseits  lauter  pasiHve  Koeffizienten« 
Nun  aber  sind  die  Koeffizienten  der  Entwicklungen  yon  P^(x\ 
Pi(x), . . .  Pr^i(x)  nichts  anderes  als  Ableitungen  der  Funk- 
tionen PQ(a:),  Pi(ir), ...  Pr-i(a;)  fttf  x^O,  diyidiert  mit  ge- 
wissen Fakultäten.  Folglich  bedeuten  6^^,  ^«1»  •  •  •  ^«,«-1  ♦•*  ^^ 
Behirsiansformd  (w)  gewisse  ganze  homogene  lineare  Funktionen 
der  Werte  der  Ableitungen  von  Pq{x),  Pi(x)f . . .  Pr-iix)  an  der 
Stelle  X  =  0,  und  die  Koeffiaienten  dieser  Funktionen  sind  durch- 
weg positiv. 

Es  erübrigt,  zu  beweisen,  daß  die  Entwicklung  (8),  worin 
für  c^,  c^f  , , ,  die  aus  (10)  zu  berechnenden  Werte  eingesetzt 
worden  sind,  einen  yon  NuU  yerschiedenen  Konyergenzradius 
Hat.  Ehe  wir  diesen  Beweis  fähren,  betrachten  wir  wieder  wie 
in  Nr.  831  ein  Beispiel,  das  nachher  in  der  allgemeinen  Theorie 
zur  Vergleichung  herangezogen  werden  soll. 

839.  Abermals  eine  besondere  verkflrste  lineare 
DUferentialgleichnng.  Bedeuten  R  und  N  zwei  positive 
und  yon  Null  yerschiedene  Konstanten,  so  ist 

(1)  ^(^)-^^.i^(i+A  +  £l  +  ...) 

eine  Funktion,  deren  Entwicklung  für  \x\<CR  konyergiert. 
Wir  betrachten  nun  die  yerkürzte  lineare  Differentialgleichung 
r**'  Ordnung: 

(2)    y'  +  xy"  +  '•'  +  :if-«y('-i)  +  oifr-^)ifr) 

=  *(a:)(y  +  a?y'  +  •  •  •  +  :»"- V-'>), 
die  sich  der  allgemeinen  Form  (7)  der  letzten  Nummer  unter- 
ordnet, so  daß  es  eine  Entwicklung  yon  y  nach  ganzen  positiyen 
Potenzen  yon  x  gibt,  die  der  Gleichung  (2)  formal  genügt 
Ihre  Koeffizienten  woUen  wir  mit  Yx^y^y  *  *  -  statt  mit  c^y  ^,.* . 
bezeichnen: 

(3)  y  =  1  +  y^x  +  y,Ä*  H 
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Im  Torliegenden  Falle  kann  man  statt  derjenigen  Rekur- 
sionsformel;  die  in  voriger  Nummer  aufgestellt  wurde,  eine  be- 
quemere bilden.  Man  multipliziert  die  Differentialgleichung 
(2)  zunächst  mit  dem  Nenner  von  if(x): 

Setzt  man  hier  den  Wert  (3)  sowie  die  daraus  folgenden  Werte 
Ton  y',  y\  .  .  ,  ^^^  ein,  so  ergibt  sich  die  Rekursionsformel: 

[n  +  n(n  — 1)  +  •••  4-  n(n  — 1)  •••  (»  — ^+l)]y« 

-4-[(n-l)  +  («-l)(n-2)  +  ...+(n-l)(n-2)...(«-r)]y._i 

= jr[l+(n-l)+(n-l)(f»-2) + . .  • + (n-l)(n-2)  •  •  •  (»-r+l)]y,_,. 
Demnach  wird 


wobei  die  Punkte  Glieder  mit  Potenzen  von  n  andeuten,  die 
kleinere  Exponenten  als  r  haben.    Hiemach  ist: 

d.  h.  die  Entvoicklung  (3)  konvergiert  für  \x\<B,  Tgl.  Satz  13, 
Nr.  105,  und  Satz  8,  Nr.  362.  Außerdem  sei  angemerkt,  daß 
sich  für  Yxf  Yt}  '  '  '  lauter  positive  Werte  ergeben. 

840.  Der  Nachweis  der  Kenvergens.  Das  soeben 
betrachtete  Beispiel  kann  nun  zum  allgemeinen  Nachweise  der 
Konvergenz  herangezogen  werden.  Wir  werden  nämlich  er- 
kennen, daß  man  die  positiven  Größen  R  und  N  immer  so 
wählen  kann,  daß  die  Koeffizienten  Yx,  Y^j  -  -  -  ii^i<^ht  kleiner 
werden  als  die  absoluten  Beträge  der  Koeffizienten  ^i;  (^;  .  .  <; 
von  denen  in  der  vorletzten  Nummer  die  Rede  war. 

R  sei  insbesondere  der  Radius  eines  Kreises  um  2;  ~  0, 
innerhalb  dessen  sowie  auf  dessen  Umfange  die  Funktionen 
P^{x)y  Pi{x\  .  .  .  Pr-i(fl?),  die  in  der  Differentialgleichung  (7) 
von  Nr.  838  vorkommen,  analytisch  sind.  Dann  gibt  es  eine 
positive  Größe  M  derart,  daß  die  absoluten  Beträge  von 
Po(x),  Pi(a;),  .  .  .  Pr-i(a;)  fflr  keine  Stelle  x  auf  dem  Umfange 
dieses  Kreises  den  Wert  M  übersteigen.   Nach  Satz  26  in  Nr.  648 
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(ygL  auch  die  SchluBbemerkuiig  von  Nr.  821)  sind  femer  alle 
Ableitungen  höherer  Ordnung  von  irgendeiner  der  Funktionen 
Po{x)y  Px(x),  .  .  .  Pr^i(x)  an  der  Stelle  x^O  absolut  genom- 
men nicht  großer  als  die  Ableitungen  derselben  Ordnung  Yon 

(1)  9(^)  — ^ 

an  der  Stelle  rp  -=  0.  Die  Funktion  tl;(x)  in  yoriger  Nummer 
unterscheidet  sich  yon  der  Funktion  q){x)  nur  um  einen  kon- 
stanten positiyen  Faktor.  Da  JV  dort  irgendeine  positiye  Kon- 
stante sein  durfte,  läßt  sich  die  Differentialgleichung  (2)  der 
yorigen  Nummer  auch  so  schreiben: 

(2)  pW+  ^y"+  '"  +  0^- y)] - q>(x) [y  +  xy  +  •  •  -  +  of - V^-^>], 

wenn  p  irgendeine  positiye  Eonstante  yorsteUt.  Dagegen  be- 
trachteten wir  in  Nr.  838  die  Differentialgleichung 

(3)  a^y+a^xy'+  -  •  •  +  o^-iof- V^"'^  +  af- V^> 

Mithin  geht  die  Differentialgleichung  (2)  aus  (3)  heryor,  wenn 
man  die  Eoei^ienten  a^,  a^,  .  .  .  Or.i  und  1  durch  p  und  die 
Funktionen  P^{x)f  Pi(x), . , .  Pr^i(x)  durch  (p(x)  ersetzt.  Ans 
der  Rekursionsformel  (10)  yon  Nr.  838,  nämlich 

(4)  [a^n-i hötr-iw(n— l)...(n— r+2)+n(n— 1)"(«— r+l)]c, 

ergibt  sich  deshalb  eine  Rekursionsformel  fQr  die  Eoeffizienten  y^, 
7i>  '  '  *  Yn  ^^^  ^^  ^^^  Ereise  |  rt;  |  <  jß  nach  den  Ei^ebnissen 
der  yorigen  Nummer  konyergenten  Entwicklung 

^ +ytX  +  yfX* +  ... 
in  der  Form: 

(5)p[nH |-w(»— l)---(n— r +2)  + n(n—l)  •••(»!— r-|-l)]y, 

-  ßnO  +  ßnl  Yl  +  ßntYt  +  "'+  ßn,n-^lYn--l- 

Dies  ist  eine  andere  Rekursionsformel  als  die  in  der  yorigen 
^    Nummer.      Zur    Vereinfachung    des    Ausdruckes    setzen    wir 
weiterhin: 
840] 
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jB,  —  <*iW  + f-  ar-iM(w  —  1)  •••  (w--r  +  2) 

+  w(n  — 1)  •••  (n  — r+  1), 

B^  «=  n  H —    -f  n  (n  —  1)  •  •  •  (n  —  r  +  2) 

+  n  (n  ~  1)  •  •  •  («  —  r  + 1) . 

Dann  nehmen  (4)  und  (5)  die  einfacheren  Formen  an: 
(7)  I 

Nach  Nr.  838  sind  \^,  h^^,  •  -  -  K  «-i  ganze  lineare 
homogene  Funktionen  der  Werte  der  Ableitungen  von  Pq  {x\ 
F^{x)y . . .  Pr-i(x)  für  a;  =»  0  mit  durchweg  positiven  Koeffi- 
zienten. Ferner  bedeuten  ß^^,  ß^^, . . .  ß^^_i  diejenigen  Funk- 
tionen^ die  aus  ihnen  hervorgehen,  wenn  man  die  Ableitungen 
von  Pq(x),  Pi{x), . . .  Pr^i(x)  für  x^O  durch  die  entsprechen- 
den Ableitungen  von  q>(x)  fttr  a;«0  ersetzt.  Demnach  gelten 
wegen  der  vorhin  über  diese  Ableitungswerte  gemachten  Schluß- 
folgerung die  Ungleichungen: 

(8)  \Ko\^ßnO>    \Kl\£ßnlf"    \Kn-l\  ^  ßn,n-l' 

Dabei  sei  noch  angemerkt,  daß  ß^^,  /J„i,  .  .  .  ß^^^i  positive 
Konstanten  sind  und  nach  (6)  auch  B^  positiv  ist. 

Die  positive  Größe  p  kaun  so  klein  gewählt  werden,  daß 

(9)  pB,  <  \BJ 

wird.  Denn  B^  und  B^  sind  nach  (6)  ganze  rationale  Funk- 
tionen f*^  Grades  von  n,  in  denen  nT  den  Koeffizienten  Eins 
bat.    Deshalb  ist 


d.  h.  es  gibt  einen  Index  m  derart,  daß  für  n'^m  stets 

ist,  wenn  6  eine  beliebig  klein  angenommene  positive  Größe 
Torstellt  Wird  nun  p  kleiner  als  1  :  (1  -f  <y)  gewählt,  so  be- 
steht die  Bedingung  (9)  für  jeden  Index  n  ^  m.  Damit  sie 
auch  für  n  »  1,  2, . . .  m  —  1  gelte,  braucht  man  der  positiven 
Größe  p  außerdem  nur  noch  die  m  —  1  Bedingungen 
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aufzuerlegen;  was  immer  möglicli  ist,  weil  dies  eine  beffr€$uie 
Anzahl  von  Fordemngen  ist. 

Nun  folgt  wegen  (9)  aus  (7)  för  n  =  1 : 

also  nach  (8)  und  (9)  auch  |Ci|<yi.     Ferner  liefert  (7)  för 

/.    _   ^to  +  ^i<^i         -,    _   Pto+ßtiYi 
C, ,      y,_ — 

Infolge  von  (8),  (9)  und  |<?i|<yi  ergibt  sich  hieraus  auch 
|c,|  <}/|,  usw.  Mithin  sind  die  absoluten  Betrage  der  KoefS- 
zienten  der  Entwicklung 

(10)  y  -  1  +  CiO;  +  cix«  +  . . . , 

die  der  Differentialgleichung  (3)  formal  genQgt,  kleiner  als  die 
entsprechenden  durchweg  positiven  Koeffizienten  der  Entwick- 
lung 

y"=  1  +  yi^  +  y%^-\ , 

die  der  Differentialgleichung  (2)  formal  genügt  und  nacli  den 
Ergebnissen  der  voriger  Nummer  fdr  |r(;|<  22  konvergiert.  Um 
so  mehr  ist  also  die  Entwicklung  (10)  för  |j;|<i2  konver- 
gent, nach  Satz  10,  Nr.  105,  und  nach  Nr.  362. 

841.  Das  Ergebnis.  Hiemach  können  wir  den  Haupt- 
satz der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  aus- 
sprechen, indem  wir  uns  daran  erinnern,  daß  die  SteUe  x  »  0 
durch  die  Substitution  :f  =  x  —  äTq  in  Nr.  838  aus  einer  an- 
deren Stelle  Xq  hervorging.    Es  ergibt  sich  der 

Sat0  17:  In  dem  Bereiche  einer  verkümten  linearen  Diffe- 
rentialgleichung r^^  Ordnung  für  eine  Funktion  y  von  x  sei 
x^  Xq  eine  SteUe  der  BestimnUheü,  d.  h.  die  eu  x^x^  gdkörige 
determinierende  Gleichung  sei  vom  r^  und  nidU  von  niedrigerem 
Grade.  Femer  sei  a  eine  derartige  Wured  der  determinierenden 
Gleichung,  aus  der  durch  Addition  einer  ganzen  positiven  und 
von  NüU  verschiedenen  Zahl  keifte  andere  Wurad  dei'sdben  de- 
terminierenden  Gleichung  hervorgeht.  Dann  gibt  es  eine  und  nur 
eine  Entwicklung  von  der  Form 

die  der  Differentialgleichung  genügt^  und  zwar  ist  dabei  der  In- 
840,  841] 


§  4.   Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  501 

haU  der  eckigen  Klammem  innerhalb  desjenigen  größten  Kreises 
um  Xq  Jconvergent,  der  nur  reguläre  Stellen  der  Differentialglei- 
chung enÜiaUy  abgesehen  von  seinem  Mittelpunkte  x^y  der  regulär 
oder  ein  Pol  sein  kann. 

Der  Kreis  |a;|  <  Jß  nämUcli;  der  in  der  letzten  Nummer 
auftrat,  war  nur  in  soweit  bestimmt,  als  PqC^);  -^1(^)1  •  •  - 
Pr^i(x)  innerhalb  des  Kreises  und  auf  seinem  Bande  überall 
monogen  sein  sollten.  Der  Zusammenhang,  in  dem  diese  r  Funk- 
tionen mit  den  Funktionen  in  der  ursprünglichen  Differential- 
gleichung 

(1)    p^{x)y  +p^(x)y  +  . . .  +i>r-i(a?)j^'-^>  +Pr(^)l^'^  -  0 

stehen  (ygl.  dazu  Nr.  836  und  838),  zeigt  daher,  daß  der  Kreis 
definiert  werden  kann  als  ein  Kreis,  in  dessen  Innern  und  auf 
dessen  Umfange  p^{x)y  Piix)y  .  ,  .  pX^)  durchweg  monogen 
sind,  wenn  von  der  Stelle  x^O  selbst  abgesehen  wird.  Man 
kann  den  Kreis  so  groß  wählen,  wie  es  hiemach  nur  irgend 
möglich  ist,  und  so  kommt  man  wie  in  Nr.  833  zu  demjenigen, 
Yon  dem  in  Satz  17  die  Rede  ist,  wenn  man  wieder  x  —  x^ 
statt  X  einführt. 

Für  eine  reguläre  Stelle  x^  ist  pX^^  +  0  nach  Nr.  830, 
d.  h.  die  Zahl  n^  in  Nr.  836  gleich  Null  und  deshalb  (>  »  r. 

Nach  (2)  in  Nr.  836  werden  dann  ffoC^o)?  2i(^o);  •  •  •  Q'r-iC^o) 
gleich  NuU,  dagegen  q^x^)  oder  p^x^)  nicht,  so  daß  die  de- 
terminierende Gleichung  (4)  in  Nr.  837  die  einfache  Form  hat: 

a(a-l)...(a  — r+l)«0. 

Ihre  Wurzeln  a  sind  0,  1,  2,  ...  r  —  1.  Nach  Satz  17  gibt  es 
demnach  zu  a  »  r  —  1  eine  Losung 

y  -  {x-x^y-'^ll  +  c^{x-x^  +  c^ix-x^^  +  •••], 

während  der  Satz  für  die  anderen  Wurzeln  versagt.  Aber  die 
Betrachtungen  in  Nr.  834  lehren  leicht,  daß  es  r  partikulare 
Lösungen  q>i(x)y  (p%{x)y  .  .  .  (p^ix)  gibt^  die  bzw.  mit  der  0**", 
1*^,  •  .  .  (r— 1)**''  Potenz  von  x  —  x^  beginnen.  Demnach  ge- 
hört doch  zu  jeder  Wurzel  der  determinierenden  Gleichung  eine 
Lösung,  sobald  x^y  kein  Pol  ist. 

842.  Bin  BelspleL  Als  Beispiel  zur  Theorie  wählen 
wir  die  Differentialgleichung 

[841,  84» 


502  Kap.  VI.  Existenzbeweise  im  komplexen  Bereiche 

(1)  y  — 5— y-ay, 

die  öfters  in  der  mathematiBchen  Physik  vorkommt.  Darin 
sollen  a  und  b  Konstanten  bedeuten;  insbesondere  sei  b  4*  1- 
Dann  ist  x^O  der  einzige  Pol,  während  der  Bereich  der  Diffe- 
rentialgleichung sonst  unbegrenzt  ist  In  einer  Umgebung  einer 
Stelle  ^0  "^  ^  S^^^  ^  ^^^  ^^^^  Partikularlösungen,  die  als 
Reihen  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x-x^  fortschreiten. 
Von  besonderem  Interesse  sind  nun  die  Lösungen  in  der  Um^ 
gebung  des  Poles  x^O.  Zunächst  wird  die  Differentialgleichimg 
nach  Multiplikation  mit  x  auf  die  Form 

(2)  axy  +  (l^b)y+xy"^0 

gebracht,  bei  der  nach  (1)  in  Nr.  830: 

Po{x)'^ax,    jpi(a;)=  1  — &,    P^(x)^x 

ist.  Die  Zahlen  n^y  n^y  n,  (vgl.  Nr.  836)  sind  also  1,  0,  1. 
Daher  muß  q  so  gewählt  werden,  daß  1  +  p^O,  (>^1,  1  +  C>^2 
wird.  Die  kleinste  derartige  ganze  positive  Zahl  ist  p  =«  1. 
Mithin  ergibt  sich  die  in  Nr.  836  aufgestellte  Normalform  (3) 
der  Differentialgleichung  durch  Multiplikation  von  (2)  mit  x: 

(3)  ax^y  +  (1  -  b)xy'  +  ^y" -  0. 
Demnach  kommt: 

Weü  go(0)-0;  ?i(0)-l-&,  ffj(O)  -  1  ist,  lautet  die  de- 
terminierende  Gleichung  (4)  Ton  Nr.  837  so: 

(4)  (i_j)a  +  a(a-l)-0. 

Daher  ist  der  Pol  «  »  0  eine  Stelle  der  Bestimmtheit,  und  (4) 
hat  die  Wurzeln  0  und  b.  Der  Satz  17  der  letzten  Nummer 
kann  auf  beide  Wurzeln  nur  dann  angewandt  werden,  wenn 
ihre  Differenz  b  Jceine  von  NuU  verschiedene  ganze  Zahl  ist.  Zur 
Aufstellung  der  Rekursionsformel  fQhren  wir  die  Reihe 

y  —  a^(l  +  c^x  +  c^x^  H ) 

und  die  Reihen  für  die  Ableitungen  y  und  y"  in  (2)  ein.  Als- 
dann haben  wir  den  Koeffizienten  von  xf*'^^''^  gleich  Null  zu 
setzen.     Somit  kommt  fElr  n  —  1  und  n  »  2: 

(5)  (a  +  1) (6  -  a  -  \)c^  -  0,    (a  +  2)(6-  a-  2)c,  -  n, 
84»]. 
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dagegen  fQr  n  >  2: 

(6)  (a  +  n)(b  -  a  -  n)c,  =  ac^_,. 

Wenn  b  keine  von  Null  yerschiedene  ganze  Zahl  ist;  folgt 
aus  der  ersten  Gleichung  (5)  und  aus  der  Rekursionsformel  (6) 
sowohl  ffir  a  »  0  als  auch  für  a  »  &,  daß  aUe  Koeffizienten  mit 
ungeraden  Indizes  gleich  Null  sind.  Dagegen  ergibt  sich  im 
Falle  a  =  0  für  n  =»  2  m  der  Eoeffizientenwert 

am 

^"»  ""  w!  2»*(&  — ~2)  (5  —  4y^  ■  .  (6 —  2m)  ' 

also  die  Lösung: 

und  im  Falle  cc^b  für  n»2m  der  Koeffizienten  wert 
also  die  Lösung: 

(«)  y«-^L^-6Tä"iT~  +  (r+2K6"+4)-2! J- 

Beide  Lösungen  gelten  in  der  ganzen  Ebene;  die  zweite  aber 
ist  nur  dann  monogen,  wenn  yon  x  ^0  aus  eine  Grenzlinie 
gezogen  wird,  die  nicht  überschritten  werden  darf.   Ferner  stellt 

y-OiVi  +  CtVi 
mit  den  beiden  willkürlichen  Konstanten  C^  und  C^  die  aUge- 
meine  Lösung  der  vorgelegten  Differentialgleichung  (1)  dar,  vor- 
ausgeseUft,  daß  b  keine  ganse  Zahl  und  nicM  gleich  NUU  ist 

Die  Fälle,  wo  b  eine  ganze  ungerade  oder  ganze  gerade 
Zahl  ist,  sollen  in  den  beiden  nächsten  Nummern  behandelt 
werden. 

843.  Forteetning  des  BelspielSt  erster  besonderer 
FalL  Wenn  b  eine  ungerade  ganze  ZaM  bedeutet,  ist  der 
Satz  17  yon  Nr.  841  allerdings  für  eine  der  beiden  Wurzeln 
a  »  0  und  a  »  &  der  determinierenden  Gleichung  nicht  mehr 
anwendbar  und  zwar  nicht  für  tt  » 0,  wenn  b>  0  ist,  und 
nicht  für  «  -"  &,  wenn  &  <  0  ist.  Dennoch  aber  bleiben  die 
in  (7)  und  (8)  in  der  yorigen  Nummer  auftretenden  Entwick- 
lungen auch  für  ungerades  b  konyergent^  und  da  sie  der  Differen- 
tialgleichung formal  genügen,  stellen  y^  und  y,  auch  in  diesem 
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Falle  Partikularlösungen  Tor  und  zwar  nach  wie  yor  zwei 
linear  unabhängige. 

Man  kann  aber  in  dem  vorliegenden  Falle  die  Partikular- 
lösungen auch  auf  einem  anderen  Wege  bestimmen ,  den  wir 
in  aller  Kürze  angeben.  Wenn  6  =  1  —  2Ä;  gesetzt  wird,  wo- 
bei h  also  eine  ganze  Zahl  bedeute ,  lautet  die  Differential- 
gleichung (4)  der  vorigen  Nummer  so: 

(1)  y"  +  -^y'+ay-0. 

Wird  nun  eine  neue  unbekannte  Funktion  b  vermöge 

(2)  y=^ssey^ 

eingeführt,  so  geht  für  g  die  Differentialgleichung  hervor: 

(3)  xz"  +  (2iyäx  +  2hy+  2iTcYäe  =  0. 

Ist  Ic  insbesondere  positiv,  so  kann  man  hieraus  einen  wich- 
tigen Schluß  ziehen,  indem  man  die  Gleichung  so  schreibt: 

[xz^+he"]  +  [(2iYäx+k)/ i-  2ikyäe]  -  0. 

Versteht  man  nämlich  unter  js  die  (Jc—V)^  Ableitung  einer 
Funktion  u,  so  kommt: 

[a;M(*+i)  +  iu^)]  +  [(2i|/Sa;-(-  Jfc)w(*^  +  2ikYäu^^'^^]  =  0, 

und  hierbei  ist  der  Inhalt  der  ersten  Klammem  die  i^  Ab- 
leitung von  xu'  und  der  Inhalt  der  zweiten  Klammem  die 
k*^  Ableitung  von  {2iYäx+  k)u.    Demnach  muß 

d^[xu  +  (2tyäx  +  k)u\        r. 

sein,  d.  h.: 
XU  +  (2iyäx  +  k)u  =  Aq  +  ä^x  +  Ä^a^  +  •  •  •  +  Aj^_^a^-\ 

wobei  Aq,  Ai,  . , .  Aj^^i  Konstanten  bedeuten.  Wählen  wir 
diese  Konstanten  gleich  Null,  so  kommt 

oder: 

Inu  +  2iYax  +  klnx  —  konst. 

Ist  die  rechts  stehende  Konstante  insbesondere  gleich  Null, 
so  ergibt  sich 
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und  also,  weil  s  die  {k—  1)^  Ableitung  von  u  bedeutet: 

£    s-3 . . . 

Somit  liefert  (2)  die  Partiknlarlösung 


^V^' 


da!" 


der  Torgelegten  Differentialgleichung  (1).  Da  )/a  durch  —  |/a 
ersetzt  werden  darf,  ergibt  sich  noch  eine  zweite  Partikular- 
lösung und  somit  die  allgemeine  Lösung  in  der  Form 

(4)  y  =  c;e'»^*^_^i,^ +  C,e->r^'^     ^^!,        , 

wobei  C,  und  C^  die  Integrationskonstanten  sind. 

Auch  dann,  wenn  Tc  eine  negative  ganze  Zahl  bedeutet, 
läßt  sich  die  allgemeine  Lösung  mittels  der  elementaren  Funk- 
tionen darstellen.  Wenn  nämlich  in  die  Differentialgleichung 
(1)  eine  neue  unbekannte  Funktion  ^  vermöge 

(5)  y-a;i-"9 
eingeführt  wird,  geht  sie  über  in: 

Diese  Gleichung  ordnet  sich  der  Form  (1)  unter^  indem  jetzt 
an  die  Stelle  yon  A;  die  Zahl  l  —  Tc  tritt;  die  positiv  ist,  wenn 
l  eine  negative  ganze  Zahl  bedeutet.  Demnach  gibt  (4),  wenn 
darin  k  durch  1  —  k  ersetzt  wird,  die  aUgemeine  Lösung  t)  der 
neuen  Differentialgleichung,  und  aus  ihr  geht  nach  (5)  durch 
Multiplikation  mit  x^"*^  die  allgemeine  Lösung 

dx  dx 

der  vorgelegten  Differentialgleichung  (1)  für  den  Fall  hervor, 
wo  k  eine  negative  ganze  Zahl  bedeutet. 

Die  gefundenen  Formen  der  allgemeinen  Lösung,  die 
der  Differentialgleichung  (1)  in  voriger  Nummer  zukommen, 
falls  b  eine  ungerade  ganze  Zahl  l--2k  bedeutet,  ergeben 
sich  natürlich  auch,  wenn  man  die  beiden  in  voriger  Nummer 
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mit  yj  und  y^  bezeichneten  partikularen  Losungen  (7)  und 
(8)  mit  Konstanten  multipliziert  und  addiert. 

844.  ForfeBetrang  des  Beispiels,  «weiter  besonderer 
FalL  Schließlich  ist  noch  der  Fall  zu  erledigen,  wo  b  eine  ge- 
rade ganße  Zahl  bedeutet.  Von  den  beiden  Wurzeln  a  -» 0 
und  a^b  der  determinierenden  Gleichung  ist  dann  bei  der 
Anwendung  des  Satzes  17  Ton  Nr.  841  die  erste  oder  zweite 
unbrauchbar^  je  nachdem  6  >  0  oder  <  0  ist.  Man  kann  sich 
übrigens  auf  die  zweite  Annahme  6  <  0  beschränken.  Denn 
vermöge  der  Substitution 

geht  die  Differentialgleichung  (1)  von  Nr.  842  in 

„       — 5— 1    , 
e  =» 0  —  ae 

X 

über,  d.  h.  in  eine  von  derselben  Form,  wobei  aber  —  b  statt 
b  auftritt.  Demnach  nehmen  wir  6  =  —  2ä  an,  indem  wir 
unter  k  eine  ganze  positiye  Zahl  verstehen^  so  daß  die  Diffe- 
rentialgleichung so  lautet: 

/■i  \  ff  ^K  -T-  1       / 

(1)  y ^y-ay. 

Alsdann  ist  die  Wurzel  a  »  0  der  determinierenden  Gleichung 
zu  brauchen,  d.  h.  die  Entwicklung  (7)  von  y^  in  Nr.  842  gibt 
eine  Partikularlösung: 

K^J       Vl^  ^        2jfc^2     1!     "'"(2* +  2)^2* +  4)        2!  '"'• 

Aus  ihr  kann  man  eine  von  ihr  linear  unabhängige  zweite 
Partikularlösung  nach  einem  allgemeinen  Verfahren  gewinnen, 
das  in  Nr.  847  erörtert  werden  wird.  Hier  genQgt  es,  wie 
folgt  zu  schließen: 

Soll  es  eine  Funktion  u{x)  derart  geben,  daß  auchy=>t4(a?)y2 
der  Differentialgleichung  (1)  genügt,  so  muß 

u'y^  +  2w'y/  +  uy/' ^—^—  {u'y^  +  uy^i  -  auy^ 

sein.  Da  aber  y^  der  Gleichung  (1)  genügt,  heben  sich  die 
mit  u  behafteten  Glieder  fort,  und  es  bleibt  eine  Gleichung 
übrig,  die  nach  Division  mit  uy^  gibt: 


dhiu'       2  dlny,       2Ä;  +  1  ^  ^ 
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Demnacli  darf 

also 

(3)  u'- 


y,V*+^ 


gewählt  werden.  Die  Partikularlosiing  y^  ist  in  der  Umgebung 
Ton  2; »  0  analytisch  und  verschwindet  nicht  für  o; »-  0.  Mit- 
hin läßt  sich  1 :  y^*  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x 
entwickeln.    Also  ergibt  sich  eine  Gleichung  von  der  Form: 

«•'  -  -rWi  -  -»iVi  +  4  +  •  •  •  +  —  +  9  (^X 

yi  X    ^        X    ^        X  X 

wo  Cqj  c^, , . .  e^j^  die  ersten  2k  +  l  Koeffizienten  in  der  Ent- 
wicklung von  liyi*  sein  sollen  und  (p(x)  eine  in  der  Umge- 
bung von  X  ^0  konvergente  Entwicklung  nach  ganzen  posi- 
tiven Potenzen  von  x  bedeutet. 

Nach  Nr.  635  gibt  die  Integration  längs  eines  Weges  in 
der  Umgebung  von  x  ^0: 

wobei  o>{x)  eine  konTergente  Entwicklung  nach  ganzen  posi- 
tiven Potenzen  Ton  x  ist.  Man  kann  diesen  Wert  so  za- 
sammenfassen: 

(4)  u„Z^  +  yhia,  +  „(a;). 

x 

Hier  bedeutet  T(x)  eine  ganze  rationale  Funktion  2&^  Grades 
von  Xy  dagegen  y  eine  Eonstante.  Die  Differentialgleichung  (1) 
hat  demnach  eine  Losung  von  der  Form: 

(8)  y,  =  yi(^  +  yin«)  +  -», 

wobei  z  eine  in  einer  Umgebung  von  x  =»0  konvergente  Ent- 
wicklung nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  vorstellt.  Die 
Losung  y^  ist,  weil  Ina;  auftritt^  nach  Nr.  636  monogen, 
wenn  von  der  Stelle  x  ^0  aus  eine  Grenzlinie  gezogen  wird, 
die  nicht  überschritten  werden  darf,  z.  B.  die  negative  reelle 
Achse. 

Nachdem  das  Vorhandensein  einer  Lösung  von  der  Form 

(5)  feststeht,  wird  man,  um  sie  zu  berechnen,  die  Funktion 
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(5)  in  (1)  einführen  und  durch  Koefifizientenvergleichung  die 
Werte  der  Eonstanten  in  T(x)  und  e  ermitteln. 

Wir  wollen  die  Rechnung  nur  für  den  Faü  h^O  durdir 
fuhren.   Alsdann  ist  nach  (2): 
/ßv  ^  _  ax^  .    q'jg* ?!:?!_     I 

Aud  (4)  folgt  wegen  4  =  0,  daß  F=-0  wird,  also  nach  (5): 

Vi^ryilnx  +  g. 

Die  Eonstante  y  muß  Yon  Null  verschieden  angenommen 
werden,  weil  diejenigen  Partikularlösungen,  die  sich  als  Ent- 
wicklungen nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  darstellen 
lassen,  die  Form  konsb  y^  haben.  Da  ferner  mit  y^  &u<^h 
konst.  y,  eine  Partikularlösung  sein  muß,  darf  y  ^^  1  gewählt 
werden.  Demnach  ist  in  der  Differentialgleichimg  (1),  die  jetzt 
wegen  h^O  bo  lautet: 

(7)  y"  +  ^  +  «y-o, 

die  Substitution 

(8)  y=-yilna?  +  j? 

zu  machen,  wodurch  eine  neue  unbekannte  Funktion  js  ein- 
gefQhrt  wird,  von  der  wir  von  vornherein  wissen,  daß  sie  sich 
an  der  Stelle  x  =^0  regulär  verhält.  Die  Differentialgleichung 
fQr  0  ist  nun: 

Vi  hix  +  -j^  +  z   +^^^-—  +  -  +  ay^]nx  +  az^O, 

und  weil  y^  der  Differentialgleichung  (7)  genügt,  heben  sich 
hier  die  mit  ln:z;  behafteten  Glieder  fort,  so  daß  bleibt: 

(9)  /'  +  il+a;9  =  _-!yt:. 

^   ^  X  X 

Nun  setzen  wir  hierin  eine  Entwicklung 

(10)  e^\  +  \x  +  \x^  +  '" 
ein.    Nach  (6)  ist  außerdem 

y^  =  1  +  Ä^x^  +  ^jic*  H , 

wenn  man 

rin  A  ^_ti^r^^_ 

setzt.  Also  zeigt  die  Yergleichung  der  Eoef&zienten  gleich 
hoher  Potenzen  von  x  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  (9), 
844] 
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daB  &i,  &8;  ^61  -  •  •  verschwinden.   Daher  macht  man  besser  statt 
(10)  die  Substitution: 

(12)  ^  -  ^0  +  BiX^  +  B^a^  +  .  • . 

Alsdann  gibt  die  Yergleichung  der  Koeffizienten  von  x^""^  auf 

beiden  Seiten  der  Gleichung  (9)  die  Rekursionsformel: 

Nach  (11)  ist  nun 

und  daher  laßt  sich  die  Rekursionsformel  so  schreiben: 

^n  «  ^n-i  __  i_ . 

Infolge  davon  ist: 

?n  «  :?o  __  /i    .    .1.  ^.  1    .    .  .  .    .    i.\  . 
A^       A^        V^2^»^         ^  n) 

Die  Eonstante  B^  bleibt  beliebig  und  kann  gleich  Null  ge- 
wählt werden.   Dann  folgt  mit  Rücksicht  auf  (11): 

Nach  (12)  läßt  sich  jetzt  e  bilden  und  darauf  nach  (8)  auch 
die  gesuchte  zweite  Partikularlösung  y^\ax  +  e,  nämlich: 

y,-y,lna;-^. _^_^___^^ 

1 

845.  Barstellnng  der  Löanngen  des  Beispiels 
mittels  bestimmter  Integrale.  Wir  wollen  noch  zeigen, 
wie  man  die  Partikularlösungen  der  in  den  letzten  drei  Num- 
mern betrachteten  Di£ferentialgleichung 

(1)  y-^^-iy'.ay 

im  reellen  Falle  mittels  bestimmter  Integrale  darstellen  kann. 
Dabei   schicken   wir  Bemerkungen    über    das    bestimmte 
Integral 

(2)  <p{n)  =/co8««a)  em-Oadm 

0 

voraus,  worin  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeute.   Dies  Inte- 
gral ist  wohldefiniert,  wenn  &  ^  0  ist.   Für  &  >  0  konvergiert 
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es  nach  Satz  11,  Nr.  47 1,  sobald  b  <1  ist.   Wird  also  i  <  1 
angenommen  und  entsprechend  (2)  noch 

n 

<p(n  —  1)  = /cos**~*aj  sm'^adm 

0 

gesetzt;  so  liefert  die  Formel  (1)  für  die  teilweise  Integration 
in  Nr.  415  für 

tt  —  Y  sin'o};    t;  =  cos***"*©  sin*"**^© 

Zunächst: 

9>(fi)  —  — p— I  cos**~*a}sin~*+*c}da}  H — y—  y(n) 

oder: 

(1  -  6)9 (n)  -  (2n  -  l)y*cos«— «©  sin-^+'iorf©, 

0 

also  nach  Addition  yon  (2n  —  l)<p(n)y  wenn  cos'o  +  sin*a> 
durch  Eins  ersetzt  wird: 

(3)  (2n  -  b)fp(n)  -  (2n  -  l)y (n  -  1). 

Nun  ergab  sich  in  Nr.  842  eine  Partiknlarlösnng  (7)  der 
Differentialgleichung  (1)  in  der  Form 

yi  =  1  +  <^a?*  +  c^a?*  H , 

wobei 

(2n-6)ci,--^e!i,., 

war,  YgL  (6)  ebenda.  Durch  Diyision  mit  der  Gleichung  (3) 
kommt: 

q>(n)  2n(2n  — 1)  9(n— 1) 

Aus  dieser  Rekursionsformel  folgt: 

9"(n)         (2n)I  q>{0) 

Da  die  Losung  y^  mit  einer  Konstante  multipliziert  werden 
darf;  benutzen  wir  7(0)y^  statt  y^.  Diese  Partikularlösung 
hat  eine  Entwicklung 

worin 
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is^  und  kann  deshalb  bo  geschrieben  werden: 

0 

Wird  der  Wert  (2)  von  g>(n)  eingesetzt,  so  kommt: 

*      00 


y^-j2 


()/:ria!co8«)'-  .    »    , 

0     •  ^    ^ 


oder  nach  (1)  in  Nr.  373: 


ff 


-/ 


^Y—axoot»   I    ^— V— Ä»oofüi 


2 
0 


sin^^örfoi. 


Um  eine  zweite  Partikularlosung  y^  zu  bekommen,  kann 
man  die  Bemerkung  zu  Beginn  Ton  Nr.  844  benutzen«  Danacb 
geht  y^  beryor,  wenn  man  in  y^  die  Zahl  b  durch  —  b  ersetzt 
und  dann  die  Funktion  mit  af^  multipliziert: 


jt 


/,Y—axo(Mea    i      —  y— ««ooeoi 
■ -^ sin*  wdm] 

0 

dies  Integral  ist  jedoch  nur  für  (>  —  1  zu  gebrauchen.  Die 
beiden  Partikularlösungen  y^  und  y,  sind  also  anwendbar,  wenn 
b  zwischen  —  1  und  +  1-  liegt. 

Wenn  a  eine  positive  Eonstante  bedeutet,  sind  übrigens 
die  Integrale  nur  scheinbar  komplex,  da  sich  y^  und  y^  nach 
(6)  in  Nr.  373  so  darstellen  lassen: 

yi «  /  co8(yaaJcosö>)sin""*cD(icD, 

0 

y^=^  oif^  I  cos(Va  rccosö)  sin^corfo. 

Im  Falle  b » 0  werden  beide  Partikularlösungen  iden- 
tisch mit: 


y  —  /  cos  {yä  X  cos  cd)  den. 
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Da  aber 

n 

1-      y«  —  Vx         C       (^r              \\'      a^sin*©  —  sin"*®   , 
hm  -  -i--^  =  f  cos  \ya  x  cos  oj  lim ^ d& 

0 

ist,  ergibt  sich  durch  den  Grenzübergang  lim  b  =»  0  noch  eine 
zweite  Partikularlösung: 

y  =  1  cos  (yä  X  cos  cd)  In  {x  sin'  oi)dc}. 

Man  kann  leicht  durch  teilweise  Integration  bestätigen,  daß 
sie  die  Differentialgleichung 

f ^^-ay 

befriedigt. 

846.  Die  spezielle  BlccatiBOhe  Olelchiing.  Die  Inte- 
gration der  in  Nr.  719  betrachteten  speziellen  Riccatischen 
Differentialgleichung 

(1)  y  +  ay^  -  Ix^ 

läßt  sich  auf  die  in  den  letzten  Nummern  erledigte  Aufgabe 
zurückführen.  Nach  Nr.  805  geht  nämlich  aus  (1)  durch  Ein- 
führung einer  neuen  unbekannten  Funktion  b  yermoge 

d.  h.  wenn  man 

setzt^   eine  verkürzte  lineare  Differentialgleichung  herror: 

(2)  g'^-^ahsf^z. 

Kennt  man  zwei  linear  unabhängige  partikulare  Lösungen  z^ 
und  g^  Ton  (2),  so  ist 

^^  2r-  ^    C\z^  +  C^z^ 

die  allgemeine  Lösung  von  (1).  Sie  enthält  nur  eine  wesent- 
liche willkürliche  Konstante,  das  Verhältnis  der  beiden  Kon- 
stanten Gl  und  C^. 

Weiterhin  kann  man  die  Differentialgleichung  (2)  auf  die 
in  Nr.  842 — 845    betrachtete    zurückführen^    indem    man   als 
neue  unabhängige  Veränderliche  die  Größe 
845,  846] 
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(4)  t  -  x*"**^ 

benutzt.   Denn  dann  geht  hervor: 

W  5««  "^  ""  iS+l  T  di  "^  (^  2)«  ^• 

In  der  Tat  ordnet  sich  diese  Gleichung  der  Differentialglei- 
chung (1)  in  Nr.  842  unter,  indem  t  und  e  statt  x  und  y  auf- 
treten und  a  und  6  durch 

ersetzt  werden. 

Noch  sei  angemerkt:  Nach  Nr.  843  läßt  sich  die  Diffe- 
rentialgleichung (5)  und  daher  auch  die  Biccatische  Differential- 
gleichung (1)  mittels  der  elementaren  Funktionen  integrieren, 
wenn  2:(m  +  2)  eine  ungerade  ganze  Zahl  1  —  2Ä;  bedeutet, 

d.  h.  wenn  m  die  Form  hat: 

4Ä; 

wo  Je  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  vorstellt.  Das- 
selbe ergab  sich  schon  in  Nr.  719,  siehe  (14)  ebenda. 

§  5.    Nachträge  zur  Theorie  der  linearen  Differentlal- 

glelehungen« 

847.  Bmiedrigmig  der  Ordnung  mittels  partlkn- 
larer  Lösungen  der  verkflnten  CHeichnng.  Hier  ist  die 
geeignete  Stelle,  um  die  in  Nr.  805  und  806  über  lineare  Diffe- 
rentialgleichungen gemachten  Bemerkungen  nach  einigen  Rieh» 
tungen  hin  zu  vervollständigen. 

Wie  in  Nr.  805  liege  eine  allgemeine  lineare  Differential- 
gleichung r*"  Ordnung  vor: 

(1)    »<^^  =-  fo{^)y  +  fiix)y'  +  -'  +  fr^x{x)f^''^)  +  F{x). 

Damals  wurde  gezeigt,  daß  man  sie  mitteb  der  Methode  der 
Variation  der  Konstanten  durch  Quadraturen  integrieren  kann, 
sobald  man  die  allgemeine  Losung  0  der  zugehörigen  verkürzten 
linearen  Differentialgleichung 

(2)       ^-)  -  f,{x)0 + f,{x)z  +  •  ■  •  +  /;.i(^)^-*> 

kennt.    Aber  auch  dann,  wenn  nicht  diese  allgemeine  Lösimg 

S6rT«t-Seh6fferi,I>iff.-u.Integr.-BMlin.  in.  4.ii.6.Aofl.     88         [846    947 
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0,  sondern  nur  einige  linear   unabhängige   Partikularlösungen 

Yon  (2)  bekannt  sind^  werden  wir  daraus  für  die  Integration  der 
Differentialgleichung  (1)  Vorteile  ziehen,  nämlich  die  Ordnung 
der  Gleichung  (1)  um  so  viele  Einheiten  erniedrigen,  als  die  An- 
zahl 8  der  bekannten  Partikularlösungen  von  (2)  beträgt;  außer- 
dem sind  noch  s  Quadrcd/uren  nötig.  Die  lineare  Unabhän- 
gigkeit der  bekannten  Partikularlösungen  findet  ihren  Aus- 
druck nach  Nr.  785  darin,  daß  die  Wronshische  Determinante 


(3) 


D 


Vi 


9% 
9i' 


W-*^    <p,(-») 


9. 


9. 


(.-1) 


nicht  identisch  gleich  Null  ist. 

Das  Verfahren  ist  ähnlich  wie  in  Nr.  805:  Wir  bilden 
nämlich  die  Funktion 

(4)       y,=  (pi(x)ui(x)  +  <p,(x)u,{x)  +  •'■  +  v.(«)«*,(«) 

und  unterwerfen  darin   die  s  Funktionen  niti*t>  •  •  • «,  ^on  x 
den  8  —  1  Bedingungen: 

Vi«!'  +  fiVt         +■■■  +  9.«/         =  0, 
9i\'  +  9i\'        H 1-  9.'«/        =  0, 


(5) 


während 

(6)         9i<-i)mi'  +  9,<'-*>M,'  +  •  •  •  +  9),<-*>m/  =  r(«) 

gesetzt  sei.  Mit  anderen  Worten:  Wenn  D^  die  zum  Jif^ 
Element  der  letzten  Zeile  gehörige  ünterdeterminante  der 
Wronskischen  Determinante  D  bedeutet,  sollen  unter  w^',  u^'t 
. . .  u/  die  8  Funktionen  verstanden  werden: 


0) 


u, 


D 


(*  -  1,  2,  .  .  .  5). 


über    die    Funktion    Y   von   x    behalten    wir    uns    die   Ver- 
fügung Yor.   Für  y  gelten  nun  nach  (4)  und  mit  Rücksicht  auf 
(5)  die  Formeln: 
847] 
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y  -  Vi«! 

+  %«» 

+  •  •  •  +  SP.«,, 

y'  "=  9>i'«i 

•      ■      •      • 

+  •  •  •  +  9/«., 

(8) 

Dagegen  kommt  mit  Rücksicht  auf  (6): 

(9)  y<*)  «  9iW«i  +  y,C)Mj  +  . . .  +  9;')t«,  +  F. 

Differenziert  man  diese  Formel  wiederholt,  indem  man  die 
Werte  (7)  der  Ableitungen  yon  u^,  t^,, . . .  u,  benutzt,  so  sieht 
man,  daß  sich  die  Ableitungen  höherer  als  s^^  Ordnung  von 
y  so  darstellen: 

(10)  y<'+*)  -  yi^'+*^Wi  +  y2^'+*>Ua  +  •  •  •  +  9/'+*^ti,  +  cDjk, 

wobei  {Djt  eine  ganze  lineare  homogene  Funktion  von  T",  Y', .  •  •  F<*^ 
ist  mit  Koeffizienten,  die  ihrerseits  bekannte  Funktionen  von  x 
sind,  weil  sie  sich  durch  qp^  ^jy  •  •  *  9?,  und  ihre  Ableitungen 
ausdrücken.  Insbesondere  tritt  Y^^^  in  Oj^  mit  dem  Koeffizienten 
Eins  auf. 

Wir  verlangen  nun,  daß  die  durch  (4)  definierte  Funktion 
y  von  X  die  Differentialgleichung  (1)  erfülle,  und  setzen  des- 
halb die  Werte  (8),  (9)  und  (10)  in  (1)  ein.  Dabei  ist  zu  be- 
achten, daß  nach  (2) 

9^'^  -  fo<Pk  +  fi9>k  +'-+  fr-i9k^'''^    (Ä  =  1,  2, . . .  s) 

ist.  Infolgedessen  heben  sich  in  der  hervorgehenden  Gleichung 
die  mit  u^,  u^,  ,  , .  u^  behafteten  Glieder  fort,  so   daß  bleibt: 

Weil  nun  a>i,  cd^,  . . .  a)^_,  die  vorhin  angegebenen  Formen 
haben,  ist  dies  eine  lineare  Differentialgleichung  von  gerade 
(r  —  s)^  Ordnung  für  die  Funktion  F. 

Hat  man  ihre  allgemeine  Lösung  Y  als  Funktion  von  x 
und  von  r  —  8  willkürlichen  Konstanten  C,^,,  (7,^,,  . .  .  C^ 
gefunden,  so  folgt  aus  (7): 

(12)  ^^^/^  ^^^  +  ^*         (*  -  1,  2, .  . .  s\ 

wobei  die  Quadraturen  von  bestimmten  unteren  Ghrenzen  an  aus- 
zuführen sind  und  Cj,  C^,  ...  C^  willkürliche  Konstanten  be- 
deuten.   Nach  (4)  ist  schließlich 
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(13)  y  -  2  ^*  [d  ^^*  +  2}  VuCu 

eine  Lösung  der  vorgdegtm  DifferenHalgleiehung  (1). 

Sie  enthält  r  willkürliche  Konstanten  0^,  C^, . .  .  C^,  von 
denen  die  r  —  5  letzten  in  T  auftreten.  Daß  sie  die  aUge- 
meine  Lösung  yon  (1)  ist^  folgt  daraus^  daß  die  f&r  y^  y',  . . . 
y(''-^)  hervorgriienden  Werte  voneinander  hinsichtlieh  C^,  C^, 
.  . .  C^  unabhängig  sind.  Dies  lafit  sich  so  bewosen:  Für  y 
und  die  Ableitungen  y',  y\  .  . .  y^'^"^)  gelten  die  Oleichungen  (8), 
(9)  und  (10).  Die  s  Gleichungen  (8)  sind  wegen  D  +  0 
nach  C^j  C^, '  •  *  C^  auflösbar.  Da  diese  s  Eonstanten  nur  in 
Ulf  u^y , .  .u^  auftreten,  eliminiert  man  sie,  indem  man  ti^jU^, 
, .  .u^  aus  den  s  Gleichungen  (8)  berechnet  und  in  die  übrigen 
Gleichungen  einsetzt.  Die  verbleibenden  r  —  s  Gleichungen 
haben  die  Form: 


(14) 


(r-l; 


^r-J-l  "T  ®,.-*-U 


worin  A^,  X^, .  .  .  il,._,_i  von  y,  y', .  •  y^*'^\  ^^^  ^^^  Funktionen 
9^1,  fPi,  . .  •  (Ps  ^"id  ihren  Ableitungen  bis  zur  {s —  1)*^  Ord- 
nung abhängen;  also  jedenfalls  von  allen  willkürlichen  Kon- 
stanten frei  sind.  Die  nach  der  Elimination  von  Oj,  (7,, . . .  C, 
übrig  gebliebenen  r  —  s  Gleichungen  (14)  enthalten  mithin  die 
r  —  $  willkürliehen  Konstanten  C^^i,  (7,^2, ...  C^  nur  noch  in 
r,  ©1,  ...a}^_,_i.  Da  nun  aj^,  wie  gesagt,  eine  ganze  lineare 
Funktion  von  Y,  T', . . .  FW  ist,  in  der  FW  den  Koeffizienten 
Eins  hat,  lassen  sich  die  Gleichungen  (14)  nach  F,  Y%  . ,, 
FC—-')  auflösen.  Aber  F,  F', . .  .  F('— "»>  sind  hinsichtUch 
C,^i,  C,^2>  •  •  •  ^r  voneinander  unabhängig,  weil  F  die  allge- 
meine Lösung  der  linearen  Differentialgleichung  (r  —  s)^  Ord- 
nung (11)  bedeutet.  Mithin  sind  die  Gleichungen  (14)  nach 
0,^.1,  C,^,, ...  (7^  auflösbar,  was  allein  noch  zu  beweisen  war. 
Somit  gilt  der 

8ai0  18:  Die  Intejpration  einer  allgemeinen  linearen  Diffe- 
rentialgleichung Y^  Ordnung  verlangt,  faUs  schon  s  (<  r)  linear 
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ige  ParHhdarlösungen  der  0ugdiörigen  verhärgten  Glei- 
ckung  bekannt  sind,  nur  noch  die  Integration  einer  linearen 
Differentiaigleidiung  (r  —  s)*^  Ordnung  und  s  Quadraturen. 

Da  die  Fonktionen  cDi,  cd,,  . . .  o^_,  in  F,  Y\, , ,  y(''-*) 
linear  und  homogen  sind^  erkennt  man,  daß  die  DifiPerential- 
gleichnng  (11)  eine  verkürzte  ist,  wenn  F  verschwindet, 
d.  h.  (1)  selbst  verkürzt  ist.    Demnach  schließen  wir: 

SatB  19:  Die  Integration  einer  verkürzten  linearen  Diffe- 
rentialgleichung r*^  Ordnung  verlangt^  faRs  schon  s  (<  r)  linear 
unabhängige  Partikularlöeungen  von  ihr  bekannt  sind,  nur  noch 
die  Integration  einer  verkürzten  linearen  Differentialgleichung 
(r  —  s)*^  Ordnung  und  s  Quadratwren. 

Beispiel:  Liegt  eine  allgemeine  lineare  Differentialglei- 
chung zweiter  Ordnung 

(16)  y"-/;(«)y  +  ^i(»)y'  +  J'(«) 

vor,  und  kennt  man  eine  Partikularlösung  z  •^  (p{x)  der  zu- 
gehörigen verkürzten  Gleichung 

/'-/o(«>+/i(«y. 

so  kommt  die  Integration  nach  Satz  18  auf  die  einer  linearen 
Differ^tialgleichung  erster  Ordnung  zurück,  die  nach  Nr.  716 
durch  Quadraturen  integriert  werden  kann.  Demnach  sind  in 
diesem  Falle  überhaupt  nur  Queidraturen  erforderlich.  Wie  sich 
hier  das  allgemeine  Verfahren  darstellt,  sei  noch  kurz  ange- 
geben: Nach  (4)  wird  y^<pu  gesetzt  und  nach  (6)  wegen  ^^^  1: 

(16)  tpu'  -  r. 

Nach  (9)  ist  femer: 

Hieraus  folgt  durch  Differentiation  mit  Rücksicht  auf  (16): 

Setzt  man  die  Werte  von  y,  y  und  y"  in  (15)  ein,  so  heben 
sich  die  mit  u  behafteten  Glieder  fort,  und  es  kommt  für  Y 
die  lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung: 


^'-(f^-i)^+^' 


Hat  man  sie  nach  Nr.  716  mittels  zweier  Quadraturen  voll- 
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ständig  integriert,  wobei  eine  willkürliche  Eonstante  O,  auftritt^ 
so  wird  mittels  einer  Quadratur  nach  (16)  noch 

u^J^dx  +  C, 

berechnet  und  schließlich  y  ^  <pu  gebildet. 

Ein  anderes  Beispiel  hierzu  werden  wir  in  Nr.  849  bringen. 

848.^)  Ableitiing  desselben  Ergebnisses  mittels  In- 
flnlteshnaler  Transformationen.  Wenn  wieder  eine  lineare 
Differentialgleichung  r^  Ordnung 

(1)    y''  -  /o(«)y  +  /i(«)/  +  •  •  •  +  /;-!(«)»<'- ')  +  H"^) 

vorliegt  und  8  linear  unabhängige  Partiknlarlösungen  fPi,  ^^j  -  -  ■ 
q>,  der  zugehörigen  yerkfirzten  linearen  Differentialgleichung 

(2)  d^)  -  f,(x)0  +  /;(a:)/  +  . . .  +  /;^i(a?)^^-^) 

bekannt  sind^  ist  zunächst  Ci(pi(x)  eine  Lösung  von  (2),  wie 
auch  die  Konstante  G^  gewählt  sein  mag.  Nach  Satz  11  yon 
Nr.  805  ist  mit  y  also  auch  stets  y  +  Ci(p{x)  eine  Losung 
von  (1).   Aber  die  Gleichungen 

(3)  s=^x,    y-y  +  ^^iW 

stellen  eine  eingliedrige  Gruppe  dar  (vgl.  Nr.  731  u.  734),  denn 
wenn  man  nacheinander 

ansetzt,  gibt  die  Elimination  von  x^  und  x^  aus  den  beiden 
letzten  Gleichungen  mittels  der  beiden  ersten: 

^2=-^;  yi-y  +  (ti  +  h)9>i(^)f 

und  diese  Gleichungen  haben  wieder  die  allgemeine  Form  (3). 
Da  X  bei  der  eingliedrigen  Gruppe  (3)  ungeändert  bleibt,  kann 
man  also  sagen:  Jede  Lösung  y  von  (1)  gelit  bei  allen  Trans- 
formationen der  eingliedrigen  Gruppe  wieder  in  Lösungen 
von  (1)  über.  Die  DifferenHalgleichung  (1)  gestattet  deshalb  die 
infinitesimale  Transformation  der  Oruppe,  nämlich: 


1)  Diese  Nummer  kann  überschlagen  weiden,  vgl.  die  Anmerkong 
anf  8.  182. 
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Da  liier  |  =-  0  und  rj  =  Vi{x)  ist,  gibt  (3)  in  Nr.  811  sofort 
fii'^  tp^'{x),  so  daS  man  zur  Berechnung  der  Differentialin- 
Varianten  Jq  und  J^  yon  nullter  und  erster  Ordnung  nach  (2) 
ebenda  das  System 

dx dy    dy' 

T  ■"  (^Jx)  "^  y7(«) 
erhält,  dem  offenbar  die  Integrale 

zukommen.  Wenn  nun  J^  und  J^  als  unabhängige  und  ab- 
hängige Veränderliche  eingeführt  werden,  muß  die  Differential- 
gleichung (1)  nach  Nr.  813  in  eine  von  nur  noch  (r  —  1)**' 
Ordnung  übergehen.  Da  J^  gleich  x  selbst  ist,  braucht  man 
nur  die  neue  abhängige  Veränderliche 

(4)  ^.y'-l^y-y'-y^ 

einzuführen.  Weil  sich  \f,  \)'\  . . ,  t)^^"^^  als  lineare  homogene 
ganze  Funktionen  von  y,  y',  • . .  ^''^  darstellen,  leuchtet  ein,  daß 
die  für  tf  hervorgehende  Differentialgleichung  (r  —  1)**'  Ord- 
nung wieder  linear  ist  und  dasselbe  letzte  Glied  F(x)  hat. 

Zuerst  lag  eine  lineare  Differentialgleichung  r^*'  Ordnung 
für  y  vor,  und  es  war  mit  y  auch  stets 

y  +  C,q>i{x)  +  C^(p^(x)  +  •  •  •  +  C,<pXx) 

eine  Lösung  von  ihr,  wie  auch  die  Eonstanten  CJ^,  G^y  ... 
C,  gewählt  sein  mochten.'  Jetzt  gilt  Entsprechendes:  Für  t)  liegt 
eine  lineare  Differentialgleichung  (r  —  1)**'  Ordnung  vor,  und 
aus  (4)  folgt,  daß  mit  \)  auch 

oder  also 

eine  Lösung  ist.  Demnach  treten  jetzt  an  die  Stelle  von  y,  r 
und  8  die  Bezeichnungen  t),  r  —  1  und  8  —  1  und  an  die  Stelle 
der  8  Funktionen  Vi,  Vt,  -  -  -  Vt  ^®  8  —  1  Funktionen: 


,  d  In  9,  ,  dlnq>. 
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Sie  Bind  wiederum  linear  unabhängig.  Sonst  nämlich  müßte 
es  «  —  1  nioht  sämtlich  verschwindende  Konstanten  ^y  c,, . . . 
c^  derart  geben,  daß 

Cftf  H +c,if,^0 

wäre,  woraus  sofort 

dx  dx 

also 

CjV,  +  •  •  •  +  c,9,  =  konst.  g), 

folgen  würde,  was  nicht  sein  kann,  weil  719  9>S9  •  -  •  9^«  nach 
Voraussetzung  Unear  unabhängig  sind. 

Mithin  liegt  jetzt  genau  dieselbe  Problemstellung  wie  zu 
Anfang  vor,  nur  sind  die  Zahlen  r  und  .s  um  je  eine  Einheit 
verringert.  Daher  kann  derselbe  Schluß  wiederholt  werden. 
Insgesamt  kann  man  «-mal  dieselbe  Folgerung  machen.  Schließ- 
lich gehmgt  man  zu  einer  linearen  Differentialgleichung  (r  —  5)*" 
Ordnung.  Dies  Verfahren  führt  demnach  zu  demselben  Ergeb- 
nisse  wie  das  in  voriger  Nummer,  da  man  anch  Schritt  för 
Schritt  dasselbe  letzte  Glied  F{x)  bei  der  Differentialgleichung 
wieder  bekommt. 

848.  Anwendnng  der  Integrationsmefhode,  die  bei 
konatanten  Koeffliienten  gilt,  auf  einen  anderen  FalL 
Nach  Satz  12,  Nr.  806,  läßt  sich  eine  verkürzte  lineare  Diffe- 
rentialgleichung r*^  Ordnung 

(1)  y<'->  -  o^y  +  a^y'  +  a,y"  +  •  •  •  +  ar-i»<^-^) 

mit  hmslanten  Koeffizienten  mittels  Exponentialfunktionen  inte- 
grieren. Dabei  braucht  man  die  Wurzeln  q  der  ckaräUeristi' 
sehen  Gleichung: 

(2)  p'"  —  »0  +  ^?  +  »iP*  +  •  •  •  +  ar-i^''-^ 
Ist  eine  tn-fache  Wurzel  p  vorhanden,  so  sind 

m  linear  unablmngige  Partikularlösungen,  so  daß  (1)  durch  die 
Funktion 

(3)  y  =-  (cb  4-  qx  +  . . .  f  c„^^af-^)eff' 

mit  willkürlichen  konstanten  KoefSzienten  e^,  q,  .  .  .  c^_^  be- 
friedigt wird.  Wir  lenken  nun  die  Aufmerksamkeit  darauf  wie 
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die  Beiriedigimg  zustande  kommt:  Vermöge  der  Substitution 

(3)  werden  beide  Seiten  von  (1)  linear  nnd  homogen  in  Cq^c^,.,, 
c;„.j.  Die  mit  irgendeinem  c^  behafteten  Glieder  anf  beiden 
Seiten  der  Gleichung  sind  femer  rationale  ganze  Funktionen 
Yon  Xf  und  die  mit  derselben  Potenz  Ton  x  und  mit  demselben 
Ck  behafteten  Glieder  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  stimmen 
deshalb  überein,  weil  q  eine  m-fache  Wurzel  der  Gleichung  (2)  ist. 

Hieraus  läßt  sich  ein  neuer  Schluß  ziehen: 
Es  liege  eine  yerkürzte  lineare  Differentialgleichung  r^' 
Ordnung 

(4)  y('>  -  /o(«)y  +  fx(.x)i/ +  ■  ■  ■  +  f,_,  {x)rfr-^) 

vor,  deren  Koeffizienten  nicht  sämtlich  konstant  sind.  Ent- 
sprechend (2)  sei  die  Gleichung  für  q  gebildet: 

(5)  qr  =  f,{x)  +  f,(x)(f  +  ■ . .  +  r-H^)p'-'. 

Im  allgemeinen  wird  sie  keine  konstante  Wurzel  q  haben. 
Wenn  sie  aber  eine  etwa  m-fache  konstante  Wurzel  q  hat,  folgt 
wie  vorher,  daß 

efi',    xefi'y  .  .  .    sf'-^eff' 

m  linear  unabhängige  Partikularlösungen  sind.  Der  Schluß 
wäre  nickt  statthaft  für  eine  von  x  abhängige  Wurzel  q,  weil 
dann  die  Ableitung  von  e^'  nicht  mehr  gleich  q€^*  wäre. 

Der  soeben  gekennzeichnete  Fall  tritt  in  der  Tat  zuweilen 
ein,  und  dann  kann  man,  weil  m  linear  unabhängige  Partiku- 
larlösungen bekannt  sind,  die  Ordnung  der  Differentialgleichung 
nach  Nr.  847  um  m  Einheiten  erniedrigen. 

Beispiel:  Bei  der  verkürzten  linearen  Differentialgleichung 
vierter  Ordnung 

(6)  y^. ;py  +  (3a;+l)y'-3(a;+l)y"+(a:  +  3)y'" 

lautet  die  Gleichung  (5)  so: 

(p-l)»(9-«)-0. 

Sie  hat  die  dreifache  konstante  Wurzel  (i » 1.  Man  kennt  also 
drei  Partikularlösungen: 

(7)  Vi^  ^f  ■  Vi^  ^^7    Vz  ^  ^*^- 

Daher  kann  man  die  Ordnung  der  Differentialgleichung  um 
drei  Einheiten  erniedrigen,   so   daß  man  zu   einer  verkürzten 
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linearen  Differentialgleichang  erster  Ordnung  kommt,  die  sich 
naoh  Nr.  716  durch  eine  Quadratur  erledigen  läßt  Nach  (3) 
in  Nr.  847  ist: 

Ix  rr* 


D^^ 


-2c»» 


1     l  +x        2x  +  x* 

1     2  +  x    2  +  4x  +  a^ 
und: 

Mithin  gibt  (7)  ebenda: 

(8)         <-ya?«e-'r,     V-^aJc-'Y,    <«J-c-*r. 

Nun  setzen  wir  nach  (9)  in  Nr.  847,  weil  ^  »  3  ist: 

y  "=91  «*i  +  9«  «*8  +  v$  «s  +  J^- 

Hieraus  folgt  durch  Differentiation  wegen  (7)  und  (8): 

Nach  (10)  in  Nr.  847  ist  also  m^  gleich  3  F  +  T,  so  daB  die 
Differentialgleichung  (11)  in  Nr.  847  lautet: 

3Y+  r«(a;  +  3)r. 
Mithin  kommt: 

— T —  =»  X     oder      Y  ^  C^e      , 

wobei  C/^  eine  willkürliche  Eonstante  bedeutet.  Nach  (12)  und 
(13)  in  Nr.  847  ist  deshalb  die  allgemeine  Losung  der  Diffe- 
rentialgleichung (6) 

dff  2  2 

y  =  C(4C*  y  /  a:*c  *    'dx-'X  j  xe  '    ' dx  +  Y^ h        'dx\ 

+  (C,  +  C^x  +  G^x')e, 

Hier  sind  0^  C^,  C^  die  drei  übrigen  Integrationskonstanten. 
Man  kann  die  drei  Quadraturen  in  eine  zusammenfassen,  nach- 
dem man  die  Veränderliche  unter  dem  Integralzeichen  etwa 
mit  0  statt  X  benannt  hat.  Wenn  man  außerdem  eine  andere 
Konstaute  G^  einführt,  kommt  schließlich: 

y  =  c'  [(7,  +  C^x  +  C^x^  +  G^f(x-0ye^^'-'^"dz] . 

0 
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8B0.  Nioht  yerkflnte  lineare  Dlfferentialglel- 
ohimgen  mit  konstanten  Koeffisienten.  Wenn  eine  line- 
are Differentialgleichnng  r^'  Ordnung 

(1)  f^r)^^y^^^^,,,^  a,  -iy<'-i)  +  F(x) 

Yorliegty  in  der  a^,  a^,  .  .  .  ar^i  konstant  sind^  laßt  sich  die 
zugehörige  verkürzte  Gleichung 

(2)  0^^)  —  a^^  +  ^^'  H 1-  Är-iiP^'""^^ 

nach  Nr.  806  yoUstandig  integrieren.  Sind  g>i,  (p%,  >  -  '  (Pr  die 
somit  bekannten  r  linear  tinabhangigen  Lösungen  von  (2)^  so 
kann  man  nach  der  in  Nr.  805  entwickelten  Methode  der  Va- 
riation der  Konstanten  die  allgemeine  Losung  Ton  (1)  durch 
Quadraturen  ermitteln. 

Wenn  z.  B.  die  charakteristische  Gleichung 

(3)  P''  — ao  +  aip  + •••  +  ar-i(>''-^ 

Ton  (2)  lauter  yerschiedene  Wurzeln  Qi,  Q%9  -  »  -  Qr  hat;  ist: 

Nach  (7)  in  Nr.  805  setzt  man: 

1      1    .    .    1     ! 


D- 


9t     Q% 


«-'  «"' 


Qr 


c(ei+e»+-  •  +  ?r)*. 


(fr-' 


Die  hierin  auftretende  Determinante  ist  das  Produkt  aller 
Differenzen  Qi^-Q^,  wobei  i<k  ist;  und  fflr  die  Unterdeter- 
minanten D^f  D^y  .  .  .  D^  der  Elemente  der  letzten  Zeile  von 
D  gilt  Ähnliches.     Daraus  folgt  z.  B.: 

Dl  ^  _?!!!' 

-D     ""    (?i  —  Qt)  IQx  —  ?»)  •  •  •  IQi  —  ^r)  ' 

also  nach  (8)  in  Nr.  805: 

*'  ^^^       {Qi  -  9.)  te,  -  P.) .  .  .  (V~  Pr) ' 

wobei  das  Litegral  yon  einer  bestimmten  unteren  Grenze  an 
genommen  werden  kann.  Der  Nenner  läßt  sich 'kürzer  schrei- 
ben.   Setzt  man  nämlich 

(4)  a>(p)  -  (>'*-  ar^iQ""-^ »iP  -  «07 
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BO  ifit: 

®(P)  "-  (P  -  ?l)  (P  -  Pf)  •  •  •  {Q-9r)' 

Mithin  hat  man 

«  (Pi)  -  (*i  -  9%)  (Qi  -  ft)  •  •  •  {9i  -  Pr). 


also: 


*i(^)  •=  V7^)- J  l^(i?)i5-^-rfa;. 


Entsprechende  Werte  gehen  für  tti^))  •  •  •  tri^)  hervor,  so  daß 
die  allgemeine  Losung  yon  (1)  nach  (9)  in  Nr.  805  ist: 

r  r 

(5)  y-  ^C,e**«+^4^/j'(a!)«-»-rf«. 

1  1 

Dabei  sind  C^,  C^y  .  ,  .  C^  die  Integrationskonstanten. 

Man  kann  anch  für  den  Fall^  wo  die  charakteristische 
Gleichung  (3)  mehrfache  Wurzehi  hat,  den  Ausdruck  fttr  die 
allgemeine  Lösung  von  (1)  entwickeln,  doch  verzichten  wir 
darauf.  Man  kommt  in  jedem  einzelnen  Falle  nach  dem  in 
Nr.  805  angegebenen  Verfahren  zum  Ziele. 

8B1.  Bine  besondere  lineare  DUSsrentlalgleiohiuiflf. 
Vorgelegt  sei  die  lineare  Differentialgleichung  r^'  Ordnung 

(1)     ^'' + nh^^'-'' + •  •  •  +  (s^y  -  ^(^)' 

worin  a,hy  A^y  A^^ , , ,  Ar  Eonstanten  bedeuten  und  das  Glied 
mit  y^^  den  Divisor  {ax  +  hf"^  hat.  Diese  Gleichung  lafit  sich 
in  eine  mit  konstauten  Koeffizienten  verwandeln,  also  nach  der 
vorigen  Nummer  vollständig  integrieren,  indem  man  vermöge 

(2)  aic  +  ft-c* 

eine  neue  unabhängige  Veränderliche  t  einführt^  denn  es  kommt: 

,/^—l—^      m"-        g'        /d»y        dy\ 

Es  ist  indessen  nicht  nötig,  diese  Transformation  wirklicli 
auszuführen.  Man  kann  nämlich  die  allgemeine  Lösxmg  der 
zugehörigen  verkürzten  Gleichung 

(3)  ^e-)  +  --tx  ^'- *)  +  •••  +   ,      \.^r  ^  -  0 

so  gewinnen:  Würde  man  hierin  t  statt  x  als  unabhängige  Ver- 
änderliche einführen,  so  würde  eine  verkürzte  lineare  Dififeren- 
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tialgleichnng  r^  Ordnung  mit  konstanten  Koeffizienten  her- 
Yorgehen,  die  also  Partiknlarlösangen  von  der  Form 

hätte^  wenn  p  eine  m-fache  Wnrzel  der  charakteristischen  Glei- 
chung wäre.  Nach  (2)  müßte  also  die  Gleichnng  (3)  Parti- 
knlarlösnngen  von  der  Form 

haben.  Man  wird  also  Ton  vornherein  darauf  ausgehen ;  alle 
Partikularlösungen  yon  (3)  von  der  Form 

;er  =  (aa:  +  Vf  [In  {ax  +  6)]» 

zu  bestimmen^  indem  man  diesen  Wert  geradezu  in  (3)  einsetzt. 
Nachdem  so  (3)  vollständig  integriert  worden  ist,  kann  man 
nach  dem  in  Nr.  805  angegebenen  Yer&hren  die  allgemeine 
Losung  von  (1)  durch  Quadraturen  bestimmen. 

Beispiel:  Die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

(4)  a;V-(2a-l)a?/+a*^  =  0,     " 

worin  a  konstant  sein  soll,  gehört  zu  denen  von  der  Form  (3), 
indem  ax  +  b  hier  gleich  x  ist.     Man  setzt  deshalb 

in  (4)  ein  und  erhält,  da  der  Faktor  x^(laxY''^  herausfällt: 
(^  —  a)*(lna:)H  2«(<>  -  «) Ina:  +  w(w -  1)  -  0 . 

Diese  Gleichung  kann  nur  dann  bestehen,  weim  einzeln 
(p-«)««0,    n((>-a)=:0,    w(n-l)-0 

ist  Demnach  muß  p»a  und  n»0  oder  n-^l  sein,  so  daß 
X!"  und  x^hix  die  beiden  Partikularlösungen  sind  und 

die  allgemeine  Lösung  von  (4)  mit  den  Integrationskonstanten 
Ci  und  C^  vorstellt. 
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Siebentes  Kapitel. 

Systeme  erster  Ordnung  von  linearen  partiellen 

Differentialgleicliungen. 


§  1.  Lineare  Diffei^entialgleiehungen. 

852.  Vorbemerkungen.  Nachdem  wir  die  Theorie  der 
gewöhnlichen  Differentiatgleichangeii  bis  zu  einem  gewiBsen  Ab- 
schlüsse yerfolgt  haben,  wenden  wir  uns  zu  AAnpartieüen  Diffe- 
rentialgleichungen, denen  dies  und  das  nächste  Kapitel  gewid- 
met werden  solL  Das  Ziel,  das  wir  dabei  im  Auge  behalten, 
wurde  schon  zu  Anfiing  von  Nr.  673  erwähnt:  Die  Aufgabe 
der  Integration  partieller  Differentialgleichungen  soll  darauf 
zurückgeführt  werden,  ihnen  zugeordnete  oder  mit  ihnen  äqui- 
valente Systeme  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  zu 
integrieren. 

Nach  Nr.  669  hat  eine  partielle  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  für  eine  unbekannte  Funktion  e  von  n  unabhängigen 
Veränderlichen  x^,  x^, . .  .x^  die  allgemeine  Form 

(1)  F{x,,  x,,..,x,,ß,  j-,  ^,...  ä^)-0. 

Die  unbekannte  Funktion  wollen  wir  e  und  nicht  y  nennen, 
um  später  gewisse  Schwierigkeiten  in  den  Bezeichnungen  ver- 
meiden zu  können. 

In  dem  gegenwärtigen  Kapitel  beschäftigen  wir  uns  mit 
den  linearen  partieUen  Biffermtialgleichungen  erster  Ordnung. 
So  heißt  die  Differentialgleichung  (1),  sobald  ihre  linke  Seite 
eine  ganze  lineare  Funktion  hinsichtlich  der  partiellen  Ab- 
leitungen von  z  ist^  d.  h.  wenn  die  Oleichimg  die  Form 

(2)  c,  (x,, ...  a;„  ir)  -g^  +  •••  +  «,  («i  ,...«„«)  yj^  -  /J  («„...  a;„  «) 
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hsA,  wo  o^,  Ol, . . .  a„.  und  ß  Funktionen  der  n  +  1  GFrößen 
Xi,  x^, . . .  x^  und  z  bedeuten. 

Es  kann  Torkommen,  daß  alle  n+l  Funktionen  a^,  c^, 
. . .  ce.  und  ß  gleich  Null  werdeo,  sobald  man  darin  für  g  eine 
gewisse  Funktion  tp  von  x^^  x^j . .  ,x^  einsetzt.  Dann  wird  die 
öleicbung  (2)  durch  z^tp  befriedigt,  so  daß  also  diese  Funk- 
tion jBT  B"  9  zu  ihren  Lösungen  gehört.  Derartige  Lösungen^ 
die  man,  wenn  sie  überhaupt  vorhanden  sind,  offenbar  durch 
Elimination  und  Substitutionen  findet,  sollen  singtdär  heißen. 
Ihnen  stehen  die  regulären  Lösungen  gegenüber,  nämlich  die- 
jenigen Funktionen  e  von  Xi,  x^, , . .  x^j  die  der  Gleichung  (2) 
Genüge  leisten,  ohne  alle  n+1  Funktionen  c^n  o^s;  •  •  •  <^»  und  ß 
einzeln  zum  Verschwinden  zu  bringen. 

Eine  besondere  Art  Ton  linearen  Differentialgleichungen  (2) 
sind  die  verkürzten  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung: 

(3)  a^(x^, . .  .  a?„,  ^)  ^  +  . . .  +  a^(x^, . . .  x^,  ^)-^-  0, 

nämlich  diejenigen,  deren  rechte  Seiten  gleich  Null  sind.  Der- 
artige Gleichungen  werden  augenscheinlich  befriedigt,  sobald 
man  für  z  irgendeine  Konstante  setzt.  Die  Lösungen  z  *==  konst. 
wird  man  deshalb  als  trivial  bezeichnen. 

Schließlich  sind  unter  den  verkürzten  Gleichungen  (3) 
diejenigen  von  besonderer  Bedeutung,  in  denen  die  Koeffizienten 
cKj,  Oj, . . .  a^  nur  von  x^^  x^, , . .  x„,  dagegen  nicht  von  der  un- 
bekannten Funktion  z  abhängen.  Sie  heißen  homogene  lineare 
partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  Aus  einem 
Grunde,  der  in  Nr.  854  einleuchten  wird,  ist  es  zweckmäßig, 
die  gesuchte  Funktion  in  diesem  Falle  anders  als  z  zu  nennen. 
Bezeichnen  wir  sie  etwa  mit  f  so  ist  die  allgemeine  Form 
einer  homogenen  linearen  partiellen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  diese: 

(4)  «i(iri, . . .  ajj  -^  +  a,(a;i, . . .  a: J  -^  +  •  •  • 

+  a.(a?i,...irJ^-0. 

Leistet  eine  Funktion  f  von  x^^  x^, . .  .x^  der  Gleichung  (4) 
Genüge,  so  gilt  dasselbe  von  jeder  differenzierbaren  Funktion  F 
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Ton  f  allein,  da 

ist.    Ja  noch  mehr:    Wenn  o^,  (D|,  . . .  a>„  Lösungen  von  (4) 
sindy  also  die  m  Gleichungen 

besfaAm,  m<  ouc^  jeefe  differeneterlare  Funktion  F  von  (d^,  &^j 
. . .  d^  aüein  eine  Lösung  von  (4).    Dezm  wegen 

geht  durch  Multiplikation  der  Gleichung  (5)  mit  dFica^  und 
durch  Summation  über  k  yon  1  bis  m  die  Gleichung 

dF    ,        BF    ,  ,         ^^       A 

hervor. 

Schließlich  erhellt  noch  ohne  weiteres,  daß  homogene 
Gleichungen  (4)  nie  singulare  Lösungen  haben. 

853.  Homogene  lineare  partielle  Dlfferentlalglei- 
ohnngen  erster  Ordnung.  Schon  in  Nr.  763  begegnete  uns 
eine  verkürzte  lineare  partielle  Differentialgleichung^  die  zu  den 
homogenen  gehört.  Damals  nämlich  ergab  sich  im  redien 
Gebiete,  daß  die  Integrale  eines  n-gliedrigen  Systems  in  der 
Normalform 

^  -  ft(^,  Vu  Ä, . . .  yj         (t- 1,  2, . . .  n) 
mit  den  Lösungen  U  der  partiellen  Differentialgleichung 

-j^+fiK^y  Vu  •  y«)  "ai^  +  •  •  •  +fn{^iy  yi;  •  •  •  y«)  ^^  -  ^ 

übereinstimmen.  In  dieser  partiellen  Differentialgleichung  spie- 
len ^}  tfi,  y%f  •  *  *  y„  die  Rolle  yon  n  +  1  unabhängigen  Ver- 
änderlichen; und  da  die  Koeffizienten  fx9  f%}  -  -  -fn  ^^^  ^^^  ihnen 
und  nicht  auch  yon  Sl  abhängen,  liegt  in  der  Tat  eine  homo- 
gene Gleichung  yor.  Nach  Satz  3  yon  Nr.  763  hat  diese  Diffe- 
rentialgleichung n  insbesondere  hinsichtlich  Vu  y^^  -  -  *  y^  ^^^' 
einander  unabhängige  Lösungen^  und  jede  andere  Lösung  ist 
eine  Funktion  yon  ihnen. 
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Nehmen  wir  nan  .die  Anzahl  n  statt  n  +  1  an,  indem  wir 
die  unabhängigen  Veränderlichen  mit  x^y  x^j .  . ,  x^  bezeichne 
so  ergibt  sich,  daß  die  Lösungen  Q»  der  homogenen  linearen 
partiellen  Differenüalgleichnng  erster  Ordnung 

identisch  sind  mit  den  Integralen  des  (n—l)-gliedrigen  Systems 
in  der  Normalform 

(2)  -J.^f^(x^^  a;,, . . .  a?J        0'-2,  3, . . .  ») 

und  es  n— 1  gerade  hinsichtlich  x^y  x^, . , ,  x^  yoneinander  im- 
abhangige  Losungen  Sl  gibt  Die  n-— 1  Funktionen /^3,  fsf'fn 
koimen  auf  mannigfache  Art  als  Quotienten 

f^'^tt^  0--2,3....n) 

mit  gemeinsamem  Nenner  a^  dargestellt  werden.  Dann  wird  die 
Schreibweise  der  Differentialgleichung  (1)  symmetrischer: 

(3)  cc^{x^y..,xj~  +  a^(x^y,,,xj  3^  +  •  •  • 

Zugleich  nimmt  das  System  (2)  die  Form  an: 

(4)  ift««^«^         (j-2,3,...n), 

die  sich  durch  das  symmetrisch  gebaute  System  von  n—  l 
totalen  Differentialgleichungen 

(ö)  ^^ ^- . . .  - ^ 

ersetzen  läßt.  Rückwärts  kann  man  von  (5)  zu  (2)  und  ent- 
sprechend von  (3)  zu  (1)  gelangen,  sobald  nur  die  Funktion 
Ä, +0  ist.  Deshalb  ist  allgemeiner  zu  sagen:  Unter  den  Lö- 
sungen Sl  der  partiellen  Differentialgleichung  (3)  sind  n—l 
Yoneinander  insbesondere  hinsichtlich 

x^y  x^y  .  .  .  ^i-i^  ^*+i>  •  •  •  ^« 

unabhängige  vorhanden,  sobald  «j^ «(-  0  ist. 

Soweit  haben  wir  uns  im  reellen  Gebiete  bewegt.  Die 
Betrachtungen   von   Nr.  763   lassen   sich   nun  mit  Rücksicht 
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auf  die  Ergebnisse  des  zweiten  Paragraphen  des  6.  Kap.  sofort 
auf  den  Fall  komplexer  Veränderlicher  aasdehnen.  Weil  sich 
dabei  keinerlei  Schwierigkeiten  herausstellen,  brauchen  wir  nur 
noch  auf  die  alsdann  zu  machenden  Voraussetzungen  naher 
einzugehen: 

Unier  x^,  ^i ;  •  •  •  ^n  ^^rstehen  wir  von  jetzt  an  komplexe 
Veränderliche.  Die  Koeffizienten  «i,  o^,  .  .  .  a.  der  homogenen 
linearen  partiellen  Differentialgleichung  (3)  sollen  in  einem 
gemeinsamen  Variabilitätsbereiche  von  x^yX^^, ,  ,x^  analytische 
Funktionen  sein.  Von  diesem  Bereiche  schließen  ivir  aber  noch 
aüe  etwa  vorhandenen  Stellen  aus,  an  denen  aUe  n  Funktionen 
a^,  a^, . , ,  a^  Bugleich  verschwinden.  Was  dann  übrig  bleibt, 
heiße  der  Bereich  der  Differentialgleichung  (3);  ihn  wollen  wir 
nicht  yerlassen.  Als  Lösungen  i2  von  (3)  fassen  wir  durchweg 
nur  solche  Funktionen  von  x^^x^^  .,.x^  ins  Auge^  die  sich 
an  einer  Stelle 

(6)  Xi  -  ttj,    ÄJj  -  a„  .  .  .     a:,  -  a, 

innerhalb  des  Bereiches  regulär  verhalten.  Dabei  können  wii* 
von  den  trivialen  Lösungen  J2 » konst.  absehen  (ygl.  Nr.  852). 
Da  nicht  alle  n  Koeffizienten  a^,  a,,  .  .  .  a^  an  der  Stelle  (6) 
gleich  Null  sind,  sei  dort  etwa  o^-^O.  Nach  Satz  2,  Nr.  817, 
läfit  sich  alsdann  die  Umgebung  der  Stelle  (6)  so  weit  ein- 
schränken, daß  a^  auch  in  der  Umgebung  nirgends  gleich  Null 
wird,  so  daß  der  Übergang  von  (3)  zu  (1)  durch  Division  mit 
a^^  erlaubt  ist.  Indem  wir  schließlich  noch  die  Lösungen  yod 
(3)  mit  f  statt  Sl  bezeichnen,  gelangen  wir  deshalb  zu  dem 

Sat0  1:   Diejenigen  Lösungen  f  einer  homogenen  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

die  sich  an  einer  Sidle 

im  Bereiche  der  Differentialgleichung  regulär  verhalten  und  niM 
bloß  Konstanten  sind,  stimmen  überein  mit  den  ä^enda  regulären 
Integralen  des  {n—l)''gliedrigen  Systems  von  gewöhnlichen  Dif- 
ferentialgleichungen in  der  Normalform,  das  sich  als  System  von 
n  —  l  totalen  Differentialgleichungen 
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schreiben  läßt  Unier  jenen  Lösungen  f  sind  gerade  »  —  1  von- 
einander  unabhängige  Lösungen  cd^,  cdo,  . . .  a),_i  vorhanden;  aüe 
anderen  sind  identisch  mit  allen  sich  an  jener  Stelle  regulär  ver- 
hcdtenden  Funktionen  von  cd^,  ©,,  .  .  .  o^_^  allein.  Die  n—1 
Lösungen  a^,  a^, . . .  c^^^_l  sind  insbesondere  hinsichäich  der  n  —  l 
Veränderlichen 

XjL,  Xj,  .  .  .  X^_i,    ^4:^1;  ■••'*'» 

voneinander  unabhängig,  falls  Uj^  an  der  betracJUeten  Stelle  nicht 
verschunndet,  sobald  man  nur  die  Umgebung  so  weit  einschränkt, 
daß  a^  auch  nirgends  in  der  Umgebung  gleicJi  Nuü  wird. 

Man  kann  demnach  sagen,  daß  die  homogene  lineare  par- 
tielle Differentialgleichung  erster  Ordnung 

+  «„(a?!, . .  .  fl;J  ^  -  0 

mit  dem  System  von  n  —  l  totalen  Differentialgleichungen 
/Q\  dx^    ^^         dx^  dx„ 

oder  mit  dem  zugehörigen  (»— l)-gli6drigen  System  in  der 
Normalform  äquivalent  sei.  Denn  die  Aufgabe,  die  partielle  Dif- 
ferentialgleichung (7)  in  einer  Umgebung  der  SteUe  (6)  toU- 
standig  zu  integrieren,  d.  h.  alle  dort  Torhandenen  analytischen 
Lösungen  f  zu  ermitteln;  kommt  auf  die  Integration  des  äqui- 
valenten (n  —  IVgliedrigen  Systems  in  der  Normalform  zurück. 
Die  allgemeinste  analytische  Lösung  yon  (7)  stellt  sich  ebenda 
als  eine  unWcürliche  analytische  Funktion 

(9)  f^F{(D,,m,,..,a>,^,) 

der  n  —  l  partikularen  Lösungen  co^,  co^, .  . ,  0J«_i  dar.  Schon 
in  den  in  Nr.  670  betrachteten  Beispielen  traten  wiükürliche 
Funktionen  hei  der  Integration  partieller  Differentialgleichungen 
auf.  Dasselbe  wird  sich  auch  späterhin  durchweg  zeigen.  Die 
Lösungensysteme  yon  Systemen  yon  gewöhnlichen  Differential- 
gleichxuigen  in  der  Normalform  und  ebenso  die  Lösungen  yon 
gewöhnlichen  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  sind  da- 
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gegen  immer  bestimmte  FunJUumen,  die  allerdings  nodi  unWcikr- 
liehe  Konstanten  enthalten. 

Beispiel:    Die    homogene    lineare   partielle   Difforential- 
gleichong  erster  Ordnung 

soll  integriert  werden.  Hier  ist  w=»3  und  «i  —  a;,,  «8  =  — a^i, 
o,  »  0^.  Die  Koeffizienten  verhalten  sich  überall  regulär. 
Die  Stelle  Xi=^x^'^x^'^0  ist  die  einzige^  an  der  alle  drei  ver- 
schwinden ^  also  die  einzige  vom  Bereiche  der  Differential- 
gleichung (10)  auszuschließende  Stelle.  Das  mit  (10)  äquiva- 
lente System  (8)  lautet  hier  so: 

^       ^  X^  — «l  Xg 

Die  hierin  enthaltene  Gleichung 

x^dXi  +  x^dx^  =  0 
lehrt,  daß 

ein  Integral  ist.  In  der  Tat  hat  die  vorgelegte  Differential- 
gleichung (10)  die  Lösung  f'=x^^  +  x^\  wie  man  sofort  be- 
stätigt, um  eine  zweite  Losimg  zu  gewinnen  ^  könnte  man 
mittels  der  Gleichung 

(12)  V  +  «-,»=C, 

worin  G  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet^  etwa  x^  als 
Funktion  von  x^  und  C  berechnen  und  in  (11)  einführen. 
Dann  würde  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung zwischen  x^  und  x^  hervorgehen.  Eines  ihrer  Integrale 
wäre  eine  Funktion  von  x^,  x^  und  G,  und  wenn  man  darin 
für  G  wieder  x^^  +  x^^  einführte,  würde  sich  eine  zweite  Lö- 
sung (Dg  von  (10)  ergeben.  Aber  um  die  Symmetrie  zu  wahren, 
tut  man  besser,  eine  Hilfsveränderliche  t  einzuführen,  indem 
man  (12)  durch 

befriedigt.     Dann  nämlich  liefert  (11)  noch  die  Gleichung 


dt+^^0 

«» 
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mit  dem  Integral: 

o,  =»  ^  +  In  aj,  ^  arctg  —  +  In a:,. 

In  der  Tat  hat  die  partielle  Difforentialgleichnng  (10)  auch 
diese  Löenng  f,  Ihre  oJ^emaJnsfe  analytische  Lösung  ist  eine 
wiUkürlid^  analytische  Funktion  F  von  m^  und  co^: 

/'=-F(rr/  +  V,   arctg-J-  +  ln^,). 

Man  sieht^  daß  sich  Oi  an  der  vom  Bereiche  ausgeschlossenen 
Stelle  a?!  —  rCj  «=  a^j  ^  0  nicht  mehr  regulär  verhalt. 

8A4.  Lineare  partielle  Difltorentlalglelchluigen 
erster  Ordnung.  Wir  wenden  uns  zur  Betrachtung  einer 
allgemeinen  linearen  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung fOr  eine  Funktion  a  von  n  unabhängigen  Veränderlichen 

Voransgesetzt  werde^  daß  sich  die  n  +  1  Funktionen  a^,  cc^^ 
. .  .  tt,  und  ß  in  einem  Variabilitätsbereiche  der  n  •{•  l  Ver- 
änderlichen x^yX^y . .  ,x^  und  js  regulär  verhalten.  Indem  toir 
von  diesem  Bereiche  aUe  etwa  vorhandenen  Stellen  ausscMießen, 
an  denen  aüe  n  +  1  Funktionen  a^^  c^y , , ,  a^  und  ß  zugleich 
verschunnden,  gelangen  wir  zu  dem  Bereiche  der  Differential- 
gleichung (1).  Sie  hat  in  diesem  Bereiche  keine  singtdäre 
Losung  (vgl.  Nr.  852).    Wenn 

(2)  ^i=«öi,    a?,  —  o,,...    x^^a^y    z^h 

eine  Stelle  innerhalb  des  Bereiches  ist;  beschränken  wir  uns 
auf  die  Betrachtung  solcher  Lösungen  z  von  (1),  die  innerhalb 
einer  Umgebung  der  Stelle 

(3)  x^  «  ai,    a:,  =-  «8,  . . .    a;^  —  a^ 

analytische  Funktionen  von  x^y  x^y , . .  x^  derart  sind^  daß  da- 
selbst x^yX^y.^.x^  zusammen  mit  den  zugehörigen  Werten 
von  B  lauter  Wertsysteme  in  einer  Umgebung  der  Stelle  (2) 
des  Bereiches  der  Differentialgleichung  ausmachen. 

Ein  enger  Zusammenhang  besteht  nun  zwischen  der  aU- 
gemeinen  linearen  partiellen  Differentialgleichung  (1)  und  einer 
gewissen   homogenen   linearen  partiellen  Differentialgleichung, 
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auf  die  man  die  Theorie  der  yorigen  Nummer  anwenden 
kann.  Dieser  Zusammenhang  geht  hervor^  wenn  man  sich  eine 
in  der  Umgebung  der  Stelle  (3)  etwa  vorhandene  Losung  xr 
von  (1)  implizite  durch  eine  Gleichung  zwischen  a^j,  a?,, . . .  x, 
und  B  definiert  denkt.  Es  sei  nämlich  f  eine  in  einer  Um- 
gebung der  Stelle  (2)  analytische  Funktion  der  n  +  1  Ver- 
änderlichen x^^x^j , .  .x^  und  z.  Sie  möge  an  der  Stelle  (2) 
selbst  etwa  den  Wert  c  haben,  so  daß 

ist.  Wenn  außerdem  dfide  an  der  Stelle  (2)  nicht  gleich 
Null  ist,  definiert  die  Gleichung 

(4)  /'(a;,,a;„...rc,,^)«c 

nach  Satz  13  von  Nr.  826  implizite  z  als  eine  in  einer  ge- 
wissen Umgebung  der  Stelle  (3)  analytische  Funktion  von  x^, 
x^f . , ,  x^,  Fragen  wir  uns  nun,  welche  Bedingung  erf&llt  sein 
muß,  damit  diese  Funktion  a  eine  Lösung  von  (1)  wird.  Zu- 
nächst ergeben  sich  die  Ableitungen  von  0  aus  (4)  durch  toU- 
ständige  Differentiation  nach  x^,  x^y .  . .  x^.   Denn  aus 

(5)  ü+IjÜ-^      (.•=1,2,...«) 

geht 

d^i^'"§  (t«l,2,...n) 

dB 

hervor.  Einsetzen  dieser  Werte  der  Ableitungen  von  j?  in  (1) 
liefert  nach  Multiplikation  mit  cfi?B  die  Bedingung: 

(6)         a^{x^,  ,,,x^,0)^  +  "'  +  a^x^,  "'^ny^)§^ 

+  ßi^v  •  •  •  ^«>  ^)  If-  =•  0. 

Sobald  die  durch  (4)  implizite  definierte  Funktion  0  von  x^, 
Xg, . . .  x^  diese  Bedingung  für  alle  Wertsysteme  Xi,  x^,  .  . . 
x^  innerhalb  einer  Umgebung  der  Stelle  (3)  befriedigt,  ist 
sie  eine  Lösung  der  vorgelegten  Differentialgleichung  (1). 

Betrachten  wir  die  Oleichtmg  (6)  an  sich,  d.  h.  ohne  z 
mittels  (4)  als  Funktion  von  x^jX^j...x^  zu  definieren,  so 
haben  wir  es  mit  einer  homogenen  linearen  partiellen  Diffe- 
854] 


§  1.   Lineare  Differentialgleicliiuigeii  535 

rentialgleichimg  erster  Ordnung  für  eine  Funktion  f  der  n  +  1 
unabhängigen  Veränderlichen  x^yX^y . . .  x„  und  0  zu  tun.  Be- 
deutet nun  f  irgend  eine  in  der  Umgebung  der  Stelle  (2)  analj- 
tische  Lösung  dieser  DifEerentialgleichung  und  zwar  eine  Lö- 
sungy  die  nicht  frei  von  0  ist,  so  können  wir  die  Schlußfol- 
gerung umkehren:  Wenn  die  Lösung  f  von  (6)  an  der  Stelle 
(2)  einen  Wert  c  annimmt^  definiert  (4)  implizite  in  jener 
Umgebung  eine  analytische  Funktion  0  von  x^y  x^j . , ,  x^y  für 
deren  Ableitungen  die  Gleichungen  (5)  bestehen,  so  daß 

df  df  dsi  /•       1    o  ^ 

a^,  ^  ""  ä7  ä^,  (» ==  1,  ^, . . .  nj 

ist.  Werden  diese  Werte  in  (6)  eingeführt,  so  kann  der  über- 
all Torkommende  und  Ton  Null  verschiedene  Faktor  df:  r0 
gestrichen  werden,  so  daß  gerade  die  Gleichung  (1)  hervor- 
geht, die  besagt,  daß  0  eine  Lösung  von  (1)  ist.  — 

Unsere  Ergebnisse  weisen  jedoch  noch  eine  Lücke  auf: 
Während  die  zweite  Schlußfolgerung  zeigt,  daß  man  aus  jeder 
nicht  von  0  freien  Lösung  f  von  (6)  eine  Lösung  0  von  (1) 
gewinnt,  ergab  die  erste  Schlußfolgerung  nur,  daß,  wenn  /*»  c 
implizite  eine  Lösung  0  von  (1)  definiert,  die  Gleichung  (6) 
für  f  bestehen  muß,  sobald  man  darin  unter  0  die  durchf^  c 
definierte  Funktion  0  versteht.  Damit  ist  also  nicht  gesagt,  daß 
f  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  (6)  sein  muß,  denn 
für  Lösungen  f  muß  die  Gleichung  (6)  an  sich  bestehen,  d.  h. 
für  dUe  Wertsysteme  x^yX^, . . ,  x^y  0  in  einer  Umgebung  der 
Stelle  (2).  Mithin  ist  noch  nicht  bewiesen,  daß  sich  aUe  in 
dieser  Umgebung  vorhandenen  analytischen  Lösungen  0  von 
(1)  implizite  mittels  aller  ebenda  vorhandenen  analytischen 
Lösungen  f  von  (6)  durch  die  Gleichung  (4)  ergeben.  Daß  es 
aber  doch  der  Fall  ist,  soll  jetzt  gezeigt  werden. 

In  der  homogenen  linearen  partiellen  Differentialgleichung 
(6),  deren  Bereich  übrigens  mit  dem  der  allgemeinen  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  (1)  übereinstimmt,  treten  n  +  l 
unabhängige  Veränderliche  x^yX^y  •  -  •  x^  und  0  auf  Nach  Satz  1 
der  vorigen  Nummer  kommen  ihr  daher  in  einer  Umgebung 
der  Stelle  (2)  gerade  n  von  einander  unabhängige  analytische 
Lösungen 
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zu.  Für  aüe  Wertsjsteme  x^,  x^, . .  ,  x^y  0  in  dieser  Umgebung 
bestehen  demnach  die  n  Gleichungen 

(i  ^  ly  2y . . .  ä). 

Sie  bleiben  auch  richtig,  wenn  man  in  ihnen  für  g  irgend  eine 
in  der  Umgebung  der  Stelle  (2)  analytische  Funktion  von  x^, 
x^,.,.x^  einsetzt,  daher  auch,  wenn  man  darin  5  als  eine  be- 
stimmt gewählte  und  in  der  Umgebung  vorhandene  analytische 
Losung  Ton  (1)  betrachtet.  Diese  Lösung  e  von  (1)  habe  an 
der  Stelle  (3)  den  Wert  ir » g.  Der  größeren  Deutlichkeit 
halber  wollen  wir  femer  diejenigen  Funktionen  ron  x^y  ^tt  -  " 
x^y  die  aus  cd^,  cd,,  . . .  cd^  durch  Einsetzen  der  Lösung  £f  von 
(1)  entstehen,  mit  u^,  U|, . .  .  u,  bezeichnen.  Dann  hat  u^  hin- 
sichtlich x^  die  Ableittmg,  die  aus 

dx^  ""  dx^  '  de  dxf 
hervorgeht,  wenn  hierin  rechts  die  Lösung  z  von  (1)  eingesetzt 
wird.  Nun  sieht  man:  Wenn  zur  Jf^  Gleichung  (7)  die  mit 
dajj^ :  de  multiplizierte  Gleichung  (1)  addiert  wird,  fallt  das 
Glied  mit  ß  fort,,  während  a^,  a^, .  .  .  a^  mit  den  Ableitungen 
von  u^  nach  n;^,  a:^, . . .  x^  als  Faktoren  behaftet  werden.  Somit 
gelten  die  n  Gleichungen 

vorausgesetzt,  daß  in  c^^,  c^,, .  . .  a„  für  g  die  gewählte  Losung 
von  (1)  eingesetzt  worden  ist.  Dabei  sind  die  Koeffizienten  nicht 
etwa  sämtlich  gleich  Null,  denn  sonst  würde  dasselbe  wegen 
(1)  auch  von  ß  gelten,  und  das  widerspricht  der  über  den 
Bereich  der  Gleichung  (1)  gemachten  Voraussetzung.  Die  letzten 
n  in  0^)  <)^) .  •  •  tt»  linearen  homogenen  Gleichungen  ziehen 
demnach  das  Verschwinden  der  Funktionaldeterminante  von 
u^,  u,, . . .  u,  hinsichtlich  x^,x^y . , ,  x^  nach  sich: 

(8)  C  :    ■  •  !")-»> 

\  fß/\  Xm  .      •      ■  3U     / 

und  zwar  überall  in  einer  gewissen  Umgebung  der  Stelle  (3). 
Hieraus  können  wir  weiter  folgern,  daß  zwischen  U|,U),...tt^ 
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eine  Gleichung  F ^0  besteht.  Da  uns  daran  liegt,  za  be- 
weisen, d&8  dabei  F  eine  analytische  Funktion  ist,  schließen 
wir  im  Einzelnen  so: 

Zunächst  seien  nicht  alle  (n  -—  l)-reihigen  Unterdeter- 
minanten  der  Funktionaldeterminante  gleich  Null,  so  daß  ohne 
wesentliche  Beschrankung  der  Allgemeinheit  angenommen 
werden  darf,  daß  etwa  die  zu  den  Element^i 

gehörigen  ünterdeterminanten  nicht  sämtlich  yerschwinden. 
Sie  sind  in  der  Umgebung  der  Stelle  (3)  analytische  Funk- 
tionen yi,  7^2^  •  •  •  y«  ^^^  ^v^99 '"  ^n'  Dann  besteht  die  Gleichung 

zunächst  für  %  »  1,  2,  ...  n  —  1.  Sie  gilt  aber  wegen  (8) 
auch  f&r  Ä; »  n,  d.  h.  i^fU^,  -  -  >u^  sind  Lösungen  der  folgen- 
den homogenen  linearen  partiellen  Differentialgleichung  für 
eine  Funktion  ip  der  n  Veränderlichen  x^,  rr„  . . .  x^: 

yi  Q^  +  y«  Q-^  +  •  •  •  +  y«  Q    =  ^• 

''  dx^       '*  dx^  '   '*  dx„ 

Diese  Gleichung  hat  nach  Satz  1  der  vorigen  Nummer  n  —  I 
von  einander  unabhängige  Losungen  u,,  u,,  . . .  m..i,  und 
nach  diesem  Satze  muß  u^  eine  analytische  Funktion  von 
U|,  tii, .  . .  ii._i  sein.  Dafür  kann  man  auch  sagen:  Zwischen 
ti|,  11^, . .  .  u^  besteht  eine  Gleichung 

F(wi,  Mj, . . .  wj  =-  0, 

deren  linke  Seite  eine  analytische  Funktion  Ton  u^yU^, . .  .u^ 
ist.  Nehmen  wir  an,  daß  cd^,  cD|,  . . .  (d^  an  der  Stelle  (2)  die 
Werte  0^9(^9  -  -  •  c^  haben,  so  gilt  dasselbe  von  u^,  u,, . . .  u^ 
an  der  Stelle  (3),  weil  ja  dort  ß  '^b  ist.  Deshalb  stellt  F  eine 
analytische  Funktion  Ton  ti^,  ii^,  . . .  u,  in  einer  gewissen  Um- 
gebung der  SteUe  (c^,  c,, . . .  c^  dar.  Weil  ti^,  u^, . . .  t«^  aus 
o^,  ai|, . . .  G>^  durch  Einsetzen  der  gewählten  Lösung  a  Yon 
(1)  hervorgingen,  wird  die  Lösung  ss  somit  implizite  durch  die 
Gleichung 
(9)  F((Di,  ©„  . . .  cdJ  -  0 

definiert^  deren  linke  Seite  eine  in  einer  gewissen  Umgebung 
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der  Stelle  (^i;  ^;  •  •  •  O  analytische  Funktion  Ton  m^,  o^,  . . .  m^ 
ist.  Da  nun  weiterhin  (Oj^  cd,,  . . .  cd^  analytische  Losungen  der 
homogenen  Differentialgleichung  (6)  in  der  Umgebung  der 
Stelle  (2)  sind,  bedeutet  auch  die  Funktion  F  Yon  Oj,  cd^,  . . .  o, 
nach  Satz  1  der  Torigen  Nummer  eine  sich  ebenda  regulär 
yerhaltende  Funktion  f  yon  x^,  x^,  . . ,  z^  und  g,  die  eine  Lo- 
sung der  homogenen  Differentialgleichung  (6)  ist.  Jede  in  der 
Umgebung  der  Stelle  (2)  vorhandene  analytische  Lösung  ß  von 
(1)  wird  deshalb  implizite  durch  Nullsetzen  einer  analytischen 
Lösung  f  von  (6)  definiert: 

f(x^,x^,.,.x^,z)^0. 

Diese  Gleichung  hat  die  Form  der  Gleichung  (4)  mit  dem  ein- 
zigen unwesentlichen  Unterschiede,  dafi  jetzt  rechts  Null  statt 
c  steht.  Man  muß  sich  bloß  daran  erinnern,  daß  mit  f  auch 
f—c  irgend  eine  Lösung  von  (6)  ist,  wie  auch  die  Kon- 
stante c  gewählt  sein  mag.  Deshalb  ist  es  einerlei,  ob  man 
sagt^  alle  Lösungen  g  von  (1)  ergeben  sich  durch  Nullsetzen 
aller  Lösungen  f  von  (6)  oder  dadurch,  daß  man  alle  Lösungen 
f  von  (6)  gleich  irgendwelchen  Konstanten  setzt 

Nun  ist  nur  noch  ein  Umstand  zu  erwähnen:  Wir  setzten 
voraus,  daß  nicht  alle  (n  —  l)-reihigen  Unterdeterminanten  der 
Funktionaldeterminante  von  t«^;  t^2;  •  * «  ^n  gloi<^h  Null  seien. 
Sind  sie  es  doch,  so  beweist  man  leicht  das  Bestehen  einer 
Gleichung  F ^0  zwischen  weniger  als  allen  n  Funktionen 
CDj,  CD),  ...  CD^,  so  daß  das  Endergebnis  doch  dasselbe  wird. 
Es  lautet  so: 

Satg  2:  Äüe  diejenigen  Lösungen  z  einer  linearen  parHeiUen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung 

die  sich  an  einer  Stelle  innerhalb  des  Bereiches  der  Differential- 
gldchung  regulär  verhalten,  werden  impligite  definiert  durch 
Gfleidtungen  von  der  Form 

fi^i)  ^%i '  ' '  ^nj  ^)  '^  konst., 

worin  die  linke  Seite  irgend  eine  sich  d>enda  regulär  verhauende 
und  nicht  von  z  unabhängige  Lösung  f  der  homogenen  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
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mit  den  n  +  1  tmabhängigen  Veränderlichen  x^^  x^, , , .  x„  und 
z  bedeutet.  Die  reckte  Seite  der  Gleichung  f »-  Jconst.  hinn  ohne 
Beschränkung  der  Allgemeinheit  als  bestimmte  Konstante,  etwa 
gleich  NuU  gewählt  werden,  so  daß 

f\X^,  x^, . . .  x^j  if)  ■=■  0 

implieite  e  definiert. 

Hierbei  sei  nochmals  daran  erinnert,  daß  im  Bereiche  der 
linearen  partiellen  Differentialgleichung 

(10)  ai(a:i,...ir„,^)^  +  .-.  +  aJa:i,...a;^,0)^^^-/J(rri,...a:,,xf) 

überhaupt  Iceine  sinyulären  Lösungen  z  vorhanden  sind.  Viel- 
mehr kann  von  singularen  Losungen  nur  dann  die  Bede  sein, 
wenn  man  den  Bereich  erweitert^  indem  man  diejenigen  Stellen 
hinzufügt,  wo  <3i^>  c^s?  -  *  *  ^n  ^^^  ß  sämtlich  verschwinden. 

Nach  Satz  2  ist  die  allgemeine  lineare  Gleichung  (10)  mit 
der  homogenen  linearen  Gleichung 

(11)  a^(x^,  _,x^,z)^^  +  '"  +  a^(x^,  ..•«?»,  ^)  ^ 

+  ß(x,,,..x,,z)^^^0 

äquivalent.  Für  den  Fall  der  Anwendung  sei  besonders  dar- 
auf aufmerksam  gemacht,  daß  die  Funktion  ß  in  (10)  rechts 
und  in  (11)  links  mit  donsdben  Vorzeichen  steht 

Nach  den  Entwicklungen  der  vorigen  Nummer  ist  die 
homogene  Gleichung  (11)  weiterhin  äquivalent  mit  dem  System 
von  n  totalen  Differentialgleichungen 

^     ^       €i^{x^,...x^,z)       "'       a^{x^,...x^,z)       'ßlx^,...x„,zy 

das  sich  auch  als  n-gliedriges  System  in  der  Normaiform 
schreiben  läßt.  Wir  können  daher  sagen,  daß  die  allgemeine 
lineare  partielle  Differentialgleichung  (10)  mit  dem  System  (12) 
äquivalent  ist.  Die  vollständige  Integration  des  Systems  (12) 
erfordert  die  Ermittelung  eines  vollständigen  Int^alsystems 
Ol,  0I3, . . .  (D^  in  der  Umgebung  der  betrachteten  Stelle.  Das 
allgemeinste   Integral   ist   dann   eine   willkürliche    analytische 
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Funktion  F  von  cd^;  (d,^  . . .  cd^.  Mithin  kann  der  Satz  2  auch 
60  formuliert  werden: 

Satz  3:  Um  von  einer  linearm  partidlen  DifferenUalr 
gleickwng  erster  Ordnung 

für  eine  Funktion  z  von  n  unabhänffigen  Veränderlichen  x^,  x^, 
. . .  a;„  sämtliche  analytische  Lösungen  in  einer  TJmgdmng  einer 
Stelle  innerhalb  ihres  Bereiches  zu  erhaUen,  muß  man  ebendn 
ein  vollständiges  analytisches  Integralsystem  co^,  c?,, . . .  o„  des 
Systems  von  n  totalen  Differentialgleichungen 

dXi  dxn  dz 

cc^lxi,..  .x„,z)  a^{Xi,.,.Xn,Z)       jJ(a?, ,  . ..  x„,  z) 

ermitteln.  Die  gesuchten  Lösungen  z  'werden  alsdann  impUziie 
definiert  durch  die  Gleichung 

JP(ß)l,  CD,,".  . .  (dJ  —  0 

wo  F  eine  wHücürUche  analytische  Funktion  von  m^,  cd,,  .  .  .  gi„ 
hedeutä. 

Endlich  sei  noch  hervorgehoben,  dafi  die  Differenüed- 
gleichnng  (10),  sobald  die  Funktion  ß  gleich  Null  ist^  im 
allgemeinen  nicht  homogen  sein  wird,  weil  ja  a^,  a,, .  .  .  a^ 
noch  z  enthalten  können.  Vielmehr  liegt  dann  nach  Nr.  852 
eine  verkürzte  lineare  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

(13)  a^{x,,  •"Xn^0)^~  +  '"  +  ««(^n  •  •  •  ^«,  ^)  -^^  -  0 
vor.   Sie  ist  nach  dem  Vorhergehenden  mit  dem  System 

(14)  ^ +•••+ £5i_«i! 

^      ^  ai(a?i,  •..«„,«)  €c^{Xi , , . ,  x^,  Z)         0 

äquivalent.  Dies  System  hat  insbesondere  das  Integral  z.  Aufier- 
dem  kommen  ihm  noch  n  —  1  von  z  und  von  einander  unab- 
hängige Integrale  cDj,  (d,,  .  . .  (d„_i  zu.  Daher  werden  die 
Lösungen  z  von  (13)  implizite  durch 

(15)  F(^,CDi,CD„...(D,^J-0 

definiert,  wobei  zu  beachten  ist,  dafi  z  auch  in  c^i^  «Ot?  "-  ^n-i 
vorkommt.  Nur  wenn  a^,  o,, . . .  a.  sämtUch  von  z  frei  aini 
kommt  z  nirgends  in  o^,  (D|,  . . .  (o^  vor.  Dann  tritt  an  die  Stelle 
854} 
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von  (13)  eine  homogene  lineare  partidle  Differentialgleichung 
erster  Ordnung 

und  die  Gleichung  (16)  ist  jetzt  durch  eine  Gleichung  von  der 
Form 

zu  ersetzen.  Damit  kommen  wir^  wie  es  sein  muß,  zu  dem 
Ergebnisse  (8)  von  Nr.  853  zurück. 

86B.  Homogene  Funktionen.  Durch  zwei  einfache 
Beispiele  werden  wir  instand  gesetzt,  den  Eulerschen  Satz  9 
über  homogene  Funktionen  in  Nr.  91  zu  yervollständigen. 

1.  Beispiel:  Die  Integration  der  homogenen  linearen  par- 
tiellen Differentialgleichung  erster  Ordnung 

kommt  nach  Satz  1  von  Nr.  853  auf  die  des  Systems 

dx^^       dx^  dx^ 

—  —  -     SSB      ■  BSS     •     •      •     gS^B  "  ■ 

X^  x^  x^ 

zurück,  von  dem  offenbar  x^ix^y  ^2 •  ^«>  •  •  •  ^«-1  •  ^«  gerade 
n  —  1  unabhängige  Integrale  sind.  Demnach  sind  die  Lösungen 
von  (1)  die  Funktionen  von  der  Form: 

d.  h.  die  homogenen  Funktionen  nuUten  Qrades. 

2.  Beispiel:  Die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

(2)  *iä^  +  ^«äl^  +  --  +  *«ä-^-'«^' 

worin  m  eine  von  Null  verschiedene  Konstante  bedeute,  ist 
nicht  homog^  und  nach  Satz  3  der  letzten  Nummer  mit  dem 
System  von  n  totalen  Differentialgleichungen 

drcj       dx^ dx^        dz 

x^         x^  x^        mt 

äquivalent.    Dies  hat  die  n  unabhängigen  Integrale: 

^n'       ^/    '"         «»     '        «?* 

Folglich  gehen  die  Lösungen  von  (2)  aus  Gleichungen  von 
der  Form 
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durch  Auflösung  nach  is  hervor  und  sind  also  diese: 

wobei  /*  eine  willkürliche  Funktion  bedeutet  Dies  aber  sind 
die  homogenen  Funktionen  m^  Grades  von  ä^i,  a;„  . . .  x^.  Singu- 
lare Lösungen  hat  die  Gleichung  (2)  auch  dann  nicht,  wenn 
man  ihren  Bereich  erweitert^  da  die  Funktionen  o^  »>  rr^^ . . . 
a^  »  x^  und  ß^mz  nicht  samtlich  für  eine  Funktion  z  von 

^i>  ^a>  • .   •  ^%  verschwinden. 

Der  Satz  9  über  homogene  Funktionen  in  Nr.  91  läßt  sich 
folglich  so  vervollständigen: 

SaU  4:  Eine  analytische  Funktion  z  von  n  Veränderlichen 
x^,x^y..,x^  ist  dann  und  nur  dann  eine  homogene  Funktion 
m^  Grades,  wenn  sie  eine  Lösung  der  linearen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  ist: 

dz    ,         de    .  .         dt 

856.  Oeometrlsohe  Bentnng  einer  linearen  par- 
tiellen Differentlalglelchnng  erster  Ordnnng  mit  swei 
nnabhftngigen  yeränderlichen.  Die  Betrachtungen  von 
Nr.  853  und  854  hätten  auch  im  redien  Gebiete  durchgeführt 
werden  können.  Wir  hätten  dann  statt  der  sich  regulär  ver* 
haltenden  Funktionen  solche  reelle  Funktionen  von  reellen  Ver- 
änderlichen annehmen  müssen,  die  nebst  ihren  partiellen  Ab- 
leitungen erster  Ordnung  stetig  sind.  Eine  entsprechende  Be- 
merkung gilt  auch  für  spätere  Stellen.  Es  wäre  ermüdendjedesmal 
die  Beweisführung  im  reellen  Gebiete  zu  wiederholen.  Werden 
geometrische  Deutungen  vorgenommen,  so  kann  man  sich  ent- 
weder auf  Reelles  beschränken  oder,  wie  in  Nr.  829  bemerkt 
wurde,  die  geometrische  Redeweise  als  Ausdruck  für  analytische 
Betrachtungen  im  komplexen  Gebiete  auffassen. 

Liegt  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung mit  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  vor,  so  wird  es 
sich  empfehlen,  x  und  y  statt  x^  und  x^  zu  schreiben.  Alsdann 
kann  man  Xj  y  und  die  Lösungen  z  als  rechtwinklige  Eoordi- 
865,  856] 
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naten  im  Räume  deuten.  Jede  Lösung  g  '^  g>(x,  y)  der  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

(1)  a(x,  y,  ^)  ^  +  ß(x,  y;  ^)  ^  ="  y(^>  y,  ^) 

wird  nunmehr  durch  eine  Fläche  dargestellt,  die  man  eine  Inte- 
gralfläche  von  (1)  nennt. 

Werden  die  Ableitungen  von  0  nach  x  und  y  mit  p  und  q 
bezeichnet  (wie  in  Nr.  85),  so  kommt  statt  (1): 

(2)  a(x,  y,ß)p  +  ß{x,  yjS)^-  y  (o:,  y,  z)  -  0. 

Andererseits  ist  auf  der  Integralfläche 

pdx  +  qdy  ^  da, 
und  (2)  besagt,  daß  diese  Bedingung  erfüllt  wird,  wezm  man 

(3)  dxidy.de^  a(x,  y,  0)  :  ß{x,  y,  js)  :  y{x,  y,  0) 

wählt.  Durch  jeden  Punkt  M  oder  {x,  y,  z)  geht  aber  ein 
Liniendement  2,  dessen  Gerade  Richiungskosintis  proportional  zu 
a,  ß,  y  hat.  Folglich  definiert  (3)  eine  dreifach  unendliche  Schar 
von  Liniendemenien  l,  und  die  Integralflächen  von  (1)  sind 
durch  die  Eigenschaft  gekennzeichnet,  daß  aUe  durch  irgend 
einen  Punkt  M  gehenden  Integralflächen  dort  das  zugeordnete 
Liniendement  l  enthalten  müssen,  womit  wie  in  Nr.  779  ge- 
meint ist,  daß  sie  dort  die  Gerade  des  Elements  als  Tangente 
haben  müssen. 

Die  Gleichungen  (3)  bilden  gerade  dasjenige  System  von 
zwei  totalen  Differentialgleichungen,  das  nach  Satz  3  von 
Nr.  854  mit  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  (1) 
äquivalent  ist  und  zunächst  durch  Anwendung  dieses  Satzes 
in  der  Form 

^Ay.  dx  dy  dz 

^  ^  <x,y,e)  ""  J{pr,yYB)  ^  y{x,y,z) 

hervorgeht.  Es  läßt  sich  als  zweigliedriges  System  iu  der  Nor- 
malform z.  B.  so  schreiben: 

^^  dx'^  a{x,y,z)'     dx"  a(x,y,z) 

\md  hat  nach  Nr.  764  eine  zweifach  unendliche  Schar  von  Inte- 
gralkurven  k,  die  den  Raum,  soweit  er  in  Betracht  kommt, 
einfach  erffiUen.  Diese  Integralkurven  sind  durch  die  Eigen- 
schaft gekennzeichnet,  daß  sie  in  jedem  ihrer  Punkte  M  das 
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zugehörige  Linienelemeiit  l  der  oben  erwähnten  dreifach  un- 
endlichen Schar  haben.  Wenn  m^  nnd  m^  ein  Tollstandiget 
Iniegralsystem  yon  (6)  oder  (4)  ausmachen,  stellen  die  beiden 
Gleichungen 

(6)  cDi(rr,y,£f)-Ci,    co,(a:,  y,  £r)  «  C, 

mit  willkürlichen  Eonstanten  (7^  und  C^  die  Schar  aller 
Kuryen  k  dar.  Die  allgemeine  Integralfläche  yon  (1)  wird 
nach  Satz  3  yon  Nr.  854  durch  eine  Gleichung 

-F((D„  o.)  -  0 

definiert,  die  nach  (6)  eine  Bedingung  F{C^,  0,)  »  0  zwischen 
den  beiden  willkürlichen  Eonstanten  ist.  Dies  heißt:  Jede  nidd 
singulare  Integralfläcke  der  linearen  partiellen  Di/ferentialglei' 
chung  (1)  wird  von  einer  einfach  unendlichen  Sdiar  van  Kurven 
k  erzeugt. 

Wie  man  sieht,  sind  wir  also  den  Integralflächen  einer 
linearen  partiellen  DifEerentialgleichung  erster  Ordnung  schon 
in  Nr.  764  begegnet.  Damals  war  y^  und  y,  statt  y  und  n 
sowie  Sl^  und  Sl^  statt  o^  und  cd,  geschrieben  worden.  Man 
bemerkt  femer:  Wenn  c  eine  beliebig  gewählte  Eunre  ist, 
die  nicht  zur  Schar  der  Kurven  k  gehört^  geht  durch  c  eine 
einfach  unendliche  Schar  yon  Euryen  k.  Denn  längs  der 
Eurye  c  sind  x,  y,  b  Funktionen  eines  Parameters  ij  so  daß 
die  Bedingungen  (6)  zwei  Gleichungen 

geben,  woraus  durch  Eliminition  yon  t  diejenige  Bedingung 

F(C„  G,)  -  0 

folgt,  der  man  die  Konstanten  C^  und  C^  in  (6)  unterwerfen 
muß,  damit  die  durch  (6)  definierten  Euryen  k  yon  den 
Punkten  der  gewählten  Eurye  c  ausgehen.  Die  einfach  un- 
endliche Schar  dieser  c  schneidenden  Euryen  k  erzeugt  nach 
dem  Vorhergehenden  eine  Integralfläche  yon  (1).  Somit  geht 
durch  eine  "beliebig  gewählte  Kurve  c  im  Bereiche  der  Differen- 
tialgleichung eine  und  nur  eine  Integralfläche  von  (1).  Dies 
gut  nicht  mehr,  wenn  die  Kurve  c  selbst  eu  den  Kurven  k  ge- 
hört. Wird  nämlich  als  Eurye  c  eine  Eurye  k  benutzt,  so 
kann  man  auf  unbegrenzt  yiele  Arten  einfach  unendliche  und 
856] 
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Integralflächen  von  (1)  erzeugende  Scharen  von  Kurven  Je  aus- 
wählen;  in  denen  die  angenommene  Kurve  k  enthalten  ist. 

Man  nennt  die  Kurven  Je,  also  die  Integralkurven  des 
Systems  (3)  oder  (4)  oder  (5),  das  mit  der  vorgelegten  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  (1)  äquivalent  ist,  die  CJMraJc- 
ieristiJcen  der  linearen  parüdlen  DifferentialgleicJiung.  Deshalb 
können  wir  sagen:  Jede  nicht  singulare  IntegraifläcJie  von  (1) 
wird  von  einer  einfach  unendlichen  ScJiar  von  CJuiraJäerisUJcen 
erzeugt  Umgekehrt:  Jede  von  einer  einfach  unendUctien  Sduw 
von  CJiaraJcteristiJcen  erzeugte  Fläche  ist  eine  Integralfläche, 
Ferner:  Durch  eine  Kurve,  die  Jceine  CJwraJderistiJc  ist,  geht  eine 
und  nur  eine  nicht-singuläre  Integralfiäche.  Dagegen:  Jede  CharaJcr 
teristiJc  gehört  unbegrenzt  vielen  Integralflächen  an.  Indem  wir 
nochmals  an  die  Ausführungen  in  Nr.  764  erinnern,  können 
wir  hinzufügen:  Hohen  zwei  Integralflächen  eine  Kurve  gemein, 
so  ist  diese  eine  CharälUeristiJc,  vorausgesetzt^  daß  man  sich 
auf  den  Bereich  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung 
(1)  beschränkt,  in  dem  nach  Nr.  854  die  drei  Funktionen  a, 
ß,  y  regulär  sind  und  nirgends  sämtlich  verschwinden. 

867.  Beispiele. 

1,  Beispiel:  In  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung 

mit  drei  gegebenen  Konstanten  a,  b,  c  ist  a  =  a,  ß  ^b  und 
y^c.  Deshalb  haben  die  den  Punkten  zugeordneten  Linien- 
elemente einerlei  Richtung,  so  daß  die  Charakteristiken  die 
Geraden  mit  Richtungskosinus  proportional  zu  a,  b,  c,  mithin 
die  Integralflächen  die  Zylinder  von  derselben  Richtung  sind, 
vgl.  Satz  28,  Nr.  345.  Analytisch  wird  dies  durch  die  Inte- 
gration des  äquivalenten  Systems 

/^\  dx  dy        dz 

^  ^  a  b  c 

bestätigt,  das  die  Integrale  ex  —  az  und  cy  —  bz  hat,  so  daß 

F{cX'-az,    cy  —  bz)^0 

aUe  Integralflächen  darstellt,  vgl.  (2)  in  Nr.  345.  Übrigens 
kann  man  auch  ex  —  az  und  ay  —  bx  als  die  Integrale  von 
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(2)  benutzen.     Dann  stellen  sich  die  Integralflächen  so  dar: 

F{cx  —  a0y  ay  —  hx)  =»  0. 
Auflosung  nach  e  gibt  die  Lösungen  von  (1): 

wobei  9  eine  willkürliche  Funktion  von  ay  --hx  bedeotet. 
Diese  Darstellung  ist  im  FaUe  a=»0  unbrauchbar.  Man  kann 
aber  die  Lösungen  auch  so  ausdrücken: 

und  hier  darf  a  =  0  sein. 

2,  Beispiel:   Die  lineare  partielle  Differentialgleichong 

(3)  (^-a^o)  IJ  +  (y-yo)  ä7 "" '  ""^0 

mit    drei    Eonstanten    x^^    y^,    z^    ist    äquivalent    mit    dem 

System: 

dx  dy      ds 

Das  einem  Punkte  M  oder  {x^  y^  e)  zugehörige  Linienelement  l 
hat  zu  X  —  Xq,  y  —  y^,  e  --  e^  proportionale  Richtungskosinus , 
und  seine  Gerade  geht  daher  durch  den  festen  Punkt  M^ 
oder  {x^y  y^,  e^.  Demnach  sind  die  Charakteristiken  alle 
Strahlen  von  M^  aus;  jede  Integralfläche  ist  ein  Kegd  mit  der 
Spitze  M^y  vgl.  Satz  29,  Nr.  346.  Sofort  leuchtet  die  analy- 
tische Bestätigung  dafür  ein,  daß  in  der  Tat  die  Oleichung  (1) 
von  Nr.  346: 

die  Integralflächen  von  (3)  definiert.  Weil  man  die  Litegral- 
flächen  auch  in  der  Form 

Fi'-'* ,  y-»')^o 

\  X  —  «Bj  X        Xf^  / 

darstellen  kann,  ei^ibt  sich  durch  Auflosung  nach  e,  daß 

£r  =  ^„  +  (a;  -  xo)  9  (|E|:) 

mit  ein^r  willkürlichen  Fimktion  9  des  angegebenen  Quotienten 

die  allgemeine  Lösung  von  (3)  ist. 
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3.  Beispiel:  Die  lineare  partielle  Dififerentialgleichung 

(4)  2xs,§^  +  2y0^-e'-x'-y' 

ist  mit  dem  System  äquivalent: 

dx         dy  dz 


2xß       2yz         z*  —  x*  —  y* 

Es  läßt  sich  als  zweigliedriges  System  in  der  Normalform  so 

schreiben: 

dx  2x0  dy  2yz 

de        z^  —  x*  —  y*  '     ds         i»*— «*  — y** 

Nach  dem  zweiten  Beispiele  in  Nr.  765^  worin  x,  y,  0  mit  y^, 
y^j  X  bezeichnet  wurden,  sind  daher  die  Charakteristiken  alle 
Kreise,  die  im  Anfangspunkte  die  jsr-Achse  berühren  und  durch 
die  beiden  öleichungen 

~  «=-  konst.,        T-y  +<^   ^  konst. 

X  '  y 

dargestellt  werden.  Jede  Integralfläche  läßt  sich  mithin  in  der 
Form 

a?*  +  y'  +  g'  ^(p(^) 

oder 


ir-]/y9)(-|-)-a:«~y^ 


mit  einer  willkürlichen  Funktion  <p  von  y :  x  darstellen. 

4,  Beispiel:    In  der   linearen   partiellen   Differentialglei- 
chung 

(5)  .-x|J  +  yjy-  +  M^,y) 

bedeute  A  eine  gegebene  Funktion  von  x  und  y  allein.  Hier 
ist  cc'^x,  ß'^y  und  y^B—X,  so  daß  das  äquivalente  System 
lautet: 

<Jy  ^  ^      ^  s«  i ^(^^y) 

dx       X  ^      dx       x  X     ' 

Es  hat  ein  von  z  freies  Integral,  nämlich  y :  x.  Demnach 
wird  y  — Cjic  gesetzt  und  unter  G^  eine  willkürliche  Kon- 
stante verstanden  (nach  dem  in  Nr.  765  angegebenen  Integra- 
tionsverfahren).    Alsdann  liefert  die  zweite  Gleichung: 

dz        z        ^Äj_Cj  x) 
dx        X  X        ^ 
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und   dies    ist   eine   gewöhnliche    lineare   DifiFerentialgleichung 
erster  Ordnung  für  js,  die  nach  Nr.  716  die  Lösung 


e 


mit  einer  wilikürlichen  Konstante  G^  hat.  Dabei  kann  die 
untere  Orenze  a  bestimmt  gewählt  werden.  Hieraus  geht 
ein  von  y:x  unabhängiges  Integral  herTor^  wenn  man  die 
Gleichung  nach  C^  auflöst  und  wieder  C^^yix  einfährt. 
Damit  die  Substitution  C^^^yix  schon  unter  dem  Integral- 
zeichen gemacht  werden  kann^  ersetzt  man  x  dort  durch  i 
und  dann  erst  G^  durch  y :  x.     Dann  kommt: 


c,<,  -  J  'sLj'^L 


(6)  sf  =»  C^x  —  ^J   -- — Ti         ^^' 

a 

Jede  Gleichung  zwischen  Gj^^yix  und  dem  aus  (6)  folgenden 
Werte  von  G^  stellt  eine  Integralfläche  dar,  d.  h.  die  Lösungen 
von  (5)  gehen  aus  (6)  hervor^  wenn  man  darin  G^  als  eine 
willkürliche  Funktion  9  von  y :  x  wählt: 


dt. 


Beispielsweise  liege  als  Differentialgleichung  (5)  diese  vor: 

de     ,       dB     ,  cxy 


dx    '  ^  dy        y(c'^x*){i?+y*)  ' 
wobei   c  eine   Eonstante   bedeute.     Wenn   man   a  =>  0  wählt^ 
gehen  die  Lösungen  hervor: 

dt 


z 


'"O  ""/^(„.^„J^^^,.)- 


0 

Das  hier  auftretende  dliptisdie  Integral  läßt  sich  nach  Nr.  485 
in  ein  elliptisches  Integral  mit  bestimmter  oberer  Grenze  ver- 
wandeln^ indem  man  t «  x^,  dt  =*  xdl^  einführt: 

1 

e  :^  XQ)  (-  ]  —  cxy  I     .-  ■■■ — - — = . 

0 
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868.  Die  oharakterlstlsohen  Streifen.  Die  Charak- 
teristiken einer  linearen  partiellen  Differentialgleichung 

(1)  «(^.y,^)3i  +^(^;y,^)^  =  y(^,y;^), 

nämlich  die  Integralkurren  h  des  äquivalenten  Systems 
/oN  <^a?  ^        dy        ^         dB 

im  Ranme  mit  den  rechtwinkligen  Koordinaten  Xy  y,  z  unter- 
scheiden sich  nach  Nr.  856  Yon  aUen  anderen  Kurven  dadurch^ 
daß  durch  jede  Charakteristik  unbegrenzt  viele  Integralflächen 
gehen.  Hieraus  folgt;  daß  irgend  zwei  IntegralflächeU;  die 
einen  Punkt  gemein  haben,  einander  längs  derjenigen  Charakte- 
ristik schneiden,  die  durch  diesen  Punkt  geht.  Dabei  wird 
stets  von  den  siugulären  Integralflächen  abgesehen.  Wir  be- 
schränken uns  eben  immer  auf  den  Bereich  der  Differential- 
gleichung (1),  der  nach  Nr.  854  keine  Stelle  {x^y^i)  enthält, 
fQr  die  a,  /3  und  y  alle  drei  gleich  Null  sind. 

Der  Inbegriff  eines  Punktes  und  einer  durch  ihn  gehenden 
Ebene  heißt  ein  Flächenelement  Man  sagt,  daß  eine  Fläche 
ein  Flächenelement  enthält,  wenn 
sie  durch  den  Punkt  des  Elements 
geht  und  dort  die  Ebene  des  Ele- 
ments berührt.  Greift  man  nun 
eine  derjenigen  Integralflächen  her- 
aus, die  durch  eine  bestimmte 
Charakteristik  k^  gehen,  so  hat  sie 
längs  Äi^  einen  Streifen  von  Flä- 
chenelementen, den  man  nach  Lie 
einen  charakteristischen  Streifen  nennt.  Eine  ungefähre  Anschau- 
ung davon  soll  Fig.  58  geben,  worin  allerdings  die  Flächen- 
elemente durch  krumme  Vierecke  angedeutet  werden  mußten; 
die  Ebenen  der  Elemente  muß  man  sich  als  Tangentenebenen 
dieser  krummen  FBlchenstücke  vorsteUen. 

Diese  charakteristischen  Streifen  wollen  wir  genauer  unter- 
suchen. Dabei  sind  einige  Bemerkungen  über  Flächenelemente 
Oberhaupt  und  insbesondere  über  die  durch  die  vorgelegte 
Differentialgleichung  (1)  bestimmten  Flächenelemente  voraus- 
zuschicken.    Wir  können  uns  dabei  auf  Flächenelemente  be- 
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Vig.  69. 


schränken,  deren  Ebenen  nicht  zur  a;y-Ebene  senkrecht  sind. 
Da  sich  jede  derartige  Ebene  durch  einen  Punkt  M  oder 
(x,  ify  e)  in  den  laufenden  Koordinaten  £,  ^;  %  mit  Hilfe  zweier 
Eonstanten  p  und  q  in  der  Form 

(3)  i-0  -pil-x)  -qO)-y)^0 

darstellen  läßt,  dienen  die  fünf  Größen  x,  y,  0,  pj  q  als  Be- 
stimmungsstücJce  eines  beliebigen  nicht  ewr  xy-Ebene  senkrechten 

Flächenelements.    Die  drei  ersten  sind 
die  Koordinaten  seines  Punktes,  wäh- 
rend p   und   q    die    Stellung    seiner 
Ebene     kennzeichnen,    denn    es    ist 
p  =  tg<y  und  j=tgT,  wenn  6  und  x 
die  Winkel  bedeuten,  unter  denen  die 
Schnittgeraden  der  Ebene  (3)  mit  der 
rTier-Ebene  und  yjer-Ebene  zur  a;y-Ebene 
geneigt  sind,  siehe  Fig.  59.     Die  Ge- 
samtheit   aller    Flachenelemente    ist 
hiemach  fünffach  unendlich. 
Soll   ein  Flächenelement  {Xj  y,  e,  jp,  g)   insbesondere   einer 
Fläche  z^f(x,y)  angehören,  so  muß  (3)  die  Tangentenebene 
der  Fläche  in  ihrem  Punkte  {x,  y,  is)  darstellen,  d.  h.  nach  (5) 
in  Nr.  253  die  Gleichung 

8-^-/;(E-^)-/;(9-y)  =  o 

sein,  woraus  p  =  fg  und  q^fy  oder  also  p  ^  d0  :dx  und 
q^dgidy  hervorgeht.  Ein  Flächenelement  {x,  y,  ByP,  q)  gehört 
einer  Fläche  ^  »  /'(^,  y)  daher  nur  dann  an,  wenn  sein  Punkt 
(x,  y,  s)  ein  Flächenpunkt  ist  und  p  und  q  die  Werte  der  Ab- 
leitungen dzidx  und  de :  dy  für  diesen  Punkt  bedeuten.  Ist 
die  Fläche  insbesondere  eine  Integralfläche  der  Differential- 
gleichung (1),  so  muß 

(4)  a{x,  y,  0)p  +  ß{x,  y,  0)q  «  y{x,  y,  0) 

sein,  und  dies  ist  eine  Bedingung  zwischen  den  fünf  Bestim- 
mungsstücken der  Flächenelemente.  Die  Gesamtheit  aller  Flä- 
chenelemente aller  Integralflächen  der  Differentialgleichung  (1) 
ist  demnach  vierfach  unendlich,  und  man  kann  sagen:  Eine  par- 
tielle Differentialgleichung  (1)  definiert  eine  vierfach  u/nendUehe 
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Schar  van  FUkJienelementen,  die  man  kurz  die  Flächenelemente 
der  Differentialgleichung  nennt.  Die  Aufgabe,  die  Gleichung  zu 
integrieren,  bedeutet:  ÄUe  Flächen  zu  bestimmen,  deren  Flächen- 
demente  m  dieser  vierfa^  unendlidien  Schar  gehören. 

Nach  diesen  allgemeinen  Bemerkungen  wenden  wir  uns 
nun  zur  Betrachtimg  der  Flächenelemente  längs  eines  charakte- 
ristischen Streifens. 

Man  kann  die  Koordinaten  x,  y,  0  der  Punkte  einer  be- 
stimmten Charakteristik  als  Funktionen  einer  Hilfsveränder- 
lichen t  betrachten,  für  die  nach  (2) 

^^)    4J^^(^'2/>^),    "/f-ß(^,yy^)y    -^-Y{^,y,^) 

ist.  Dann  müssen  auch  die  beiden  übrigen  Bestimmungsstücke 
p  und  q  der  Flächenelemente  des  Streifens  Funktionen  von  t 
sein,  und  wir  haben  festzustellen,  welche  Bedingungen  diese 
Funktionen  erfüllen. 

Zunächst  folgt  aus  (4),  wenn  z  eine  Funktion  von  x  und 
y  ist,  durch  partielle  Differentiation  nach  x  und  y: 

(«*+  a.P)P  +  (ßx  +  ßj?h  +  ccp^  +  ßq»  -  y^,  +  YJ>f 

i%  +  ^,Q)P+{ßy  +  ß.^)i  +  ^Py  +  ß%  -Yy  +  Y,Q' 

Da  aber  p^^^e:  dxdy  »  g^  ist,  kann  man  hieraus  folgern: 

«A+  ßPy^  7:,+  yj>  -  («,+  ccji)p  -  {ßx  +  ß,p)q, 

a?x+  iJ^y-  Yy+  YA  -  («y+  ^.9)P  -  (ßy  +  ß,qh' 

Beschränkt  man  sich  nun  auf  die  Flächenelemente  (x,y,si,p,q) 
längs  der  Charakteristik,  so  gelten  außerdem  die  Formeln  (5), 
wonach 

dp  dx    ,        dy  .    o 

da  dx    ,         dy  ,    ^ 

ist,  so  dafi  sich  ergibt: 

(6) 


ix 

dq 


^  -=  y,  +  na  -  («» +  «, i)p  -  (ß, + ß.9)i- 

Setzt  man  ztir  Abkürzung 

(7)  JP -  «(«,  y,  8)p  +  ßix,y,z)q-Y {x,  y,  e), 
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SO  daß  .F  »  0  die  lineare  partielle  Differentialgleich  ang  (1)  be- 
deutet^ 80  lassen  sich  die  Gleichungen  (5)  und  (6)  für  die 
charakteristischen  Streifen  so  darstellen: 

\  dt       ^p'     dt       ^«'      dt       P^p^^^qf 
L?.?- F  -dF      -^ F  -aF 

[dt  *      ^    *'       dt  9       ^^*- 

Man  kann  sie  von  der  Hilfsveranderlichen  t  befreien,  in- 
dem man  die  Verhältnisse  der  Differentiale  dx,  dy,  de,  dp,  dq 
bildet.  Dann  liegt  ein  System  erster  Ordnung  von  vier  ge- 
wohnlichen Differentialgleichungen  in  der  Normalform  zwischen 
den  f&nf  Veränderlichen  x,  y,  0,  p,  q  vor.  Es  hat  yier  unab- 
hängige Integrale.  Eines  davon  ist  F  selbst  ^  denn  das  voU- 
ständige  Differential  von  F  verschwindet  infolge  von  (8).  Zwei 
andere  Integrale  sind  die  des  Systems  (2),  das  ja  in  dem 
System,  das  wir  betrachten,  mit  enthalten  ist,  weil  F^,  F^  und 
pF^  +  qF^  nach  (7)  gleich  a,  ß  und  y  sind.  Diese  Integrale  w^ 
und  G>|  sind  Funktionen  yon  x,  y,  0  allein;  o^  »  konst., 
d,  B  konst.  stellen  alle  Charakteristiken  dar,  vgl.  Nr.  856. 
Außerdem  gibt  es  ein  von  F,  o^  und  o,  unabhängiges  Inte- 
gral 1^.  Da  nun  JP-"0  gefordert  werden  muß,  kommen  fQr 
die  charakteristischen  Streifen  nur  diejenigen  Wertsjsteme 
^9  V}  ^y  Pf  Q  111  Betracht,  die  den  Gleichungen 

(Dj  (x,  y,  0)  ■=  konst.,     co^  (rc,  y,  0)  =  konst., 
(9)  F^ap  +  ßq--y^O, 

Sl{Xj  y,  0jP,  q)  =  konst 

genügen.  Derjenige  charakteristische  Streifen,  dem  ein  be- 
stimmt ausgewähltes  Flächenelement  {x^,  y^,  0^,  p^,  q^  der 
Differentialgleichung  (1)  angehört,  wird  mithin  durch  die  Be- 
dingungen 

gegeben.  Die  Gleichungen  (8)  sind  also  unter  der  Voraus- 
setzung F^  0  nicht  nur  notwendige,  sondern  auch  hinreichende 
Bedingungen  für  die  charakteristischen  Streifen.  Da  in  (9) 
drei  willkürliche  Konstanten  vorkommen,  gibt  es  eine  drei- 
fach unendliche  Schar  von  charäkleristischen  Streifen,  dagegen 
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nach  Nr.  856  eine  nur  eweifach  unendliche  Schar  von 
Charakteristiken.  In  der  Tat  gehen  ja  durch  jede  Charakte- 
ristik unzählig  viele  Integralflachen,  und  demnach  liegen  längs 
ihrer  auch  unbegrenzt  viele  charakteristische  Streifen.  Diese 
für  sich  bilden  eine  einfach  unendliche  Schar,  denn  eine 
Charakteristik  wird  festgelegt,  wenn  man  die  beiden  ersten 
willkürlichen  Eonstanten  in  (9)  bestimmt  wählt,  so  daß  nur 
noch  eine  Eonstante  willkürlich  bleibt. 

Jetzt  möge  ein  Punkt  M  oder  {x,  y,  e)  bestimmt  gewählt 
sein.  Diejenigen  Flächenelemente  {x,  y,  ZyP,  q\  die  dem  Punkte  Jlf 
und  der  Differentialgleichung  (1)  angehören,  bilden  ein  Büschel, 
dessen  Achse  die  Tangente  der  durch  M  gehenden  Charakte- 
ristik h  ist,  denn  alle  durch  M  gehenden  Integralflächen  ent- 
halten die  Charakteristik  k,  deren  Linicnelement  l  an  der 
Stelle  M  somit  allen  zu  M  gehörigen  Flächenelementen  der 
Differentialgleichung  angehört.  Insbesondere  seien  vier  solche 
Flächenelemente  ausgewählt,  d.  h.  es  seien  vier  Wertepaare 
Piy  9.i  angenommen,  die  den  Gleichungen 
(10)  «A  +  ^ft-y-0  (»-1,2,3,4) 

'genügen.  Ihre  Ebenen  haben  in  den  laufenden  Eoordinaten 
%y  9,  i  nach  (3)  die  Gleichungen: 

j-;er-(E-a;)i>,-(^-y)g,  =  0    (t-1,2,3,4) 

oder,  wenn  man  q^  mittels  (10)  eliminiert,  die  Gleichungen: 

[/S(E  - «)  -  a(lj  - y)]Ä -  /J(j  - «)  -  y (9  - y)    (»" - 1, 2, 3, 4). 

Da  sie  einem  Büschel  mit  der  Achse  l  angehören,  werden  sie 
von  jeder  Geraden  in  vier  Punkten  getroffen,  deren  Doppel- 
verhältnis bekanntlich  unabhängig  von  der  Lage  der  Schnitt- 
geraden ist  und  daher  das  BoppdverhäUnis  der  vier  Ebenen 
heißi  Nach  der  letzten  Gleichung  werden  die  vier  Ebenen 
z.  B.  von  der  jer-Achse  in  den  Punkten  mit   den  Eoordinaten 

j, «  ßi^ziy^^'.^z^y}PL     (i  _  1, 2, 3, 4) 

geschnitten,  und  das  Doppelverhältnis  der  vier  Punkte  ist  des- 
halb gleich  dem  Doppel  Verhältnisse  (p^  p,  jpj  jjJ,  weil  sich 
^if  ^i;  ^sf  ^4  gleichartig  linear  durch  Pi,  PifPzfP^  ausdrücken, 
vgl.  Nr.  748. 
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Nun  aber  gehören  die  yier  betrachteten  Flächenelemente 
Ton  M  zu  vier  charakteristischen  Streifen  mit  einer  gemein- 
samen Charakteristik  k,  nämlich  mit  der  Ton  M  ausgehenden. 
Daher  betrachten  wir  Pi,  Ptf  Pzj  Pi  tds  veränderlich  längs  k^ 
und  dann  gelten  die  Formeln  (8).    Danach  ist: 

(11)  f^' ''J?i-ß,qi  +  y.-Pi(.«.Pi  +  ß.qi-r,)  (»-1,2,3,4). 

Andererseits  ist  nach  Nr.  748: 

und  die  Ausrechnung  auf  Ghrund  Ton  (11)  und  (10)  lehrt^  daß 

dlniPiPtPtPi)  _o 
dt  ^ 

wird,  d.  h.:  Vier  Integr ai flächen ^  die  eine  Charakteristik  k  ge- 
mein haben,  sind  stets  so  beschaffen^  daß  überall  längs  der  Cha- 
rakteristik das  Dqppdverhältnis  der  vier  sntgehSrigen  Tangenten- 
ebenen  dasselbe  bleibt.  Insbesondere  erkennt  man  noch  leicht^ 
daß  jswei  Integralflächeny  die  einander  an  einer  Stelle  M^  be- 
rühren und  daher  die  von  M^  ausgehende  Charakteristik  k  ge- 
mein hohen,  einander  überall  längs  k  berühren.  Schließlich  sei 
noch  einmal  daran  erinnert,  daß  singulare  Integralflächen  aus- 
geschlossen wurden. 

§  2.  Theorie  des  Jacobisehen  Mnltiplikators. 

859.  Brate  Doflnltlon  des  MultlpllkatorB.    Da  die 

Integration  einer  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  nach  Satz  2,  Nr.  854,  auf  die  einer  homogenen  zurück- 
kommt, beschränken  wir  uns  von  jetzt  an  auf  die  Betrachtung 
homogener  Gleichungen: 

(l)ai(a:,,...j-J^''-^-+a,(a?i,...a;Jy^ 

Die  Losungen  von  (1)  sind  nach  Satz  1,  Nr.  853,  identisch  mit 
den  Integralen  des  Systeme:  * 

/o\  dxi  dx^  dXn 
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Um  nun  an  die  Theorie  des  EuUrscken  Multiplikators  in 
§  3  des  dritten  Kapitels  anzuknüpfen,  nehmen  wir  zunächst 
n  -B  2  an.  Das  System  (2)  ist  alsdann  eine  gewohnliche  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  in  x^  und  x^i 

Sie  stimmt  mit  der  Gleichung  (1)  in  Nr.  724  überein,  wenn 
man  x^^  x^,  a^,  a^  durch  x,  y,  -—V,  U  ersetzt.  Die  damals 
unter  (4)  angegebene  Bedingung  für  einen  Multiplikator  M 
lautet  demnach  jetzt  so: 

Nach  dem  Vorgänge  Ton  Jacobi  definieren  wir  nun,  indem 
wir  dies  verallgemeinem,  als  einen  Mtdtijplikator  von  (1)  jede 
von  NuU  verschiedene  analytische  Funktion  M  Ton  x^,  x^^ . , , 
x^y  die  der  Bedingung 

genügt.     Da  die  Bedingung  in  der  Form 

als  lineare  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  für 
InJlf  geschrieben  werden  kann,  steht  die  Existenz  unbegrenzt 
vider  Jacöbischer  MuUiflikaioren  fest,  die  sich  an  einer  Stelle 
des  Bereiches  der  Differentialgleichung  (1)  regulär  yerhalten. 
Vgl  Satz  8,  Nr.  854. 

Sind  M  und  N  zwei  Multiplikatoren,  so  besteht  ent- 
sprechend (4)  eine  Gleichung  in  N  statt  M,  und  die  Sub- 
traktion beider  Gleichungen  Yoneinander  zeigt,  daß  ln(Jlf:^) 
und  daher  auch  M:  N  die  Yorgelegte  Differentialgleichung (1) 
befriedigt,  also  eine  Losung  von  (1)  ist,  die  jedoch  auch  trivial, 
nämlich  bloß  eine  Eonstante  sein  kann  (ygL  Nr.  852).  Um- 
gekehrt: Wenn  f  eine  Lösung  von  (1)  und  M  einen  Multipli- 
kator bedeutet,  multipliziere  man  (1)  mit  M  und  (3)  mit  f. 
Alsdann  gibt  die  Addition  beider  Gleichungen: 
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d.  h.  fM  ist  auch  ein  Multiplikator.  Eutsprechend  dem  Satze  13 
von  Nr.  724  gilt  somit  der 

Satz  5:  Das  Verhältnis  zweier  MtdtiplikcUoren  einer 
homogenen  linearen  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
ist  stets  eine  Läswng  und  zicar  unter  Umständen  bloß  eine  Kon- 
stante,  und  das  Prodult  aus  einem  Multiplikator  und  einer 
Konstante  oder  eitler  Lösung  ist  stets  ein  Multiplikator. 

860.  Zweite  Deflnitlen  des  MnltlpUkatoni.  Im 
Falle  n  ^  2,  auf  den  wir  wie  in  voriger  Nummer  noch  einmal 
zurückgreifen,  d.  h.  im  B'alle  einer  Differentialgleichung 

oder 

cc^{x^,  x^)  dx^  —  «1(^1,  x^  dx^  =-  0 

ist  der  Ausdruck  M{a^dx^  —  a^dx^  nach  den  Formeln  (2)  in 
Nr.  724  das  vollständige  Differential  einer  Funktion  m{x^j  x^\ 
also: 

,*  dta         -mjf  da 

und  dabei  ist  <o  ein  Integral.  Bedeutet  f  eine  beliebige  Funk- 
tion, so  kommt  also: 


(l)         M  (^  /X  +  ^  |0  - 


K     IL 

dx^     dx^ 


r  )• 


Die  Verallgemeinerung  hiervon  führt  uns  nun  zu  einer  zweiten 
Art  der  Definition  eines  Multiplikators. 

Betrachten   wir  nämlich   wieder    eine   homogene    lineare 
partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

mit  n  unabhängigen  Veränderlichen  a?i,  a:*,,  . .  .  a;„,  so  leuchtet 
zunächst  ein:  Wenn  ©i,  o,, . . .  (d,_i  insgesamt  n  — 1  unab- 
hängige Lösungen  von  (2)  bedeuten,  gibt  es  keine  andere 
homogene  lineare  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
in  x^yX^, , ,  ,x^y  die  ebenfalls  alle  diese  läsungen  hätte  Denn 
durch  die  nach  Annahme  erfüllten  n  —  1  Gleichungen 
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(3)  «^fc;+«.|;+--+««lf:=o  o-=i,2,...n-i) 

werden  ja  die  Verhältnisse  Yon  a^,  a^^ . . .  a^  sämtlich  bestimmt^ 
weil  Ol,  C3,, . . .  c}^_i  nach  Voraussetzung  von  einander  unab- 
hängig sind.  Weiterhin  leuchtet  ein,  daß  sich  die  vorgelegte 
Gleichung  (2)  mit  Hilfe  des  Losungensystems  o^,  Oj,  ...o^.i 
auf  eine  bemerkenswerte  andere  Form  bringen  läßt.  Denn  die 
Elimination  von  cc^,  a^, , . .  a^  aus  allen  n  Gleichungen  (3)  und 
(2)  gibt: 

(4)  P     °*       ■■     "'-'      ^)  =  0. 

Hier  ist  die  linke  Seite  eine  in  den  Ableitungen  erster  Ord- 
nung von  f  ganze  homogene  lineare  Funktion  mit  von  f  freien 
Koeffizienten,  d.  h.  in  (4)  liegt  eine  homogene  lineare  partielle 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  f  vor,  der  die  Funk- 
tionen (D^,  (D,, . . .  (D^_i  Genüge  leisten  und  die  daher  mit  der 
Differentialgleichung  (2)  übereinstimmen  muß.  Mithin  geht 
die  linke  Seite  von  (4)  durch  Multiplikation  der  linken  Seite 
von  (2)  mit  einem  gewissen  von  f  unabhängigen  Faktor  M 
hervor,  d.  h.  es  besteht  für  jede  hdid)ige  Funktion  f  von  x^y 
x^, . . .  x^  eine  Gleichung  von  der  Form: 

(5)    Jlf(«,|/-  +  a,|/:  +  ...  +  «.|/^)  =  ('"'  "'••■""-»  0- 

^  ^  \^  dx^    ^   ^  dx^    ^  '     »  dxj       \.Xi  rc,  ...  x„_i  xj 

Offenbar  ist  dies  eine  Verallgemeinerung  der  Formel  (1).  So- 
mit kommen  wir  zu  der  folgenden  zweiten  Art  der  Definition 
eines  Multiplikators: 

Unter  einem  Midtiplikator  M  der  homogenen  linearen  par- 
iieUen  IHfferentialgleichmg  (2)  unrd  eine  von  Null  verschiedene 
Funktion  von  x^,  x^, , . .  x^  verstanden,  die  so  beschaffen  ist,  daß 
die  linke  Seite  von  (2)  durdi  MuUipliJcation  mit  M  gleich  der 
Funktionaldeterminante  von  n  ■—  1  Lösungen  cj^,  qj,,  ...  (o„_^ 
und  von  der  beliebigen  Funktion  f  wird.  Daß  <d^,  (d,,  . . .  cd^.i 
voneinander  unabhängig  sein  sollen,  liegt  dabei  schon  in  der 
Voraussetzung  üf  4*  0.   Selbstverständlich  beschränken  wir  uns 

immer  auf  Funktionen  M  und  Ci;  cos^  •  •  •  g),,-!'  ^^®  ^^^^  ^ 
einem  zum  Bereiche  der  Differentialgleichung  gehörigen  ge- 
meinsamen Gebiete  regulär  verhalten. 
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861.  Überelnstlininnng  beider  Arten  von  Xiilti- 
plikatoren.   Die  FunktionaldetenüiDante 


\x-^     x^     ...     ir,i_i    xj 


hat  eine  leicht  nachzuweisende  Eigenschaft^  wie  auch  immer 
die  n  Funktionen  ©i,  ojj, . . .  ö^^i  und  f  Ton  a?^,  Xj, . . .  x^  b^ 
schaffen  sein  mögen.  Sind  nämlich  D^,  D^, .  . .  D^  ihre  zu  den 
Elementen 


df        df  df 

>      X — ; 


dxi       dx^  dx^ 

gehörigen  (n  —  1) -reihigen  Unterdeterminanten^  so  erkennt 
man:  Die  Ableitung  dD^idx^  ist  eine  Summe  von  n —  1 
Determinanten^  und  in  einer  von  ihnen  tritt^  wenn  k  ein  von  i 
yerschiedener  Index  ist^  die  Eteihe  mit  den  Elementen 

i —  f         i—  j     •    .    •  2 — i 

dXf  dx^      dXf  dxj^  dx^  dx^ 

auf.  Dasselbe  gilt  yon  der  Ableitung  dD^ :  dXj^,  und  mau 
sieht,  daß  die  beiden  mit  dieser  Elementenreihe  behafteten 
Determinanten  in  dD^ :  ^x^  und  dD^  :  dx^  einander  entgegenge- 
setzt gleich  sind.   Deshalb  ist: 

Nach  dieser  Vorbemerkung  sei  M  ein  Multiplikator  einer 
homogenen  linearen  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung 

nach  der  zweiten  Definition.  Dann  kommt  nach  (5)  in  voriger 
Nummer  augenscheinlich 

(3)  m,  =  A,    Ma,  =  D„.,,  Ma^^D,,      * 

so  daß  (1)  lehrt,  daß 

dx^   "^   dx^~  "*■•"+   dx^  "  ^ 

ist,  was  nach  (3)  in  Nr.  859  besagt,  daß  M  auch  ein  Multi- 
plikator nach  der  ersten  Definition  ist. 

Daß  auch  das  Umgekehrte  gilt,  sieht  man  so  ein:  Wenn 
N  ein  Multiplikator  nach  der  ersten  Definition  ist,  gibt  es 
861] 
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nach  Satz  5  von  Nr.  859  eine  LosuDg  Si  von  (2)  derart^  daß 
N'^^SIM  wird.  Aber  ß  ist  nach  Satz  1  von  Nr.  853  eine 
Funktion  von  ojj,  co,, .  . .  co^_i.  Demnach  gibt  die  Gleichung 
(5)  der  letzten  Nummer,  wenn  man  sie  mit  Sl  multipliziert: 

(4)     ^(«.g  +  «.^|  +  - ••+«.^j  = 

\Xi     x^     ...     x^^i     xj 

und  zwar  gilt  diese  Formel  für  bdiebige  Funktionen  f.  Wäre 
nun  Sl  zunächst  blofi  eine  Eonstante  C,  so  könnte  man  statt 
(4)  schreiben: 

y^dx.^'^dx,^        ^    »  dxj       V  aJi     a;,   .  .  .   a?,_,  xj 

und  da  Ga^  ebenso  wie  oo^  selbst  eine  Lösung  von  (2)  ist, 
würde  dies  besagen,  daß  N  der  zweiten  Definition  des  Multi- 
plikators, nämlich  der  für  M  in  voriger  Nummer  durch  (5) 
ausgedrückten  Definition,  genügt.  Dieser  Schluß  läßt  sich 
aber  auch  dann  machen,  wenn  i2  keine  Eonstante  ist.  In 
diesem  Falle  verstehen  wir  nämlich  unter  öö^  eine  sicher  vor- 
handene Funktion  von  co^,  o,, .  . .  co^^^y  deren  Ableitung  nach 
(Dj  gleich  il(cDi,  (Dg;  . . .  c(},_i)  ist.  Diese  Funktion  ö^  ist 
auch  eine  Lösung  von  (2).     Wegen 

und 

wird  nun: 

Va?!  ir,  . . .  rr^.i  rr^^  \a?i  a:,  . . .  x^^^  xj' 

so  daß  aus  (4)  folgt: 

r^a«,  ^''»ao:,^        ^    -  W      \x,  x^  ...  a:^_i  a:^r 

Da  ^i;  092,  . . .  o^.i  Lösungen  sind,  genügt  N  mithin  der 
zweiten  Definition  des  Multiplikators.   Also  gilt  der 

Satz  6:  Die  Multiplikatoren  M  einer  homogenen  linearen 
partiellen  Differentialgleichtmg  erster  Ordnung 

[861 
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nämlich  diejenigen  von  Nuü  verschiedenen  Funktionen  M,  die  der 
Bedingung 

genügen,  sind  identisch  mit  denjenigen  von  Null  verscJiiedenen 
Funktionen  M,  mit  denen  man  die  linke  Seite  der  Differential- 
gleichung multiplizieren  muß,  um  sie  in  die  FunkHoftaldeter- 
minante  von  n  —  1  Lösungen  a>i,  ©,,...  cj^^i  und  von  der  als 
wUlkürlidi  betrachteten  Funktion  f  au  verwandeln: 

Daß  cD^,  (D^y. . .  aa^^x  voneinander  unabhängig  sein  sollen, 
liegt  nach  Nr.  861  schon  in  der  Annahme  Jlf  +  0. 

862.  Binfühning  nener  ▼er&nderlioher.  Es  empfiehlt 
sich;  die  linke  Seite  einer  vorgelegten  homogenen  linearen  par- 
tiellen Differentialgleichung  erster  Ordnung 

zur  Abkürzung  mit  Af  zu  bezeichnen  und  dies  Symbol 

(2)  ^/•=.«,g+«,^^  +  ...  +  a.^ 

auch  dann  eu  benutzen,  wenn  f  nicht  gerade  eine  Lösung  von 
(1),  sondern  irgendeine  Funktion  von  x^jX^, , . .  x^  bedeutet. 
Dann  ist,  wenn  man  f  durch  x^,  x^, . . .  x^  ersetzt: 

ÄXi  —  «1,     Äx^  =  «t>  •  •  •    -^^n  ^  ^n- 
Wir   wollen  nun   neue   Veränderliche   x^,  x^, . . ,  x^   ver- 
möge eines  Oleichungensystems 

(3)  X,  -  q>t{x„x^,  ...xj  (t  -  1,  2, ...  n) 

einführen,  das  nach  Xi,  x^, . . .  x^  auflösbar  ist.  Die  Lösungen 
f  von  (1)  gehen  dabei  in  Funktionen  von  x^,  x^,  ...  x^ 
über,  und  wir  fragen  nach  derjenigen  Differentialgleichung  in 
Xi,  x^, . . .  x^,  der  alle  diese  Funktionen  genügen.  Infolge  von 
(3)  ist: 

IL  _  K  l?j.  .  K  ^?3  j_ . . .  j_  4^  ^?» 

dx^       dx^  dXf    '   dx^  dXf  dx^  dXf 

(t  =  1,  2, . . .  n). 
861,  861^] 
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Multiplikation  mit  a^  und  Sammierung  über  i  Yon  1  bis  n 
zeigt,  daß  (1)  in  die  neue  Differentialgleichnng 

(4)  A^,§^  +  Ä^,§l  +  ...  +  Ä^.^^.O 

übergeht,  die  auch  homogen  linear  ist  Dabei  hat  man  sich 
yorzustellen,  daß  auch  in  die  Koeffizienten 

(*  «  1,  2, . . .  n) 

die  neuen  Veränderlichen  cS^y  x^,  . , .  x^  vermöge  (3)  einge- 
führt worden  seien.  Man  kann  die  neue  homogene  lineare 
partielle  Differentialgleichung  (4)  in  ^i^  ^s;  •  •  •  ^n  wegen  (3) 
auch  so  schreiben: 

(6)  M^  +  Ma^  +  ---  +  ^^,^-0. 

Nun  seien  (o^,o^, . , .  o^.^  unabhängige  Lösungen  von 
(1)  und  M  der  zugehörige  Multiplikator,  d.  h.  nach  dem  letzten 
Satze  sei: 

M  0|  . . .  »n-l  f  \ 

(6)  M  =»  \x^  x^  , , .  g^^i  xj 


df   ,        df    ,  ,         df 


Diese  Formel  enthält  übrigens  f  nur  scheinbar,  denn  nach  (3) 
in  Nummer  860  sind  ^i,  o^, .  •  •  ^^  proportional  zu  denjenigen 
Koeffizienten,  die  den  Ableitungen  von  f  in  der  im  Zähler 
stehenden  Funktionaldeterminante  zukommen. 

Wenn  man  die  neuen  Veränderlichen  x^j  S^^  , . .  c5^  in 
die  Funktionaldeterminante  einführt,  werden  cdu  o>2y . . .  cd„_i 
und  f  Funktionen  ron  ^|,  ^j|, . . .  x„,  und  nach  Satz  5,  Nr.  81, 
ist  dabei  infolge  von  (3): 

\  Xf     Xm    ■  •  •     iC-  ^  j    '*^n  1        f    ...    X^  __  I    **'ii       ^  •''1     •"'J    •  .  •     «C—  / 

Der  Nenner  in  (6)  geht  vermöge  (3)  in  die  linke  Seite  der  Dif- 
ferentialgleichung (4)  über.    Demnach  kommt: 


M 


/®i    »1   •  •  •  fl>n-l  f  \ 
\X^    iC,   .  .  .   Xn-i  Xn/ 


86rr6t-Sohefferi,Difr.-a.Iiitagr.>Beolm.in.i.a.6.Aafl.      86  [96IS 


562     ^P*  VII.  Systeme  1.  Oidng.  von  Un.  partiell.  Differentialgleichungen 

Nun  werden  <o^,  (o^f  ">  (o^^i  nach  Einführung  der  neuen  Ver- 
änderlichen Losungen  der  neuen  Di£ferentialgleichung  (4), 
während  f  eine  beliebige  Funktion  von  S^,  sS^, . . .  S^  bedeutet. 
Nach  dem  letzten  Satze  ist  also  die  linke  Seite  ein  Multiplikator 
Yon  (4).  Da  man  9>i9  9>s; . . .  9«  mit  cß^,  sS^, ,  , .  X^  bezeicbnen 
kann,  ergibt  sich  somit  der 

Sat0  7:  Fuhrt  man  in  eine  homogene  lineare  partielle  Dif- 
ferentialgleichung erster  Ordnung 

Af^a,^  +  a.^-\ +  a  ^-0 

neue  Veränderliche  x^ySc^^ , , .  x^  ein,  so  geht  aus  jedem  MutU- 
plikator  M  der  Differentialgleichung  durch  Einführung  der 
neuen  Veränderlichen  zwoflr  nicht  geradezu  ein  Multiplikator  der 
neuen  Differentialgleichung 

hervor,  wohl  aber  unrd  der  Bruch 

M 


f^i  x^  *  '  '  x^\ 

\fl?l   Xf   •  .  •  Xn/ 


ein  Multiplikator  der  neuen  Differentialgleichung, 

863.  Terwertung  bekannter  LSsungen.    Von  einer 
Differentialgleichung 

(1)  Af^  «tl^  +  ff^l^H +  «  -1^-0 

^^  '       ^  dx^  ^    *  dx^  ~        ~    »  dx^ 

mögen  schon  etwa  m  (<  n  —  1)  voneinander  unabhängige 
Lösungen  m^,  a^, .  .  .  m^  bekannt  sein.  Es  ist  keine  sachliche 
Einschränkung,  wenn  wir  voraussetzen^  daß  cd^,  cd^;  •  •  •  o»  bin- 
sichtlich  ^i;  ^a; .  •  *  ^m  voneinander  unabhängig  seien.  Alsdann 
führen  wir  vermöge  der  nach  Xi,x^, , .  .x^  auflösbaren  Glei- 
chungen 


(2) 


die  neuen  Veränderlichen  35^,  x^^ . . .  S^  in  (1)  ein.    Die  her- 
vorgehende Differentialgleichung  lautet  nach  (4)  in  der  letzten 
Nummer: 
86»,  863] 


§  2.   Theorie  des  Jacobiscben  Multiplikators  563 


m  +  1  m  +  S  » 


0. 


Weil  Ol,  G)^,  . . .  CD^  Lösangen  yon  (1)  sind,   wird  Ao^  =»  0, 

. . .  Ä<o^  —  0.  Ferner  ist  Ax^^^  «-  ^m-^if  •  •  •  -^^n  —  *«•  -^^ 
kommt  einfacher: 

(3)      ««..#-  +  ««..ärT:  +  -'-  +  «-#-^- 

Natürlich  sind  hierin  auch  a^+i,  «,„+2;  •  •  •  «»  i^i  ^i>  ^j; . .  •  ^„ 
auszudrücken. 

In  dieser  neuen  homogenen  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung kommen  die  Ableitungen  von  f  nach  35^,35^^ . , .  cS^ 
gar  nicht  vor.  Daher  spielen  Sö^jSS^, . .  ,X^  die  BoUe  von 
willkürlichen  Konstanten,  und  es  liegt  eine  Differentialgleichung 
mit  nur  noch  n  -  m  unabhängigen  VeranderUchen  ^„+i,  • . .  «„ 
vor.  Sie  hat  n  —  m—  1  Lösungen,  die  hinsichtlich  gewisser 
n  —  w  —  1  unter  den  n  —  m  Veränderlichen  £^^i,,.,x^  oder 
^m+17  •  •  •  ^«  voneinander  unabhängig  sind.  Zusammen  mit  den 
schon  bekannten  Lösungen  co^,  co^, . . .  o^  von  (1)  machen  sie 
ein  System  ron  gerade  n  —  1  voneinander  unabhängigen 
Lösungen  der  vorgelegten  Differentialgleichung  (1)  aus,  wenn 
wieder  überall  x^,  x^, , . .  x^  eingeführt  werden. 

Das  Bekanntsein  von  m  voneinander  unabhängigen  Lösungen 
einer  homogenen  linearen  partiellen  Differentialgleichung  (1)  mit 
n  unabhängigen  Veränderlichen  gestattet  also  mittels  Eliminationen 
und  Substitutionen  die  Zurückführung  auf  eine  ebensolche  Glei- 
chung mit  nur  noch  n  —  m  unabhängigen  Veränderlichen, 

864.  Prinsip  des  letsten  Mnltiplikaton.  Bei  den- 
selben Annahmen  wie  in  der  letzten  Nummer  sei  überdies 
vorausgesetzt,  daß  ein  Multiplikator  M  der  vorgelegten  Diffe- 
rentialgleichung bekannt  sei.  Da  infolge  der  Gleichungen  (2) 
der  letzten  Nummer 

/Xi  ^2  .  .  .  ^,\  /ßJi  .  .  .  fO^  OCm-^l  •  •  •  ^n\  /0>1  ^%  '"  ^fn\ 
\Xi    a?2    .  .  .   X^/        \Xi   ...  x^  X^^^  ...  X^/         \Xi    X^   .  ,  ,    X^/ 

wird,  zeigt  der  Satz  7  von  Nr.  862,  daß 

S^^     [863, 864 
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M 


M 


\Ä?|    X^   .  ■  .   Xtn/ 


ein  Multiplikator  der  neuen  Differentialgleichung  ist. 

Wenn  m  =  n  —  2  ist,  man  also  schon  n  —  2  voneinander 
unabhängige  Lösungen  cO},  co^;  . .  .  co^.«  der  vorgelegten  Diffe- 
rentialgleichung kennt,  und  wenn  außerdem  ein  Multiplikator 
M  bekannt  ist,  lehrt  somit  das  Verfahren  der  letzten  Nummer, 
daß  nach  der  Einfährung  der  neuen  Veränderlichen 

eine  verkürzte  lineare  partielle  Differentialgleichung 
(2)  a    ,  -^1^  +  a    1-^  «  0 

n  — 1  % 

hervorgeht,  die  den  Multiplikator 

M 


Jlf- 


\a?i  x^  .  •  *  a;^_j/ 


hat.  Dies  aber  bedeutet  nach  Nr.  860,  daß  die  mit  (2)  äqui- 
valente gewohnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in 
^^_i  und  x^^  nämlich 

(3)  «»^^«-i-an-i^^«  =  0, 

den  Eulerschen  Multiplikator  M  hat,  so  daß 

das  vollständige  Differential  eines  Integrals  (d„_|  von  (3)  oder 
also  eine  Lösung  von  (2)  ist.  Dies  letste  Integral  (d,_i  wird 
defnnach  durch  Quadraturen  gefunden.  Sein  vollständiges  Diffe- 
rential enthält  auch  ^i,  ^j,  .  . .  ^».j,  aber  diese  Größen  sind 
dabei  als  willkürliche  Eonstanten  zu  betrachten. 

Hiernach  gilt  der 

Satz  8:  Sind  n  —  2  voneinander  unabhängige  Lösungen 
einer  homogenen  linearen  partiellen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung 

d.  h.  n  —  2  unabhängige  Integrale  des  Systems  von  n  —  l  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
864] 
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dx^  dx^  dx^ 


«1  (a?i,  a;,,  .  .  .  x^         «,  {x^,  x^,  .  .  ,  x^  «n(^w  ^tf  •  •  •  ^n) 

bekannt  und  ist  überdies  auch  ein  Multiplikator  M  bekannt^  so 
läßt  sich  die  noch  fehlende  Lösung  bzw,  das  noch  fehlende  Integral 
mittels  EliminxUionen,  Substitutionen  und  Quadraturen  bestimmen. 

Dieser  Satz  ist  der  wesentliche  Inhalt  des  Yon  seinem 
Entdecker  Jaccbi  als  Frinzip  des  letzten  Multiplikators  be- 
zeichneten Theorems.  Es  soll  an  einem  Beispiele  erläutert 
werden^  das  man  zwar  auch  leicht  ohne  Anwendung  dieses 
Satzes  erledigen  kann^  bei  dem  wir  aber  genau  so  wie  in  der 
entwickelten  Theorie  vorgehen  wollen. 

Beispiel:  Liegt  die  Differentialgleichung 

(4)  Äf^x(i,-g)l^  +  yis!-x)l^  +  0(_x-y)^^~^O 
Yor,  so  folgt,  weil 

^{y  —  ^)  +  y{ß  '-x)  +  z{x-y)^o 

ist,  erstens,  daß  die  Bedingung  für  Multiplikatoren,  nämlich 

nach  (3)  in  Nr.  859  die  Gleichung 

dMx{y  —  s)       dMy{z  —  x)       dMzjx  —  y)       ^ 
dx         '^         dy         '^         de         ^^' 

durch  die  Annahme  Jf  ->  1  erfüllt  wird,  und  zweitens,  daß 
^  +  y  +  z  ein^  Losung  Ton  (4)  ist.  Mithin  wird  zur  Auffin- 
dung der  noch  fehlenden  zweiten  Lösung 

(5)  ^  =  a;  +  y  +  £r,     y«y,    ^  =  ^ 
eingeführt.    Dann  ist  Äx  ^0  sowie 

Äy-^Äy^  y{z  —  a:)  «  y (-  x  +  y  +  2z), 
Äz  ^  Az  ^  z{x  —  y)  —  z{x  —  2 jF  —  z), 

so  daß  die  neue  Differentialgleichung  so  lautet: 

(6)  |^(-«  +  l^  +  2f)|^  +  f(Ä-2y-^)|^-0. 

Nach  (5)  ist  ferner  die  Funktionaldeterminante  Ton  x,  y,  z 
hinsichtlich  rr,  y,  z  gleich  Eins;  daher  geht  aus  dem  Multipli- 
kator M^l  Yon  (4)  nach  Satz  7,  Nr.  862,  der  Multiplikator 
Jlf  «  1  Yon  (6)  herYor,  d.  h.  die  linke  Seite  der  mit  (6)  äqui- 
Yalenten  gewöhnlichen  Differentialgleichung 

[864 
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0(jc  —  2y  —  z)dy  —  y  (—  x  +  y  +  2g)dz  =»  0 

ist  ein  vollständiges  Differential,  wenn  So  darin  als  Konstante 
betrachtet  tvird,  und  zwar  augenscheinlich  das  Ton  yz{x  —  y'—B), 
woraus  nach  (6)  die  gesuchte  zweite  Lösung  xyg  von  (4)  her- 
vorgeht. Die  Lösungen  von  (4)  sind  somit  die  Funktionen 
von  X  +  y  +  0  und  xyg  allein. 

§  8.  YoUstilndlge  Systeme. 

86B.  VnabUnglgkelt  homogener  linearer  partieller 
Differentialgleiohnngen  erster  Ordnung.  Wir  wenden 
uns  zu  der  Aufgabe,  diejenigen  Funktionen  f  von  n  unabhängigen 
Vei^derlichen  Xi,x^, . . .  x^zu  ermitteln,  die  zugleich  Losungen 
von  mehreren  homogenen  linearen  partiellen  Differentialglei- 
chungen erster  Ordnung 

(l)^/-«„g  +  «„g+...  +  a»„;^-0  (*-l,2,...m) 

sind.  Hierbei  sollen  a^^,  a^^, . . .  ccj^^  gegebene  Funktionen  der 
n  unabhängigen  Veränderlichen  x^^  x^,  . . .  x^  sein.  Die  linken 
Seiten  sind  wieder  zur  Abkürzung  mit  AJ,  ÄJ, . . .  AJ  be- 
zeichnet worden,  und  wir  benutzen  diese  Bezeichnungen  auch, 
wenn  die  Funktion  f  beliebig  angenommen  wird. 
Jede  Gleichung  von  der  Form 

(2)  l,Aif+  ^A,f+- .  ■  +  X^Ä^f-  0 

besteht  infolge  von  (1),  wie  auch  il^,  A,, . . .  A^  als  Funktionen 
von  x^jX^f.,,  x^  gewählt  sein  mögen.  Derartige  Gleichungen 
heißen  von  den  Gleichungen  (1)  abhängig.  Sie  tragen  nichts 
neues  zur  Ermittelung  der  Lösungen  des  Gleichungensjstems 
(1)  bei.  Es  kann  sein,  daß  schon  einige  der  Gleichungen  (1), 
die  alsdann  überflüssig  sind,  von  den  übrigen  abhängen.  Dies 
erkennt  man  geradeso,  wie  in  der  Algebra  die  Abhängigkeit 
linearer  homogener  Gleichungen  in  n  Unbekannten;  an  die 
Stelle  der  n  Unbekannten  treten  dabei  die  n  partiellen  Ablei- 
tungen von  f  nach  x^^Xj^y , .  .x^.   Somit  gilt  der 

Satss  9:  Die  m  homogenen  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung 
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««^  +  «»^  +  •••  +  «».#,-0    (Ä:-l,2,...m) 

sind  dann  und  nur  dann  voneinander  unabhängig,  wenn  nickt 
alle  in  der  Matrix 


«11 

«11 

«1$ 

•  •  « 

«1« 

«Sl 

«11 

«IS 

•  •  • 

«1» 

• 

• 

• 

•  •  • 

• 

«»1 

«ml 

«mS 

•  •  • 

«». 

enihalienen  m-reihigen  Determinanten  verschtvindefi. 

Man  kann  auch  sagen: 

Säte  10:  Die  m  homogenen  linearen  partiellen  Differential-' 
gleichungen  erster  Ordnung 

««g  +  «"S  +  ---  +  «*.Ä=-0    (h-l,2,...m) 

sind  dann  und  nur  dann  voneinander  unabhängig,  wenn  sie  sich 
nach  m  partiellen  Ableitungen  von  f  auflösen  lassen. 

Liegt  ein  System  von  Gleichungen  (1)  vor,  so  wird  man 
zuerst  immer  untersuchen,  welche  voneinander  unabhängig  sind, 
und  die  etwa  vorhandenen  abhängigen  beiseite  lassen.  Es 
leuchtet  ein,  daß  es  höchstens  n  voneinander  unabhängige  Glei- 
chungen  gAen  kann. 

866.  Der  Etats  vonPoisson.  Wir  betrachten  zunächst 
ein  System  von  nur  ewei  Gleichungen: 

Es  gibt  ein  Mittel,  aus  ihnen  eine  neue  Gleichung  zu  gewinnen, 
die  ebenfalls  von  ihren  gemeinsamen  Lösungen  erftlllt  wird 
und  unter  Umständen  von  den  Gleichungen  (1)  unabhängig  sein 
kann.  Dies  Mittel  besteht  in  der  Bildung  des  von  Poisson  ein- 
geführten Klammerausdruckes,  der  durch  die  Formel 

(2)  (Af,Bf)~ÄiBr)-B(Äf), 

definiert  wird  und  in  anderem  Zusammenhange  schon  in 
Nr.  741  erwähnt  wurde,  worauf  wir  aber  nicht  zurückgreifen 
wollen.  In  (2)  soll  A{Bf)  derjenige  Ausdruck  sein,  der  aus 
Af  hervorgeht,  wenn  darin  f  durch  Bf  ersetzt  wird,  und  ent- 
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sprechendes  gilt  von  B(Af),  Berechnet  man  den  Klanuder- 
ausdrucky  so  findet  man,  daß  sich  alle  partiellen  Ableitungen 
Eweiter  Ordnung  yon  f  fortheben.     Es  verbleibt: 

(3)  (Äf,  Bf)  - 

Die  Ausrechnung  ist  übrigens  einfacher,  als  es  nach  dieser  all- 
gemeinen Formel  den  Anschein  hat.  Denn  da  die  partiellen 
Ableitungen  zweiter  Ordnung  von  f  fortfallen,  kann  man  den 
Elammerausdruck  auch  in  der  Weise  bilden,  daß  man  während 
der  Ausrechnung  die  Ableitungen  von  f  nach  x^^  x^j  .  .  .  x^ 
wie  Eonstanten  behandelt    In  der  Tat  läßt  sich  die  Formel 

(3)  kürzer  so  schreiben: 

(4)  (Äf,  Bf)  ^{Äß^-Ba,)  §£.  +  •..  + (Aß,- BajfL. 

Der  Elammerausdruck  ist  ebenso  wie  Äf  und  Bf  eine  homo- 
gene lineare  ganze  Funktion  der  partiellen  Ableitungen  erster 
Ordnung  von  f  mit  von  Xi,  x^, . . .  x^  abhängigen,  aber  von  f 
freien  Eoeffizienten.  Stellt  nun  f  eine  gemeinsame  Lösung  der 
Gleichungen  (1)  dar,  so  verschwinden  Af  und  Bf  für  alle 
Werte  von  x^,  x^, . . .  x^,  und  (2)  zeigt,  daß  dasselbe  von  dem 
Elammerausdrucke  (Äf,  Bf)  gilt.  Dies  liefert  den  wichtigen 
Satz  von  Poisson: 

Satg  11:    Jede  gemeinsame  Lösung  f  Mweier  homogener 
linearer  partieller  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 

hefriedigt  auch  die  durch  Klammerhüdu/ng  hervargAende  Gleichung 

(Af,  Bf)  -  0, 
866] 
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nämlich  die  homogene  lineare  partielle  Differentialgleichung  erster 
Ordnung: 

Beispiel:   Id  vier  Yeranderlichen  x^^  x^y  x^,  x^  seien  die 
beiden  Gleichungen  gegeben: 


(5) 


'       dx^   '   dx^   '      *  dx^   '      '  cx^         ' 


'*  dx^  ^  '*'»  dx^ 
Hier  liefert  (4): 

^    "     '^       dXi    '   dx^         *8aj,         ^dx^ 

Jede  Funktion  f,  die  den  Oleichungen  (5)  genügt^  erfüllt  somit 
auch  die  Gleichung: 

Man  kann  Äf  —  0  an4  Cf^O  darch 

UÄf+Cf)~0    und    {(Äf-Cf)~0 
ersetzen.    Mithin  liegen  die  drei  Oleichungen  vor: 

dx,  ^  dx,       "^         ^1  dx,  ^  ^  dx^       ^'        dx,  ^  dx^       ^' 

Nach  den  beiden  ersten  müssen  df\  dx^  und  dfi  dx^  verschwin- 
den. Also  ist  f  von  x^  und  x^  frei.  Demnach  handelt  es  sich 
um  diejenigen  Funktionen  f  von  x^  und  x^  aUein,  die  der 
dritten  Gleichung  genügen ^  d.  h.  um  die  Integrale  der  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichung 

dx^       dx^ 
—  =-— , 

nämlich  die  Funktionen  von  x^  —  x^  allein.  Jede  Funktion 
also,  die  den  beiden  vorgelegten  Gleichungen  (5)  genügt,  ist  eine 
Funktion  von  x^  —  x^  allein,  und  umgekehrt  erfüllt  jede  Funk- 
tion von  x^  —  x^  allein  die  Gleichungen  (5). 

867.  Bntstehiing  der  voUsttadigeii  Systeme.  Wir 
nehmen  jetzt  an,  daß  m(<n)  voneinander  unabhängige  homo- 
gene lineare  partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
vorliegen: 
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(Ä  —  1,  2, . . .  m). 

Nach  dem  letzten  Satze  sind  ihre  gemeinsamen  Lösungen  f 
zugleich  Lösungen  der  homogenen  linearen  partiellen  Differen- 
tialgleichungen : 

(2)  (AJ,  ^,/)-0        (Ä;-l,2,...w;  Z-l,2...»i). 

unter  diesen  können  solche  vorhanden  sein,  deren  linke  Seiten 
für  alle  Funktionen  f  gleich  Null  sind,  oder  auch  solche,  die 
von  den  m  Gleichungen  (1)  abhängig  sind  (vgl  Nr.  865). 
Derartige  Gleichungen  lassen  wir  ab  überflüssig  beiseite.  Es 
können  aber  auch  yon  (1)  unabhängige  Gleichungen  (2)  hervor- 
gehen, und  diese  Gleichungen  fügen  wir  gu  dem  vorgelegten  Stf- 
Stent  (1)  hinsfu.  Es  besteht  dann  aus  mehr  als  m  Gleichungen, 
und  wieder  handelt  es  sich  um  die  Ermittelung  ihrer  gemein- 
samen Lösungen. 

Das  neue  System  kann  man  gerade  so  behandeln  wie  das 
vorgelegte  System  (1),  d.  h.  man  kann  wieder  die  Klammer- 
ausdrücke  gleich  Null  setzen  und  zusehen,  ob  sich  auf  diese 
Weise  von  den  bisherigen  Gleichungen  unabhängige  Glei- 
chungen ergeben,  usw.  Da  höchstens  n  Gleichungen  von- 
einander unabhängig  sein  können,  muB  dies  Verfahren  nach 
einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten  zu  Ende  kommen.  Somit 
gelangt  man  schließlich  durch  Differentiationen  von  einem  vor- 
gelegten System  (1)  zu  einem  System  von  r(^  n)  voneinander 
unabhängigen  homogenen  linearen  partiellen  Differentialglei- 
chungen, aus  dem  durch  Elammerbildung  keine  von  den  Glei- 
chungen des  Systems  unabhängigen  Gleichungen  hervorgehen. 
Ein  derartiges  System  heißt  vdlständig.    Hiernach  gilt  der 

8at0  12:  Liegt  ein  System  wn  homogenen  linearen  par- 
tiellen Differentialgleichungen  erster  Ordnung  für  eine  Funktion 
f  vor,  so  sind  seine  Lösungen  f  identisch  mit  den  Lösungen 
eines  gewissen  vollständigen  Systems 

(Ä-l,2,...r), 

d.  h.  eines  Systems,  das  so  beschaffen  ist,  daß  aüe  r(^n)  CRei- 
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chungen  des  Systems  voneinander  unabhängig,  dagegen  alle  durch 
Klammerhüdung  eu  gewinnenden  Gleichungen 

(AJ,  Ä,f)^0    (Ä-l,2,...r;  ?=l,2,...r) 

von  denen  des  Systems  abhängig  sind.  Die  Aufstellung  dieses 
vollständigen  Systems  erfordert  nur  eine  endliche  AnmU  von 
Differentiationen. 

Nach  Nr.  865  haben  die  Elammerausdrücke  bei  diesem 
yollständigen  System  deshalb ,  weil  sie  nur  abhängige  Glei- 
chungen liefern,  für  jede  Funktion  f  die  Form: 

(3)        {AJ,  A,f)  «  X,nAf+  hit^f+  •  •  •  +  KiArU 

worin  die  Koeffizienten  X  Funktionen  von  oa^,  x^j . . .  x^  bedeuten, 
die  von  f  frei  sind.     Ein  yollständiges  System 

A,f=0,    A,f^O,    ...    ÄJ-O 

besteht  mithin  aus  r(^n)  unabhängigen  Gleichungen  von  der 
Art,  daß  sich  die  Elammerausdrücke  ihrer  linken  Seite  linear 
und  homogen  mit  im  allgemeinen  von  x^,x^, . .  .  x^  abhängigen 
Koeffizienten  durch  die  linken  Seiten  selbst  ausdrücken.  Man 
nennt  das  System  r-gliedrig. 

Insbesondere  erkennt  man,  daß  ein  gerade  n-gliedriges 
yollständiges  System  mit  n  unabhängigen  Veränderlichen  x^y 
x^y . . .  x^  notwendig  die  n  Gleichungen 

nach  sich  zieht,  also  nur  die  Losungen  f »  konst.  hat. 

Beispiel:  Bei  den  beiden  voneinander  unabhängigen  Diffe- 
rentialgleichungen 


(4) 


dx^  ^    «  a«,  ^         ^  •^«  dx, 
kommt: 

Nullsetzen  dieses  Ausdruckes  liefert  eine  von  den  Gleichungen 

(4)  unabhängige  Gleichung: 

(5)  C^-^,g  +  ^,g  +  ...  +  ,,_^.0. 
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Demnach  sind  die  gemeinsamen  Losungen  f  der  beiden  Glei- 
chungen (4)  identisch  mit  den  gemeinsamen  Losungen  der 
drei  Gleichungen  (4)  und  (5).    Wir  bilden  weiterhin: 


{Af,  Cf)  - 
(Bf,  Cf)  - 


IL 


+ 


1£ 


+ 


-2[x,*^  +  x,*^  + 


+ 

df 

dXn 

+  . 

X 

.^^f 

Hiemach  ist: 

(Af,Cf)-Äf,    (Bf,Cf)--Bf. 

Nullsetzen  der  Elammerausdrücke  gibt  daher  keine  von  (4) 
und  (5)  unabhängige  Gleichung.  Demnach  bilden  die  Glei- 
chungen (4)  und  (5)  zusammen  ein  dreigliedriges  vollständiges 
System,    Wir  kommen  auf  dies  Beispiel  in  Nr.  870  zurück. 

868.  InvolutioiiSBysteme.     Ein  r-gliedriges  yoUstön- 
diges  System  in  n  Veränderlichen 

(1)  ÄJ^O,    ^/-O,...   AJ-O, 

bei  dem  also  nach  (3)  in  voriger  Nummer  för  die  Elammer- 
ausdrücke Gleichungen  von  der  Form 

(2)  {ÄJ,  A/)  =  X,,,A,f  +  X,,,A^f  +  . . .  +  X,,^ÄJ 

(*  «  1,  2, . . .  r; J  =  1,  2, . . .  r) 

gelten,  wobei  die  k  Funktionen  von  x^^  ^s>  *  *  *  ^n  ^^^}  ^^^ 
sich  in  unbegrenzt  vielen  anderen  Formen  schreiben.  Denn 
wenn  man  r^  Funktionen  (i  von  ^i;  ^;  •  •  •  ^^  so  wählt,  daß 
ihre  Determinante 


Ihl   1*1»  •     •  /*lr 

(3) 

/*«  Ihl-    -Ihr 

m                          .            .             •              * 
.                           »            .              .              • 

■ 

+  0 

ist,  besagen  die  r  Gleichungen 

(4)            £/-  ft„^/-+  ii,iA,f+  . . .  +  l^trAf 

(ft  -  1,  2, . . . ) 

0 

0 


dasselbe  wie  die  r  Gleichungen  (1),  und  sie  sind  wieder  lauter 
homogene  lineare  partielle  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung. Nun  liegt  die  Vermutung  nahe,  daß  die  Gleichungen 
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aach  in  der  neuen  Form  (4)  ein  yoUsl&idiges  System  bilden, 
d.  h.  daß  alle  Klammerausdrücke  {Bjf,  B,f)  infolge  von  (4)  ver- 
sch winden.    Dies  ist  so  zu  beweisen: 

Da  der  Elammerausdruck  nach  seiner  in  Nr.  866  gegebenen 
Definition  augenscheinlich  die  Eigenschaft  hat,  daß  stets 

(Äf+Bf,  Gf+  Df)  -  {Af,  Cf)  +  {Bf,  Gf)  +  {Af,  Bf)  +  {Bf,  Lf) 

und,  falls  A  und  ft  Funktionen  Ton  x^^  ^y  •  •  •  ^n  sind,  auch 
stets 

{XAf,  iiBf)  =  X^{Af,  Bf)  +  XAfi .  Bf-  [iBX  .  Äf 

wird,  ergibt  sich  als  Elammerausdruck  aus  zweien  der  Summen 
Bf  in  (4)  eine  Summe,  in  der  als  Summanden  die  r  Größen 
A^fy . . .  A^f  und  ihre  Elammerausdrücke  auftreten,  multipli- 
ziert mit  von  f  freien  Funktionen  von  x^y  rc,,  ...o?^.  Setzt 
man  darin  die  Werte  (2)  ein,  so  geht  eine  Summe  der  r  mit 
Funktionen  von  x^yX^y...x^  multiplizierten  Orößen  A^fy  A^f, 
.  . .  A^f  hervor,  die  sich  ihrerseits  wegen  (3)  nach  (4)  linear 
durch  B^f,  B^fy .  . .  B^f  ausdrücken  lassen.  Schließlich  zeigt 
sich  also,  daß  die  IQammerausdrücke  zwischen  B^f,  B^fy ...  B^f 
homogene  ganze  lineare  Funktionen  von  B^f,  B^f, . .  .  B^f  mit 
von  x^y  x^y  ,  .  ,  x„  abhängigen  Eoeffizienten  werden,  d.  h.  daß 
jede  Gleichung  {Bj^fy  B/)  =  0  von  den  r  Gleichungen  (4)  ab- 
hängig ist. 

In  welcher  Form  (4)  man  also  auch  das  System  (1)  schrei- 
ben mag,  stets  behält  es  die  für  ein  r-gliedriges  vollständiges 
System  charakteristische  Eigenschaft. 

Insbesondere  sagt  man,  daß  die  Gleichungen  des  Systems  (4) 
in  Involution  sind  oder  daß  das  System  (4)  ein  InvoluHons- 
system  ist,  wenn  aUe  Elammerausdrücke  (JB^/,  B/)  für  belie- 
bige Funktionen  f  verschwinden.  Nach  einem  Satze  von  Clebsch 
läßt  sich  das  System  (1)  stets  in  ein  Involutionssystem  ver- 
wandeln. Dies  kann  man  nach  A.  Mayer  sehr  einfach  so  be- 
weisen: 

Infolge  des  Satzes  10  von  Nr.  865  sind  die  vorgelegten 
r  Gleichungen  (1)  nach  gewissen  r  der  n  partiellen  Ableitungen 
von  f  auflösbar,  etwa  nach  denjenigen  hinsichtlich  XiyX^y.,.x/. 
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wobei  die  Koeffizienten  ß  Funktionen  yon  x^  x^, . . .  x^  sind. 
Dann  aber  ist  das  System  (1)  auf  die  neue  Form 

(Ä  «  1,  2, . . .  r) 

gebracht,  wobei  nach  wie  vor  jeder  Klammerausdruck  {Bifj  B^f) 
linear  aus  B^f,  B^fy . . .  B^f  mit  von  ar^,  ir,, . . .  x^  allein  ab- 
hängigen Koeffizienten  zusammensetzbar  sein  muß.  Wegen 
der  besonderen  Gestalt  der  Bf  erhellt  jedoch,  daß  {Bkfj  B^f) 
Ton  den  Ableitungen  von  f  hinsichtlich  x^,  x^^ , . .  x^  frei  wird, 
während  doch  in  jedem  Bf  eine  von  ihnen  mit  dem  Faktor 
Eins  auftritt.  Demnach  muß  notwendig  jeder  Klammeraus- 
druck (B^f  Bff)  für  alle  Funktionen  f  verschwinden.  Somit 
gilt  der 

Satß  13:   Jedes  r-gliedrige  vollständige  System 

AJ^O,      A^f-O,    ...    Ä,f^O 

läßt  sich  in  ein  Invdlutionssystem 

BJ^O,      JSj/'-O,    ...    BJ'^O 

verwandeln,  d,  h,  in  ein  System,  bei  dem  alle  KlammerausdrücJce 
{Bj^f,  Bjf)  identisch  verschwinden.  Dies  Jcann  e.  B.  dadurch  er- 
reicht  werden,  daß  man  das  System  nach  r  partieiUen  Abtei- 
turnen  van  f  auflöst  und  dann  aUe  Glieder  der  hervorgehenden 
Gleichungen  auf  eine  Seite  bringt. 

Die  Gesamtheit  der  Betrachtungen  von  Nr.  865  an  gibt 
schließlich  den 

Säte  14:  Die  Aufgabe,  die  gemeinsamen  Losungen  mehrerer 
homogener  linearer  partieller  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung ßu  bestimmen,  läßt  sich  stets  mittels  Differentiationen  auf 
die  Aufgabe  zurückführen,  ein  gewisses  Involutionssystem  eu  inte- 
grieren. 

869.  Integration  eines  Involntionssystems.    Dem- 
nach liege  jetzt  die  Aufgabe  vor,  ein  r-gliedriges  Involutions- 
system 
(1)  Ä,f^O,    A,f~0,    ...    ^/-O 

mit  n  unabhängigen  Veränderlichen  x^,X2,..>x^zn  integrieren. 
Wenn  man  im  Stande  ist,  eine  Gleichung  des  Systems  für  sich 
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yoÜBtändig  zu  intefpriereii;  läßt  sich  die  Aufgabe^  wie  wir  zeigen 
wollen,  auf  die  der  Integration  eines  nur  noch  (r— l)-gliedrigen 
Inyolutionssystems  mit  nur  noch  n  —  1  unabhängigen  Veränder- 
lichen zurückführen. 

Es  werde  also  angenommen.  Von  der  r^^  Gleichung  Ä^f'^O 
seien  uns  schon  n  —  1  unabhängige  Lösungen  co^;  o)|, ...  <0«_i 
bekannt.  Da  jeder  Elammerausdruck  gleich  Null,  also  ins- 
besondere 

(A/,  Ä,f)  -  AMf)  -  U^rf)  -  0 

und  femer  jedes  ^^o^  — 0  ist^  folgt  hieraus  für  /"»Oy,  daß 
A^{Aj^ml)  verschwindet^  so  daß  -4^c0y  ebenfalls  eine  Lösung  von 
A^f'^'O  sein  muß.  Alle  A^m^  sind  daher  Funktionen  von 
^i;  ^8;  *  •  •  ^«-1  &Uein.  Von  diesem  Umstände  machen  wir 
nachher  Gebrauch. 

Der  größeren  Bequemlichkeit  der  Ausdrucksweise  halber 
darf  angenommen  werden,  daß  cD},  Oj, . . .  cd^_i  gerade  in  bezug 
auf  x^y  a;„  . . .  x^_^  voneinander  unabhängig  seien.  Vermöge 
der  Gleichungen 

kann  man  nun  an  Stelle  von  rr,,  ^;  •  •  •  ^«^i  die  neuen  Ver- 
änderlichen y^j  Vtf '  "  Vn-x  oii^führen,  indem  man  als  n^  Ver- 
änderliche x^  beibehälb  Nach  Nr.  862  nimmt  das  System  (1) 
dabei  die  Form  an: 

(Ä  -  1,  2, . . .  r). 

Die  r**  Gleichung  wird  besonders  einfach,  denn  -^^Oj,. . .  -4^c}^_i 
sind  sämtlich  gleich  Null,  während  A^x^  +  0  ist,  weil  x^  keine 
Lösung  von  A^f'=0  vorstellt.  Wenn  man  die  Funktion -4^ a:^, 
geschrieben  in  y^  y^,  *  >  >  y»_i  nnd  x^,  mit  y^  bezeichnet,  lautet 
mithin  die  letzte  Gleichung  so: 

(2)  ÄJ^  y,(y„  y„ . . .  y,_„  «J  ^  -  0        (y,  +  0). 

Li  den  r  —  1  ersten  Gleichungen  sind  die  Koeffizienten  von 
df:  dy^y  .  .  .  df:  dy^^i  nach  der  vorausgeschickten  Bemerkung 
Funktionen  von  ©i,  cöj,  . . .  o)„_i,  also  von  y^,  yj,  . .  .  y^_i 
allein.    Haben  diese  r  —  1  ersten  Gleichungen  die  Form 
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(i  -  1,  2,  ...  n  —  1), 

80  sind  mithin  ßtit  ßki, .  •  •  /J*,«-!  Funktionen  von  y^,  y„  . . .  y,_i 
allein,  während  yt  außerdem  noch  von  x^  abhängen  kann. 
Nach  (2)  müssen  alle  Losungen  des  Systems  (1),  ge- 
schrieben in  yi,  y^f"  y»-!  ^^^  ^«7  fr®^  ^^^  ^n  ^^'  Deshalb 
sind  sie  nach  (3)  diejenigen  Funktionen  von  y^,  Vty  -  -  -  tfn-i 
allein,  die  den  r— 1  Qleichungen 

(4)       BJ-ß^.§f^  +  ß^^§i  +  '-  +  ß.n^^j^^-0 

(1  =  1,  2, ...  r  -  1) 

mit  den  n  ~  1  imabhängigen  Veränderlichen  y^,  y«;  •  -  •  y»_i 
Genüge  leisten.  In  diesen  Gleichungen  tritt  x„  gar  nickt  mehr  auf. 
Nun  ist  nur  noch  zu  beweisen,  daß  dier— 1  öleichongen 
(4)  ein  (r  —  l)-gliedriges  Inyolutionssystem  bilden.  Wären 
sie  voneinander  abhängig,  so  bestände  für  beliebige  Funk- 
tionen f  wenigstens  eine  Gleichung  von  der  Form 

Kivv  ya;  •  •  •  yn-.i)Bif+  •  •  •  +  K-i(ifuyi>  •  •  •  y«-i)-Br-i/'=o, 

deren  von  yi;  ys;  •  •  .  y„_i  abhängige  Koeffizienten  l  nicht 
sämtlich  verschwinden.     Nun  ist  aber  nach  (4),  (3)  und  (2): 

7r 

SO  daß  käme: 

Dies  ist  unmöglich,  weil  die  r  vorgelegten  Gleichungen  (1)  von- 
einander unabhängig  sind.  Ferner  zeigt  die  Art,  wie  man  in 
die  Gleichungen  des  Systems  (1)  nach  Nr.  862  die  neuen  Ver- 
änderlichen einzuführen  hat,  daß  die  Klammerausdrücke  nicht 
nur  bei  der  alten  Schreibweise  (1)  des  Involutionssystems, 
sondern  auch  bei  der  neuen  Schreibweise  (2),  (3)  dieses  Systems 
identisch  verschwinden.    Nach  (3)  und  (4)  ist  weiterhin: 

(A  =  1,  2, . . .  r  -  1;    ?  -  1,  2, ...  r  -  1), 

und  da  die  Veränderliche  x^  in  B^f^  B^f, . . ,  B^^^f  gar  nicht 
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anftritty  folgt  somit: 

(Ä- l,2,...r— 1;  I-l,2,...r~l). 

Hierin  stellt  {Bjf,  B/)  die  Gesamtheit  derjenigen  Glieder  dar^ 
die  Ableitungen  Ton  f  nach  y^y  Vtf  -  <  -  Vn-i  allein  enthalten. 
Daher  wird  insbesondere: 

(B/,B,/0-O  (Ä- 1,2,. ..r-1;  1-1,2,. ..r-1). 

Die  Gleichungen  (4)  bilden  also  in  der  Tat  ein  (r— l)-gliedriges 
Involutionssystem,  d.  h.  es  gilt  der 

Satz  15:  Liegt  ein  rgliedriges  InvdhUionssystem 

'Ä,f-0,    A,f^Q,...   Ä,f-0 

mit  n  tmäbhängigen  Veränderlichen  x^^x^,...  x^  voTy  und  kennt 
man  n  —  1  unabhängige  läsungen  «d^,  co,,  . . .  m^_^  einer  Glei- 
chung des  SystetnSy  etwa  der  letzten  Gleichung  Arf^  0,  so  sind 
die  Lösungen  des  Systems  identisch  mit  den  Losungen  desjenigen 
(r  —  1) ' gliedrigen  Involutionssystems  mit  n— 1  unabhängigen 
Veränderlichen  y^,  y,, . . .  y,_i,  das  sich  ergibt,  wenn  man  in 
den  r— 1  Gleichungen 

*  1  ay,  *    *  « ay,  ^      ^    *  —1  ay„-.i 

(Ä  -  1,  2,  ...  r  -  1), 

deren  Koeffizienten  Funktionen  von  gI|,  (D|,  . . .  C9..i  aüein  sind, 
die  neuen  Veränderlichen 

einführt. 

Das  neue  (r— l)-gliedrige  Involutionssystem  kann  genau 
in  derselben  Weise  weiter  vereinfacht  werden,  sobald  man  eine 
seiner  Gleichungen  yoUständig  zu  integrieren  vermag,  usw. 
SchließUch  gelangt  man  so  zu  einem  eingUedrigen  System 
mit  nur  noch  n  —  r  +  1  unabhängigen  Yeranderlichen,  also  zu 
einer  einzigen  homogenen  linearen  partiellen  Differentialglei- 
chung, die  gerade  n--r  unabhängige  Lösungen  hat.  Dem- 
nach folgt,  weil  jedes  vollständige  System  nach  Satz  13, 
Nr.  868,  als  Involutionssystem  dargestellt  werden  kann: 

Satz  16:  Ein  r-gliedriges  vollständiges  System  mit  n  un- 
abhängigen  Veränderlichen   hat  gerade   und   nur  n  —  r  unab- 
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hänffige  Lösungen.    Jede  andere  Lösung  ist  eine  Funktion  wm 
diesen,  und  jede  Funktion  von  läsungen  ist  wieder  eine  Lösung, 

870.  Beispiele.  Im  Falle  n  »-  3,  also  im  Falle  dreier 
unabhängiger  Veränderlicher  x„  x^,  x^,  die  wir  jetzt  x,  y,  0 
nennen  und  als  rechtwinklige  Koordinaten  im  Räume  deuten 
wollen^  sind  für  r  die  drei  Werte  r  »  1;  2^  3  möglich.  Zu 
r »  1  gehört  eine  einzelne  homogene  lineare  partielle  Diffe- 
rentialgleichung,  die  schon  in  Nr.  856  geometrisch  erläutert 
wurde.  Ist  r  =  3^  so  hat  das  vollständige  System  nach 
Nr.  867  nur  die  Lösungen  f «  konst.  Daher  interessiert  uns 
hier  nur  ein  xr^^etgliedriges  Tollständiges  System.  Es  hat  nach 
dem  letzten  Satze  nur  eine  unabhängige  Lös|ing  <d  (x,  y,  ß), 
indem  jede  andere  eine  Funktion  von  o  ist  Die  durch 
CO  » konst  dargestellten  Flächen,  die  Integral  flächen,  bilden 
eine  einfach  unendliche  Schar^  die  sich  geometrisch  wie  folgt 
definieren  läßt.     Sind 


die  beiden  Gleichungen  des  vollständigen  Systems,  so  ordnet 
jede  irgend  einem  Punkte  M  oder  (x,  y,  0)  nach  Nr.  856  je  ein 
Linienelement  l^^  und  l^  zu,  indem  die  Bichtungskosinus  der 
beiden  Elemente  proportional  zu  a^,  ß^,  y^  und  a^,  ß^,  y^  sind. 
Die  durch  M  gehendß  Integraifläd^  o  »  konst.  muß  beide  Linien- 
demente  enthalten. 

Sind  dx,  dy,  de  die  Di£ferentiale  der  Koordinaten  auf  einer 
Integralfläche,  so  muß  daher 


-0 


oder 

(2)  031^2 -Ayi)da?  +  (yi«2~y8«i)dy  +  (aiA-a,A)rf^  =  0 

sein.  Die  Integralflächen  des  vollständigen  Systems  (1)  sind  dem- 
nach identisch  mit  den  Integralflächen  der  totalen  Differentialglei- 
chung (2).  Man  kann  auch  sagen:  Die  Normalen  der  Integral' 
flächen  haben  Richtungskosinus,  die  au  den  drei  in  (2)  auftreten- 
den Determinanten  proportional  sind. 
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1,  Beispiel:  Die  beiden  Qleichangeii 

bilden  wegen  {Äf,  Bf)  =  0  ein  Involationssystem.    Die  zweite 
ist  nach  Satz  1,  Nr.  853,  mit  dem  System 

dx      dy       dB 
Iß  '^  y  ^  z 

äquivalent,  das  die  Integrale  x :  s  und  y :  0  hai    Nach  dem 
Verfahren  der  vorigen  Nummer  führt  man  daher 

ein  und  bildet: 

SO  daß  noch  die  Gleichung 

in  X  und  §  allein  integriert   werden  muß.     Sie  ist  mit  der 
homogenen  gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

dx    _^Jy_^Q 


x-\-y      x—y 
äquivalent;  die  nach  Nr.  716  das  Integral 

Ol  «  arctg  I- +  Iny^+y«  -  arctg -^' +  In  J^^^3Z 
hat.    Die  Integralflächen  des  Involutionssystems  sind  also: 

g  —  konst.  Yx^  +  y^e         *. 


Z  Be 

ispiel. 

'  Wir  nehmen  das 

Beispiel 

von 

Nr.  867  wie- 

der  auf: 

Af- 

dx,  ^ 

a«,  + 

.     .     •     mXm 

df 
dx. 

-0, 

Bf^, 

'i  dx,  +  ^ 

• .  •  +  a;  J 

idf 

dx. 

-0. 

Wie  sich  damals 

zeigte,  tritt  dnrdi 

Elammerbildnng 

Cf- 

*i  a«,  +  *» 

dxi  + 

h  «, 

df 

dx, 
87» 
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hinzU;  und  dann  Uegt  ein  dreigliedriges  vollständiges  System 
vor;  das  gerade  n  —  8  unabhängige  Lösungen  hat.  Man  könnte 
nun  das  Integrationsverfahren  der  vorigen  Nummer  anwenden, 
müBte  jedoch  zu  diesem  Zwecke  das  System  erst  auf  Grund 
des  Satzes  13  von  Nr.  868  in  ein  Involutionssystem  verwandeln. 
Weil  dabei  die  Symmetrie  verloren  geht,  ziehen  wir  folgenden 
Weg  vor:  Die  Gleichung  Äf^O  hat  die  n  — 1  unabhängigen 
Lösungen: 

yj  =  a?!  —  x^f    ft  —  Ä?|  —  a;^,  .  .  .  y,_i  =»  x^_  ^  —  x^. 

Die  Lösungen  des  Systems  müssen  also  Funktionen  von  y^ 
Vtf  '  'Vn-i  ^^^^  s^ui-    ^^  6^^^  derartige  Funktion  f  ist  aber 

_„_        (,--1,2,.. .w-1), 

df         df      df  df 


dx^  dy,       dy,  dy^,,' 

so  daß  C/*  -  0  die  Form 

bekommt.  Diese  Gleichung  hat  die  n  —  2  unabhängigen  Lö- 
sungen: 

Die  gesuchten  Lösungen  sind  somit  Funktionen  von  e^j  Mf, 
. . .  0^_^  allein.  Für  eine  derartige  Funktion  f  nimmt  nun  die 
noch  zu  befriedigende  Gleichung  Bf «  0  nach  Streichen  des 
überall  auftretenden  Faktors  y^_i  die  Form  an: 

und  sie  hat  die  n  —  3  unabhängigen  Lösungen: 
'J^:zl:'ji=i^zl    oder    Sll^iz^  .  SizziTISl:^  (j.i  2...n-3). 

Dies  sind  die  n  —  3  Doppelverhältnisse  {pn-i^n^i^n-^%) t  ^^* 
Nr.  748.  Da  sich  alle  Doppelverhältnisse  von  je  vieren  der 
Veränderlichen  x^,  x^,...x^  durch  diese  n  —  3  ausdrücken 
lassen,  sind  die  gesuchten  Lösungen  identisch  mit  den  Funk- 
tionen der  Doppelverhältnisse  von  je  vieren  aller  Veränderlicher 

X*  y     Xm  •     •     •     •     X— ■ 
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§  4.  Ffaffsche  Gleichangen. 

871.  PfUTsohe  GHelohnng  in  drei  Verftnderliohen. 

In  einem  gewissen  Zusammenhange  mit  den  homogenen 
linearen  partiellen  Differentialgleichungen  stehen  diejenigen 
totalen  Differentialgleichungen,  die  man  auf  eine  Form  bringen 
kann,  in  der  sie  linear  und  homogen  in  den  Differentialen  der 
Veränderlichen  sind,  also  die  Gleichungen  von  der  allgemeinen 
Form 

X^dx^  +  X^dx^  +  •  •  •  +  ^«rfa?«  -  0, 

wo  Xj;  X^,,..X^  gegebene  Funktionen  der  n  Veränderlichen 
Xi,  x^y. . .  x^  bedeuten.  Solche  Gleichungen  heißen  PfaffscJie 
Gleichungen, 

Wir  beschränken  uns  auf  den  Fall  n » 3  und  nennen  die 
drei  Veränderlichen  x,  y,  ß.  Vorgelegt  sei  also  eine  Gleichung: 

(1)         X{x,  y,  z)dx  +  Y{Xy  y,  0)dy  +  Z{x,  y,  e)dß  —  0. 

Unter  ihrem  Bereiche  wird  ein  Variabilitätsbereich  verstanden, 
innerhalb  dessen  sich  die  drei  gegebenen  Funktionen  X,  F,  Z 
regulär  yerhalten.  Durchweg  fassen  wir  im  Folgenden  nur 
solche  Gleichungen  in  x^  y,  b  ins  Auge,  die  eine  oder  zwei 
der  Veränderlichen  in  einer  Umgebung  einer  Stelle  des  Be- 
reiches als  analytische  Funktionen  definieren.  Im  reellen  FaUe 
können  wir  an  die  Stelle  analytischer  Funktionen  solche  setzen, 
die  sich  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung 
stetig  yerhalten. 

Nach  Nr.  671  yerlangfc  die  Gleichung  (1):  Entweder  sollen 
zwei  der  Veränderlichen  als  Funktionen  der  dritten  oder  es 
soll  eine  Veränderliche  als  Funktion  der  beiden  andern  so  er- 
mittelt werden,  daß  die  Gleichung  (1)  für  alle  Werte  der  un- 
abhängig bleibenden  Veränderlichen  in  einer  Umgebung  einer 
Stelle  des  Bereiches  befriedigt  wird.  Der  dritte  Fall  nämlich, 
wo  Xy  y,  0  alle  drei  konstant  sind,  ist  triyiaL  Zunächst  kann 
nun  die  Befriedigung  der  Gleichung  (1)  dadurch  zustande 
kommen,  dafi  alle  drei  Koeffizienten  X,  T,  Z  gleich  Null  wer- 
den. Die  Frage,  ob  es  eine  oder  zwei  Gleichungen  in  a?,  y,  g 
gibt,  infolge  deren  X,  F,  Z  alle  drei  gleich  Null  sind,  wird 
durch  Elimination  und  Substitutionen  erledigt.  Die  auf  diesem 
Wege  unter  Umständen  zu  gewinnenden  Lösungen  heißen  singu- 
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lär.  Sie  werden  überhaupt  yermieden^  wenn  man  Stdlen  (x,  y,  z), 
an  denen  X,  Y^  Z  sämüich  verschwinden,  vom  Bereut  ausschließt 
Wir  wenden  nns  zu  den  nicht  singnlaren  Lösungen.  Augen- 
scheinlich gibt  es  unbegrenzt  yiele  FutMionenpaare^  z.  B. 
y  ^  fp{x)  und  B  «=  i>{x)f  die  der  Gleichung  (1)  genügen«  Wird 
nämlich  y  »  9>(^)  hdiebig  gewählt^  so  liefert  (1)  eine  gewöhn- 
liche Differentialgleichung  erster  Ordnung 

\X{Xf%B)  +  T{Xj%is)ip']dx  +  Z{Xy%e)dB  ■=  0 

für  die  Funktion  z  von  x,  die  also  b  «  ^(a;)  bestimmt,  wobei 
noch  eine  willkürliche  Konstante  auftritt. 

Dagegen  ist  die  Frage,  ob  es  eine  einzige  Gleichung  zwi- 
schen Xj  y,  z  gibt,  infolge  deren  die  Pfaffische  Gleichung  (1) 
besteht;  nicht  so  einfach  zu  beantworten.  Da  wir  von  singn- 
laren Lösungen  absehen  wollen,  dürfen  wir  voraussetzen,  daß 
etwa  die  Funktion  Z  infolge  der  gesuchten  Gleichung  nidd 
verschwinde.  Dann  aber  ist  diese  Gleichung  nicht  frei  von  z, 
denn  sonst  bliebe  dz  in  (1)  völlig  willkürlich ^  so  daß  doch 
Z ^0  sein  müßte.  Demnach  fragen  wir  nach  einer  Funk- 
tion z  von  X  und  y,  für  die  Z  -f  0  ist  und  die  Gleichung  (1) 
besteht.    Da  (1)  gibt: 

(2)  dz ^dx-'^dy, 

muß  dies  ein  vollständiges  Differential  werden  ^  wenn  rechts 
überall  für  z  die  fragliche  Funktion  von  x  und  y  eingesetzt 
wird«  Dies  aber  erfordert  nach  Satz  1^  Nr.  609,  der  sich  leicht 
auf  den  Fall  komplexer  Veränderlicher  ausdehnen  läßt,  das  Er- 
fülltsein der  sogenannten  IntegrabüiicUs-Bedingung: 

/n\  d     ^  d    _I^ 

^^  dy  ~Z  "dx'z' 

Bei  ihrer  Ausrechnung  ist  zu  beachten,  daß  in  X,  F,  Z  noch 
die  von  x  und  y  abhängige  Veränderliche  z  vorkommt,  die 
nach  (2)  die  partiellen  Ableitungen  -— X:Z  und  —  F:Z  hin- 
sichtlich X  und  y  hat.  Demnach  ist  allgemein  für  eine  Funk- 
tion Sl  von  Xj  y,  z 

—  ^Sl^-U,  —  ^    ^«Wy-W,-^ 

zu  setzen,  und  dies  gilt  für  Ä  ■=  X,  F,  Z.     Mithin  liefert  (3) 
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nach  gehöriger  Ausrechnung;  Ordnung  und  Multiplikation  mit 
Z^  die  Integrabilitats-Bedingung  in  der  symmetrischen  Form: 

(4)      x(r.-z,)+r(2.-z,)  +  ^(3:,-rj-o. 

Nunmehr  sind  zwei  Fiale  denkbar:  Entweder  besteht  diese 
Gleichung  (4)  nicht  überall  in  der  Umgebung  einer  Stelle 
{x^  ifj  b)  des  Bereiches;  oder  sie  ist  eine  Identität.  Im  ersten 
Fälle  muß  gefordert  werden,  daß  die  Gleichung  (4)  zur  Iden- 
tität werde ;  sobald  man  darin  die  gesuchte  Funktion  e  von  x 
und  y  einsetzt.  Mithin  dient  (4)  dann  zur  Bestimmung  dieser 
Funktion.  Hat  man  8  aus  ihr  durch  Auflosung  ermittelt,  so 
muß  noch  nachträglich  untersucht  werden,  ob  auch  wirklich 
das  YoUständige  Differential  Yon  e  den  Wert  (2)  hat.  Dem- 
nach gut  der 

Satz  17:  Ist  hei  einer  Pfaffschen  Gleichung 

X{x,  y,  z)dx  +  Y(Xy  y,  z)dy  +  Z(x,  y,  z)dz  —  0 
die  IntegrabüüätS'Bedingung 

nicht  identisch  erfüllt,  so  gibt  es  eine  Gleichung  in  x,  y,  z,  infolge 
deren  die  Pfaffsche  Gleichung  besteht,  ohne  daß  infolge  ihrer 
alle  drei  Koeffizienten  X,  Y,  Z  verschunnden ,  dann  und  nur 
dann,  wenn  diese  Gleichung  in  x,  y,  z  das  ErfüUtsein  der  In- 
tegrabüitätS'Bedingung  nach  sich  zieht  und  eine  der  Veränder- 
lichen, etwa  z,  so  als  Funktion  q>{x,  y)  der  beiden  anderen  be- 
stimmt, daß  das  vollständige  Differential  dieser  Funktion  gleich 

—  -^  dx-^-^dy 

infolge  von  z  —  (p(x,y)  wird. 

Wir  wenden  uns  zum  zweiten  Falle,  wo  die  Integrabilitäts- 
Bedingung  (4)  identisch  besteht.  Dann  heißt  die  Pfaffsche 
Gleichung  (1)  unbeschränkt  integräbel,  während  man  sie  in  dem 
ersten  Falle  beschränkt  integräbel  nennen  kann.  Wir  behaupten 
nun,  daß  im  Falle  einer  unbeschränkt  integrabeln  Pfaffschen 
Gleichung  (1)  eine  Gleichung 

f(x,  y,  z)  —  konst 

mit  einer  willkürlichen  Konstante  (innerhalb  eines  gewissen 
Bereiches)  derart  vorhanden  ist,   daß   (1)  identisch  wird  mit 
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dx         *  dy    ^       CS 

Diese  Behauptung  kann  man  auch  so  aussprechen:  Es  gibt 
einen  Multiplikator  M  der  Pfaff sehen  Gleichung  (l),  nämlich 
eine  yon  Null  verschiedene  Funktion  M  von  x,  y,  z  derart, 
daß  identisch 

(5)  M{Xdx  +  Ydy  +  ZdB)  -  ^^dx +^dy +  ^^dg 

wird.  Zum  Beweise  beachte  man,  daß  die  Behauptung  (5)  zer- 
legt werden  kann  in: 

(6)  l^--MX,     l^--afr,     ^^MZ. 
^  ^  dx  '      dy  ^     ce 

Die  Elimination  von  M  führt  auf  die  beiden  homogenen  line- 
aren partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung: 

(7)  Äf^  Z^-X^^O/  Bf^  Z^  -  Y^  -  0. 
\  /  I  ^x  dz         ^        '  dy  dz 

Es  wird  also  behauptet,  daß  ihnen  eine  gemeinsame  Losung  f 
zukommt  Dies  ist  nach  Satz  11,  Nr.  866,  dann  und  nur  dann 
der  Fall,  wenn  sie  ein  eweigliedriges  vollständiges  System  bilden, 
nämlich  die  Gleichung 

(Af,  Bf)  -  {TZ,  -  ZZ,)I^  +  {ZZ,-  XZ,)  1^ 

+  iXT,+  ZX,-ZY,-YX,)l^-0 

nach  sich  ziehen,  und  dies  wieder  ist  dann  und  nur  dann  der 
Fall,  wenn  die  Determinante  der  Eoefßzienten  der  Ableitungen 
von  f  in  Äf*^  0,  in  5/'=  0  und  in  (Af,  Bf)  =«  0  verschwin- 
det. Diese  Forderung  aber  führt  in  der  Tat  gerade  auf  die 
Integrabilitäts-Bedingung  (4).  Hat  man  nun  die  einzige  unab- 
hängige Losung  f  des  vollständigen  Systems  (7)  ermittelt, 
so  gibt  es  auch  eine  Funktion  M,  die  (6)  befriedigt,  d.  h. 
dann  ist  die  Pfaffsche  Gleichung  (1),  wie  (5)  lehrt,  iden- 
tisch mit  der  Gleichung  df «  0,  so  daß  sie  besagt,  daß  f  kon- 
stant sein  muß.  —  Die  Umkehrung  dieser  Betrachtung  kam 
schon  in  Nr.  870  vor,  wo  wir,  ausgehend  von  einem  zweiglie- 
drigen vollständigen  System  (1)  in  x,  y,  e,  zu  einer  Pfaffischen 
Gleichung  (2)  gelangt  waren.  Wir  haben  jetzt  gefunden: 
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8at0  18:  Ist  eine  Pf  äff  sehe  Gleichung 

X(x,  y,  d)dx  +  r(a?,  y,  B)dy  +  Z{x,  y,  z)dz  «  0 

unbeschränkt  integrabd,  mit  anderen  Worten:  wird  ihre  Iniegror 
büiiätS'Bedingung 

identisch  erfmUy  so  hat  die  Pfaffsche  Gleichung  einen  Multipli- 
kator My  d,  h.  ihre  linke  Seite  geht  durch  Mtdtiplikation  mit 
einer  gewissen  von  Null  verschiedenen  Funktion  M  von  x,  y,  0 
in  das  vollständige  Differential  einer  Funktion  f  von  x,  y,  0  über, 
so  daß  die  Pfaffsche  Gleichung  dasselbe  besagt  wie  df^Q  oder: 

f{Xy  y,  0)  =-  konst. 

Die  Konstante  ist  dabei  willkürlich.  Außerdem  kann  die  Pfaff- 
sche Gleichung  nur  dann  noch  durch  eine  Gleichung  0wischen 
Xy  y,  0  befriedigt  werden,  wenn  diese  Gleichung  das  Verschwinden 
von  Xy  Y  und  Z  nach  sich  0ieht. 

Nur  in  dem  Falle ,  wo  die  Pfaffsche  Gleichung  anbe- 
schränkt integrabel  ist;  sagt  man  daher,  daß  sie  ein  Integral 
habe,  nämlich  das  Integral  f(x,  y,  0).  Natürlich  ist  auch  jede 
Funktion  von  f  ein  Integral,  aber  außerdem  gibt  es  kein  Integral. 

872.  Oeometrisohe  Dentmig  nnd  Beispiele.  Im  Raum 
mit  den  rechtwinkligen  Koordinaten  x^  y,  0  ordnet  eine  yor- 
gelegte  Pfaffsche  Gleichung 

(1)  X{x,  y,  0)dx  -t  T(x,  y,  0)dy  +  Z{x,  y,  0)d0  —  0 

einem  beliebig  gewählten  Punkte  M  oder  (x,  y,  0)  Differentiale 
dx,  dy,  d0  zu,  die  Fortschreitungsrichtungen  senkrecht  zu  der- 
jenigen Richtung  bestimmen,  deren  Richtungskosinus  zu  X,  Y,  Z 
proportional  sind.  Jene  Fortschreitungsrichtungen  bilden  daher 
ein  ebenes  Büschel.  Seine  Ebene  ist  in  den  laufenden  Koordi- 
naten i,  9,  i  durch 

dargestellt.  Da  der  Inbegriff  eines  Punktes  {x,  y,  0)  und  einer 
Ebene  durch  ihn  ein  Flächenelement  heißt  (vgl.  Nr.  858),  ordnet 
also  die  Pfaffsche  Gleichung  (1)  jedem  Punkte  M  ein  durch  ihn 
gehendes  Flächenelement  zu.  Wird  sie  durch  0wei  Gleichungen 
in  X,  y,  0  befriedigt,  so  bestimmen  diese  eine  Integralkurve,  die 
dadurch  gekennzeichnet  ist,  daß  sie  in  jedem  ihrer  Punkte  M 
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das  zageordnete  FlächeDelement  berührt.  Wird  die  P/a/f  sehe 
Gleichung  darch  nur  eine  Gleichung  in  x,  y,  e  befriedigt,  so 
wird  die  Lösung  geometrisch  durch  eine  Integrdlfläche  darge- 
stellt^  die  ebenfalls  dadurch  gekennzeichnet  ist,  daß  sie  in  jedem 
ihrer  Punkte  M  das  zugeordnete  Flächenelement  berührt  Dabei 
sehen  wir  von  den  singulären  Integralkurren  und  Integral- 
flachen ab.  Die  Integralflächen  kann  man  auch  so  kennzeichnen: 
In  jedem  Punkte  (x,  y,  e)  einer  Integrdlfläche  hat  ihre  Normale 
Riehtungskosinas  proportional  zu  2,  Y,  Z. 

Nach  den  Ergebnissen  der  vorigen  Nummer  sind  unhe- 
grenzt  viele  Integralkurven  vorhanden,  abhängig  von  einer  wiU- 
hürlichen  Funktion  und  einer  unUkürlichen  Eonstante.  Dagegen 
sind  bezüglich  der  nicht  singulären  Integralflächen  drei  Mög- 
lichkeiten vorhanden:  Entweder  gibt  es  gar  keine  oder  ver- 
einzelte, nämlich  solche,  die  aus  der  Integrabilitäts-Bedingung 

(2)  XiT,-Z,)  +  Y(Z,-X,)  +  Z(X,-  rj  -  0 

gewonnen  werden  können,  oder  schließlich  einfach  unendlich 
viele  Integralflächen 

f(x,  y,  js)  —  konst. 

Der  letzte  Fall  ist  der  einer  unbeschränkt  integrabeln  PfaS*- 
sehen  Gleichung  (1). 

1.  Beispiel:  Bei  der  Pfaffschen  Gleichung 

ydx  —  xdy  +  ede  •=  0 

ist  die  Integrabilitäts-Bedingung  (2)  die  Gleichung  5  »  0.  Da 
jedoch  die  Pfaffsche  Gleichung  nicht  infolge  von  e^O  und 
dz  ^0  besteht,  hat  sie  gar  keine  Integralfläche. 

2.  Beispiel:  Bei  der  PfafPschen  Gleichung 

zdx  +  xzdy  +  dfjer  —  0 

lautet  die  Integrabilitäts-Bedingung  ebenfalls  j?  —  0.  Hier  aber 
wird  die  Pfaffsche  Gleichung  durch  z^O  und  dz^Q  be- 
friedigt.  Folglich  ist  die  Ebene  z^O  die  einzige  IntegralflätAe, 

3.  Beispiel:  Ay  By  C  und  a,  b,  c  seien  Eonstanten,  doch 
sollen  nicht  alle  drei  Eonstanten  A,  B,  C  gleich  Null  sein,  so 
daß  wir  im  folgenden  etwa  C  +  0  annehmen  können.  Nun 
liege  die  Pfaffsche  Gleichung  vor: 

(3)  {Bz-Cy+a)dx+(Cx-Az  +  b)dy  +  {Ay-Bx  +  c)dz'^0. 
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Ilire  Integrabilitats-Bedingvmg  (2)  lautet: 

(4)  Aa  +  Bb  +  Gc^  0. 

Erfüllen  die  Konstanten  diese  Bedingung  nicht^  so  gibt  es  keine 
iDtegralfläche.  BesteM  dagegen  die  Gleichung  (4)^  so  ist  die 
Pfaffsche  Gleichung  (3)  unbeschränkt  integrabel.  um  dann 
ihre  Integralflächen  f(x,  y,  e)  —  konst.  zu  berechnen,  gehen  vir 
nach  (6)  in  voriger  Nummer  von  den  drei  Gleichungen  aus: 


(5) 


i  ^^^^  M{Bg  -  Gy -^  a), 
1^  -  M{Gx  -Äg  +  b), 


Eine  von  M  freie  Gleichung  geht  hieraus  infolge  von  (4)  durch 
Multiplikation  mit  A,  B,  C  und  Addition  herror,  nämlich: 

aII  +  bI^  +  c^^o. 

dx  ^       cy   '        ds 
Sie  ist  mit  dem  System 

dx      dy       dg 

äquiTalent,  das  die  beiden  unabhängigen  Integrale  Ba  —  Cy 
und  Cx  —  Az  hat,  die  wir  mit  w  und  v  bezeichnen  wollen. 
Da  somit  f  eine  Funktion  von  u  und  v  allein  sein  muß, 
liefern  die  Gleichungen  (d)  noch 

woraus  wegen  C  +  0  durch  Elimination  von  M  folgt: 

Diese  Gleichung  ist  äquivalent  mit  der  gewöhnlichen  Diffe- 
rentialgleichung 

du  dv 

die  das  Integral  {u  +  a):{v  -\-  h)  hat.  Demnach  stellt 

-pf jT   ,  ,   «•  konst. 

Cx^  Az  +  h 

unter  der  Voraussetzung  (4)  und  C  4"  0  alle  Integralflächen 
dar.   Sie  bilden  ein  Ebenenbüschdy  dessen  Achse  die  Gerade 
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Bif  -  Cy  +  a  -  0,     Cx-Ag  +  b''0 

ist.  Die  Pfaffsche  Gleichung  (3)  hat^  auch  wenn  die  Bedingung 
(4)  nicht  erfallt  ist;  die  bemerkenswerte  Eigenschaft^  daß  jbu 
ihren  Integralkurven  eine  dreifach  unendliche  Schar  von  Geraden 
gehört.  Denn  eine  Gerade,  die  der  ^y-Ebene  nicht  parallel  ist, 
lä^t  sich  immer  so  darstellen: 

(6)  x^rz  +  Qy    y-^8B  +  6, 

wo  also  r,  8,  Q,  (f  die  Bestimmungsstücke  der  Geraden  sind. 
Längs  der  Geraden  (6)  ist  nun  dx  —  rdz  und  dy  —  8d0y  so 
daß  das  Einsetzen  dieser  Werte  in  (3)  die  von  0  freie  Glei- 
chung liefert: 

Ä6  —  Bq  +  C(sq  —  ra)  +  ar  +  bs  +  c  ^  0. 

Dies  ist  eine  Gleichung  zwischen  den  vier  Bestimmungsstücken 
r,  8f  Q,  6  einer  Geraden,  d.  h.  in  der  vierfach  unendlichen  Schar 
aller  Geraden  des  Raumes  ist  eine  dreifach  unendliche  Schar 
Ton  Integralgeraden  der  Pfaffischen  Gleichung  (3)  enthalten, 
ein  sogenannter  Linienkomplex,  Dabei  liegen  alle  diejenigen 
Integralgeraden;  die  einen  Punkt  M  oder  {Xy  y^  e)  gemein  haben, 
in  einer  Ebene 

{ßß  -  Cy  +  a)  (e  ~  rp)  +  (Ca;  -  ^ ^  +  6)  (t|  -  y) 

+  (Äy  -  JBa;  +  c)  (j  -  5)  -  0 

mit  den  laufenden  Koordinaten  je,  ^^  3.  Die  hier  Yorliegenden 
Linienkomplexe  spielen  eine  RoUe  in  der  Geometrie  der  soge- 
nannten Nuttsysteme  des  Raumes. 

873.  Homogene  Pfaffliche  CHeichimgeii  In  drei  Yer* 
ftnderlichen.   Eine  Pfaffsche  Gleichung 

(1)  X(x,y,0)  dx  +  T{x,y,B)  dy  +  Z{x,  y,B)  rf£f-  0 

heißt  homogen,  wenn  X,  Y,  Z  homogene  Funktionen  gleichen 
Grades  m  sind.  Ist  die  Gleichung  unbeschrankt  integrabel,  so 
kann  maU;  um  das  Integral  zu  finden;  entsprechend  wie  in 
Nr.  715  so  vorgehen: 

Vermöge  rr»£j?  und  y=»t)£r  fQhrt  man  neue  Veränderliche 
£  und  9  statt  x  und  y  ein.   Dann  nehmen  X;  F,  Z  Formen 

(2)  X  =  ie^3E;     r=jBr"«g),    Z  =  ir»3 

aU;  worin  X;  9;  3  nur  noch  von  je  und  ^  abhängen;  und  aus 
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(1)  geht  hervor: 

(3)  zMi  +  e^dti  +  (jX  +  50  +  3)d^  -  0. 

Die    Integrabilitäts- Bedingung  (4)    von   Nr.  871  zerfallt    bei 
dieser  neuen  Form  der  Pfaffschen  Gleichung  in 

und  e  ^0,    Aber  wenn  jer  =  0,  was  denkbar  ist,  eine  Integral- 
fläche von  (1)   wäre,   dürfte   die   Substitution  x^l0,  y  ^\^e 
für  diese  Fläche  gar  nicht  gemacht  werden.    Wir  sehen  daher 
Yon  der  Gleichung  5  »  0  ab. 
Wenn  nun  zunächst: 

also  auch  £3£  +  9$  +  3  4*  0  ist,  läßt  sich  (4)  so  schreiben: 

während  sich  die  Pfaffsche  Gleichung  (3)  so  darstellt: 

Nach  (5)  ist  die  Summe  der  beiden  ersten  Glieder  in  (6)  das 

vollständige  Differential  einer  Funktion  9  von  j:  und  9,  die 

man  durch  Quadraturen   bestimmen   kann.    Alsdann  gibt  (5) 
das  Integral: 

9  (Ei  9)  +  1^1  ^  =  konst.     oder    q>  \ß-y  ~  j  +  l^i  ^  =='  konsi 

Wenn  dagegen 

xX  +  yT+zZ^O 

ist,  wird  aus  (3): 

Hdi  +  gd^  «  0. 

Ist    9 (je,  9)    ein    Integral    dieser    gewöhnlichen    Differential- 
gleichung erster  Ordnung,  so  ist 

das  Integral  der  Pfaffschen  Gleichung. 
Beispiel:  Die  Pfaffsche  Gleichung 

{y^  +  yss  +  i?*)  dx  +  {e^  +  jera;  +  a;*)  rfy  +  (a;*  +  xy  +y*)  d^r  -  0 
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ist  homogen  und  unbeschränkt  integrabel  und  hat  jedenfalls 
nicht  die  Integralfläche  ß  =^0,     Hier  gibt  (6): 

(t)«  +  t^+l)ds  +  (£«  +  y+l)d>)       dM^^ 

Da  der  Zähler  des  ersten  Braches  als  die  Differenz 

(E  +  9  +  l)d{it)  +  t  +  t))  -  (E9  +  E  +  5)d(E  +  ^  +  1) 
geschrieben  werden  kann^  geht  das  Integral  herror: 
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Achtes  KapiteL 

Partielle  Differentialgleicbnngen  erster  OrdnuDg. 


§  1.   Die  Lagrange-Mongesche  Theorie. 

874.  Oeometrisohe  Dentnng  einer  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung.  Die  von  Lagrange 
entwickelte  Theorie  der  allgemeinen  partiellen  DifTerential- 
gleichongen  erster  Ordnung  wurde  von  Monge  geometrisch 
gedeutet  und  durchsichtiger  gestaltet,  und  sie  soll  in  dem 
gegenwärtigen  Paragraphen  in  dieser  geometrischen  Auffassung 
wiedergegeben  werden.  Im  zweiten  Paragraphen  werden  wir 
dagegen  die  von  Cawihy  geschaffene  Integrationstheorie  rein 
analytisch  darlegen. 

Wir  betrachten  eine  allgemeine  partielle  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  für  eine  unbekannte  Funktion  e 
der  beiden  unabhängigen  Yeränderlichen  x  uod  yi 

die  wir  bequemer  so  schreiben: 

(1)  ■F(«,y,^;A2)-0, 

indem  wir  unter  p  und  q  die  partiellen  Ableitungen  erster 
Ordnung  der  gesuchten  Funktion  e  hinsichtlich  der  beiden  un- 
abhängigen Veränderlichen  x  und  y  yerstehen.  Ausdrücklich 
setzen  wir  Yoraus,  daß  die  Gleichung  (1)  nicht  von  p  und  q 
ganz  frei  sei. 

Die  analytischen  Betrachtungen  werden  wir  im  komplezeh 
Gebiete  durchführen,  indem  wir  annehmen,  daB  sich  die  Funk- 
tion F  in  einem  Bereiche  von  komplexen  Wertsystemen  x,  y, 
£,  p,  q  regulär  verhalte.  Dies  ist  dann  der  Bereich  der  Diffe- 
rentialgleichung, den  wir  nicht  verlassen.    Als  Lösungen  der 
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Differentialgleichung  (1)  betrachten  wir  nur  solche  Funktionen 

(2)  e^vi^jV), 

die  sich  an  einer  Stelle  {x^^  y^  regulär  verhalten  und  in  ihrer 
Umgebung  zusammen  mit 

(3)  l>-9>x,    ff-9y 

lauter  Wertsysteme  Xj  y^  g,  p,  q  in  einer  Umgebung  einer  Stelle 
(^o;  Vof  ^07  Po;  9o)  ^^  Bereiches  derart  liefern,  daß  sie  die 
Gleichung  (1)  befriedigen.  Weiterhin  wollen  wir  aber  in  dem 
gegenwärtigen  Par^raphen,  der  nur  die  analytische  Theorie 
des  zweiten  Paragraphen  vorbereiten  soll,  die  bei  den  einzelnen 
Schritten  notigen  Annahmen  über  die  vorkommenden  Funk- 
tionen nicht  näher  erörtern.  Dies  wird  vielmehr  erst  im  nach- 
sten  Paragraphen  geschehen. 

Hier  wenden  wir  die  Sprache  der  Oeometrie  an.  Man 
kann  ja  auch  im  komplexen  Gebiete;  wie  schon  in  Nr.  829 
angedeutet  wurde,  die  geometrischen  Bezeichnungen  beibehalten. 
So  z.  B.  wird  man  ein  komplexes  Wertsystem  x,  y,  z  ebenso 
wie  ein  reelles  einen  Punkt  mit  den  rechtwinkligen  Koordi- 
naten x^  y,  e  nennen;  der  Inbegriff  aller  Wertsysteme  Xy  y,  e 
ferner^  die  eine  lineare  Gleichung  mit  reellen  oder  komplexen 
Koeffizienten  befriedigen,  wird  man  eine  Ebene  nennen,  usw. 
So  wird  auch  eine  Lösung  (2)  der  Differentialgleichung 
als  eine  Fläche  und  zwar  als  eine  Integralfläche  zu  bezeichnen 
sein.  Weil  sich  in  dieser  Weise  die  geometrischen  Begriffe  mit 
Hilfe  ihrer  analytischen  Definitionen  in  das  komplexe  Gebiet 
herübemehmen  lassen,  können  selbst  Figuren,  die  ja  immer 
nur  Reelles  darstellen,  zur  Erläuterung  im  komplexen  Ge- 
biete dienen. 

Die  Tangentenebene  des  Punktes  M  oder  {Xy  y,  ß)  einer 
Integralfiäche  (2)  hat  nach  (5)  in  Nr.  253  in  den  laufenden 
Koordinaten  j:,  ^,  )  die  Gleichung 

(4)  ^(j_a;)+g(5_y)_(j-^)«0, 

worin  p  und  q  die  Funktionen  (3)  von  x  und  y  bedeuten.  Diese 
Ebene  macht  zusammen  mit  ihrem  Berührungspunkte  {Xyyyd)  ein 
Flächendement  (x,  y,  0,  p,  q)  aus,  indem  die  Bestimmungsstücke 
p  und  q  nach  Nr.  858  die  Tangens  der  Winkel  angeben,  unter 
denen  die  Schnittgeraden  der  Ebene  (4)  mit  der  xe-  und  yz- 
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Ebene  zur  xy-Ehene  geneigt  sind.  Der  Bereich  der  DifiPerential- 
gleichung  (1)  ist  deshalb  als  ein  fünffach  ausgedehnter  Bereich 
von  Flächenelementen  (x,  y,  z,  p,  q)  aufzufassen,  und  die  Diffe- 
rentialgleichung bestimmt  darin  als  Gleichung  zwischen  x,  y, 
z,p,q  eine  vierfach  unendliche  Schar  von  Flächendementen,  die 
man  kurz  die  Flächenelemente  der  Differentialgleichung  (1) 
nennt.  Die  Integralflächen  sind  diejenigen  Flächen,  deren 
Flächenelemente  sämüich  gu  denen  der  Differentialgleichung 
gehören, 

Yon  den  vierfach  unendlich  vielen  Flächenelementen  der 
Differentialgleichung  haben  insbesondere  einfach  unendlich  viele 
einen  hestimmt  gewählten  Punkte  M  oder 
(x,  y,  e)  gemein.    Wenn  nämlich  x,  y,  e 


bestimmt  gewählt  worden  sind,  ist  (1) 
eine  Bedingung  zwischen  p  und  q  aUein, 
so  daß  z.  B.  p  willkürlich  bleibt,  aber  g  ^  ^^'  •*• 
eine  Funktion  von  p  wird.  Die  Ebenen  der  dem  Punkte  M  zu- 
gehörigen einfach  unendlich  vielen  Flächenelemente  der  Differen- 
tialgleichung werden  nach  den  letzten  Betrachtungen  in  Nr.  281 
im  allgemeinen  von  einem  gewissen  Kegel  mit  der  Spitze  M, 
dem  zuerst  von  Bonnet  betrachteten  Elementarkegel  des  Punktes 
31,  eingehüllt,  können  aber  auch  im  besonderen  ein  Büschel 
bilden.  Wann  dieser  besondere  Fall  eintritt,  wird  in  der  näch- 
sten Nummer  untersucht  werden.  Hier  betrachten  wir  den 
allgemeinen  FaU,  wo  die  Differentialgleichung  (1)  jedem  Punkte 
M  einen  gewissen  Elementarkegel  mit  der  Spitze  M  zuordnet. 
Die  Integralflächen  sind  diejenigen  Flächen,  die  in  allen  ihren 
Punkten  die  den  Punkten  fsugeordneten  Elementarkegel  berühren, 
siehe  Fig.  60. 

Ist  ein  Punkt  M  oder  {x,  y,  z)  gewählt  worden,  so  ist  (1) 
eine  Bedingung  zwischen  p  und  q  allein,  und  'imter  dieser  Be- 
dingung stellt  (4)  alle  Tangentenebenen  des  Kegels  des 
Punktes  M  dar.  Wir  können  mithin  p  und  q  als  Funktionen 
eines  Parameters  a  auffassen,  die  die  Bedingung  (1)  befriedigen. 
Nach  Nr.  278  schneidet  irgendeine  Tangentenebene  eine  be- 
nachbarte in  einer  Geraden,  die  in  ihrer  Grenelage  außer  der 
Gleichung  (4)  die  daraus  durch  Differentiation  nach  a  her- 
vorgehende Gleichung 
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p'is  -  «)  +  ff'(5  -  »)  -  0 
befriedigt.   Nach  (1)  ist  dabei 

80  dafi  sich  aus  diesen  beiden  Gleichungen  und  ans  (4)  durch 
Elimination  der  ÄbleihmgeD  p'  und  ^  ergibt: 

Dies  sind  demnach  in  den  lanfenden  Koordinaten  £,  9,  )  die 
Gleichungen  der  Mantdlinien  des  EUmentariegds  des  Punktes 
M  oder  (x,y,e)\  darin  sind  p  nnd  g  als 
die  BestimmnngsstQcke  für  die  Stellung  der 
zugehörigen  Tangentenebenen  an  die  Glei- 
chung (1)  gebunden.  Die  Richtungskosinus 
«,  V,  te  der  Uantellinien  erfBllen  die  Propor- 
tionen: 

(6)      u:v:u>  =  F^:F^:  (pF^  +  qF^). 
Siehe  Fig.  61. 

Die  Mantellinien  werden  jedoch  nnbe- 
^''  "'  stimmt,  wenn  alle  drei  Nenner  in  (5)  tot- 

schwinden.  Dies  tritt  ein,  wenn  F^  und  Fq  beide  gleidi  Null 
werden.  Es  kann  sein,  daß  aUe  Flächenelemente  (:r,  y,  e,p^  q)  der 
Differentialgleichung  (1)  auch  die  beiden  Gleichungen  .7^—0 
und  F,  =  0  be&iedigen;  aber  dies  läßt  sich  vermeiden,  wenn 
man  (1)  z.  B.  in  der  nach  p  oder  q  aufgelösten  Form  an- 
nimmt. Deshalb  setzen  wir  voraus,  die  Üifferentkiigleiehung  (1) 
sei  so  beschaffen,  daß  nkht  für  <üle  Wertsysteme  x,  y,  e,  p,  q,  die 
ihr  genügen,  auch  F^  und  F^  gleich  NuÜ  sind.  Unter  dieser 
Voraussetzung  kann  es  immer  noch  gewisse  Flächenelemente 
(x,y,z,p,q)  der  Differentialgleichung  geben,  für  die  J*  —  J^'^  — 0 
ist.  Sie  heißen  die  singulären  Flächertäemente.  Unter  einer  sin- 
gidären  Lösurtg  oder  Integralfläche  soll  jede  Lösung  oder  Inte- 
gralfläche verstanden  werden,  deren  Elemente  (x,y,e,p,q)  sämt- 
lich Singular  sind.  Alle  Obrigen  heißen  regulär,  und  nur  die 
regulären  sind  es,  auf  die  sich  die  Fig.  60  bezieht  Ober  die 
singulären  IntegrklSSchen  wird  noch  einmal  in  Nr.  888  ge- 
sprochen werden. 
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878.  Der  Fall  von  Bbenenbftsoheln  statt  Blemen- 
tarkegeln.  Wir  untersuchen  jetzt  den  Fall^  wo  die  Ebenen 
der  einem  Punkte  {x,  y,  e)  vermöge  einer  partiellen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung 

(1)  F{x,y,z,p,q)^Q 

zugeordneten  Flächenelemente  {Xy  y,  js,  p,  q)  ein  Büschel  bilden; 
d.  h.  sämtlich  eine  Gerade  gemein  haben^  so  daß  der  Ele- 
mentarkegel in  diese  Gerade  ausartet.  Dieser  Fall  tritt  nach 
(5)  in  voriger  Nummer  ein,  wenn  sich  F^,  F  und  pF^  +  qF 
zu  einander  verhalten  wie  drei  von  p  und  q  unabhängige,  also 
nur  von  x,  y,  e  abhängige  Funktionen  c^;  ßj  y.    Aber  aus 

folgt  sofort: 

(2)  a{x,  y,  g)p  +  ß{x,  y,  g)q  =  y{x,  y,  z). 

Da  nun  alle  dem  Punkte  {x,  y,  z)  zugeordneten  Flächenelemente 
durch  (1)  definiert  werden,  besagt  dies:  Die  Differentialglei- 
chung (1)  muB  sich  auf  die  Form  (2)  bringen  lassen.  Dies 
ist  aber  nach  Nr.  852  eine  lineare  partielle  Differentii^glei- 
chung  erster  Ordnung. 

Umgekehrt:  Liegt  eine  lineare  partielle  Differentialglei- 
chung erster  Ordnung  (2)  als  die  Gleichung  (1)  vor,  so  darf  F 
gleich  ap-^-ßq  —  y  gesetzt  werden.  Da  a,  ß,  y  von  p  und  q  frei 
sind,  wird  dann  F  =  a,  F^  =  /J,  sodaß  pF  +  qF  den  Wert 
ap  +  ßq  bekommt,  der  nach  (2)  gleich  y  ist.  Folglich  haben 
alle  Mantellinien  des  Elementarkegels  des  Punktes  (x]  y,  z) 
Richtungskosinus  proportional  zu  «,  ß,  y  und  fallen  daher  in 
eine  Gerade  zusammen,  so  daß  die  Flächenelemente  des  Punktes 
ein  Büschel  bilden.  Man  bemerkt  übrigens,  daß  die  Gerade  und 
der  Punkt  M  dasjenige  Liniendenient  ausmachen,  daß  dem 
Punkte  vermöge  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  (2) 
nach  Nr.  856  zugeordnet  ist. 

Die  linearen  partidlen  Differentialgleichungen  sind  hiemach 
di^enigen  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  bei 
denen  die  einem  hdiebigen  Punkte  zugeordneten  Flächenelemente 
ein  Büschel  bilden.  Dieser  Umstand  ist  der  Grund,  weshalb  die 
linearen  Gleichungen  eine  besondere  Rolle  spielen.  Da  ihre 
Theorie  im  vorigen  Kapitel  gebracht  wurde,  können  wir  in 
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der  Folge  yon  ihnen  absehen.    Wir   werden  sie  aber  einige 
Male  zu  yergleichenden  Betrachtungen  heranziehen. 

876.  Begriff  der  vollst&ndigen  LOsungen.  Mit  La- 

grange  bezeichnet  man  als  eine  vollständige  Lösung  einer  par- 
tiellen Differentialgleichung  erster  Ordnung 

(1)  Fix,y,z,p,q)~0 
eine  Lösung 

(2)  ^  =  ip(x,  y,  a,  b), 

die  außer  von  x  und  y  noch  von  ewei  in  (1)  nickt  vorkommen- 
den unükürlichen  Konstanten  a  und  b  derart  abhängty  daß  ewei 
der  drei  Funktionen 

(3)  e^9>f    P-9>x,    2"=9y 

hinsickUich  a  und  b  voneinander  unabhängig  sind,  so  dafi 
wenigstens  eine  derjenigen  zweireihigen  Determinanten,  die 
durch  Streichen  einer  ZeHe  der  Matrix 


(4) 


hervorgehen,  nicht  identisch  gleich  Null  ist.  Alsdann  nämlich 
bestimmen  zwei  der  Gleichungen  (3)  implizite  a  und  b,  so 
daß  die  Substitution  der  daraus  hervorgehenden  Funktionen 
in  die  noch  übrige  Gleichung  (3)  die  partielle  Differential- 
gleichung (1)  liefert,  die  (2)  als  vollständige  Lösung  hat  Die 
Lösiii^  (2)  heißt  deshalb  vollständig^  weil  sie  unter  den  ge- 
machten Voraussetzungen  m  einer  und  nur  einer  partiellen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  gehört.  Geometrisch  aus- 
gesprochen: Die  zweifach  unendliche  Schar  von  Integralflachen 
(2)  ist  so  beschaffen,  daß  alle  Flächenelemente  aüer  dieser 
Flächen  die  Gesamtheit  aller  Flächenelemente  der  Differential'' 
gleichung  (1)  at4sma^hen. 

Dagegen  darf  man  nicht  meinen,  daß  die  Differential- 
gleichung außer  der  vollständigen  Lösung  (2)  keine  anderen 
Lösungen  hätte.  Im  Gegenteil,  in  der  nächsten  Nummer  wird 
sich  zeigen,  daß  sie  noch  unbegrenzt  viele  andere  Lösungen  hat. 

Wie  man  eine  vollständige  Lösung  einer  vorgelegten 
partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  (1)  durch  Inte- 
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gration  eines  Systems  Ton  gewöhnliehen  Differentialgleichungen 
ennitteln  kann,  wird  sich  erst  in  Nr.  881  ergeben.  Fürs 
nächste  dagegen  woüen  wir  statt  von  einer  vorgelegten  partiellen 
Differentialgleichung  (1)  von  einer  vorgelegten  vollständigen  Lösung 
(2)  ausgehen y  infolge  deren  ja  die  drei  Gleichungen  (3)  be- 
stehen, die  dUe  Flächenelemente  {x,y,0,p,q)  der  zugehörigen 
partiellen  Differentialgleichung  (1)  bestimmen. 

Bezüglich  der  drei  in  (4)  enthaltenen  zweireihigen  Deter- 
minanten ist  noch  zu  bemerken:  Wenn  insbesondere 


(5) 


+  0 


Vxa      Vxb 
9>pa      9>9b 

ist,  gewinnt  man  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  (3) 
durch  Auflösung  nach  a  und  b  Funktionen  yon  Xy  y,  p  und 
q,  deren  Einsetzen  in  die  erste  Gleichung  (3)  die  partielle 
Differentialgleichung  in  der  nach  s!  aufgelösten  Form 

liefert.  Die  Differentialgleichung  (1),  die  zur  vollständigen 
Lösung  (2)  gehört,  ist  demnach  im  Fälle  (5)  sicher  nicht  von  ß 
selbst  frei. 

Wenn  dagegen 

9xa      Vxb 


(6) 


«0 


ist,  sind  9).  und  tp^  voneinander  hinsichtlich  a  und  l  abhängig, 
so  daß  die  Elimination  von  a  und  h  aus  den  beiden  letzten 
Gleichungen  (3)  allein  schon  die  zugehörige  partielle  Differen  - 
tialgleichung  liefert.  Daraus  folgt:  Im  FäUe  (6)  ist  die  partielle 
Differentialgleichung  mit  der  vollständigen  Lösung  (2)  von  z 
seihst  frei.  Wegen  (6)  sind  dann  9^  und  9^  Funktionen  yon 
X,  y  und  nur  einer  Funktion  X  von  a  und  h.  Da  sich  nun 
9?  aus  q>^  und  ^^  nach  Nr.  609  durch  Quadraturen  ergibt,  ist 
also  tp  eine  Funktion  von  x,  y  und  A(a,  i\  yermehrt  um  eine 
additive  Eonstante,  die  ihrerseits  eine  Funktion  der  beiden 
Eonstanten  a  und  h  sein  wird.  Demnach  hat  die  vollständige 
Lösung  (2)  im  Falle  (6)  die  Gestalt: 

(7)  z  -  if{Xy  y,  A(a,  b))  +  ii(a,  b). 
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Setzt  man  aber  g>  gleich  dieser  Funktion  (7)^  so  wird: 

'   %a      %b 

Da  nicht  alle  drei  zweireihigen  Determinanten  der  Matrix  (4) 
verschwinden  dürfen,  aber  (6)  besteht,  ist  also  (7)  nur  dann 
eine  vollständige  Lösnng  einer  partiellen  DifFerentialgleichnng 
erster  Ordnung,  wenn  X  und  /tt  voneinander  unabhängige  Funk- 
tionen von  a  und  h  sind  und  eine  der  beiden  Ableitungen  ^^2 
und  ^y2  ^^^  ^\jXL  verschieden  ist.  Man  kann  nun  auch  k{ay  h) 
und  /i(a,  6)  selbst  als  die  beiden  in  der  vollständigen  Losung 
auftretenden  willkürlichen  Eonstanten  a  und  h  benutzen. 

Wenn  also  eine  vollständige  Lösung  (2)  einer  partidlen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  die  Gleichung  (6)  befriedigt, 
ist  die  Differentialgleichung  selbst  frei  von  e,  also  von  der  Form 

(8)  F{x,y,p,q)^0, 

und  jede  vollständige  Lösung  läßt  sich  dann  auf  eine  Form 

(9)  0  —  if(x,  y,a)  +  b 

bringen,  wo  f^^  und  ^^^  nickt  beide  gleich  NuU  sind.    Diese  Be- 
merkung werden  wir  in  der  nächsten  Nummer  benutzen, 
i.  Beispiel:  Die  Funktion 

z  '^  ax  +  by  +  ab, 

deren   partielle   Ableitungen  p  ^  a   und  q  =»b   sind,   ist   eine 

vollständige  Losung  der  partiellen  Differentialgleichung  erster 

Ordnung: 

z-^xp  +  yq+  pq, 

2.  Beispiel:  Die  Funktion 

e^{ax  +  yy  +  b 

hat  die  Form  (9)  und  ist  eine  voUsiändige  Lösung  einer  von 
z  selbst  freien  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung. 
Man  findet  die  Gleichung  durch  Elimination  von  a  aus 

p^2a{ax  +  y),    q-^2(flx  +  y) 
in  der  Form: 

2xp  +  2yq  -  g*  =  0. 

877.  Ermittelnng  aller  Lösimgen  ans  einer  be- 
kannten vollständigen  Lösnng.    Wie  in  voriger  Nummer 
gehen  wir  von  einer  Funktion 
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(1)  si  -  tf{x,  y,  a,  6) 

aus^  in  der  zwei  willkürliche  Konsianten  a  und  h  so  auftreten, 
daß  nicht  alle  drei  zweireihigen  Determinanten  der  unter  (4) 
in  voriger  Nummer  aufgestellten  Matrix  gleich  Null  sind.  Dann 
ist  (1)  eine  yollständige  Lösung  einer  gewissen  partiellen  Dif- 
ferentialgleichung erster  Ordnung 

(2)  Fix,  y,  n,  ft  g)  -  0. 

Sie  geht  durch  Elimination  Ton  a  und  h  aus 

(3)  0-9,    P-?>.,    i^% 

hervor.  Die  drei  Gleichungen  (3)  definieren  aber  bei  willkür- 
lich gelassenen  Werten  von  x,  y,  a  und  b  alle  Flächenelemente 
(x,  y,  0,  p,  q)  aller  Flachen  (1).  Diese  Schar  von  Elementen  ist 
vierfach  unendlich  und  (innerhalb  eines  gewissen  Bereiches) 
identisch  mit  der  Schar  aller  Flächenelemente  der  partiellen 
Differentialgleichung  (2).  Daraus  folgt:  Jede  Integralfläche  von 
(2)  berührt  in  jedem  Punkte  eine  der  durch  (1)  dargestellten 
zwei&ch  unendlich  vielen  Integralflächen.  Dies  wird  gemeint, 
wenn  man  sagt:  Jede  Integrälfläche  von  (2)  ist  eine  Einhüllende 
der  Flächenschar  (1).  In  Nr.  278—280  war  von  den  Einhül- 
lenden einfach  unendlicher  Flächenscharen  die  Rede.  Wir 
werden  nachher  sehen,  daß  wir  in  der  Hauptsache  darauf  zu- 
rückkommen, wenn  wir  nun  daran  gehen,  alle  Einhüllenden 
der  Flädienschar  (1)  und  damit  alle  Integrdlflächen  der  Diffe- 
rentialgleichung (2)  m  'bestimmen. 

Wir  schließen  so:  Zu  jedem  Wertepaare  Xy  y  (innerhalb 
eines  gewissen  Bereiches)  muß  eine  dritte  Koordinate  0  der 
gesuchten  Einhüllenden  vorhanden  sein.  Der  Punkt  {Xy  y,  z) 
muß  aber  auch  auf  einer  der  Flächen  (1)  liegen,  d.  h.  zu  ihm 
gehört  ein  gewisses  Wertepaar  a,  6,  so  daß  also  diese  Werte 
die  zweier  noch  gesuchter  Funktionen  a(x,y)  und  ß(x,y)  von 
X  und  y  sind.     Dann  ist 

(4)  0  «  q>{x,  y,  a%  y),  /3(ir,  y)) 

die  vorhin  erwähnte  jef-Eoordinate.  Dies  besagt:  Die  gesuchte 
Einhüllende  muß  sich  in  der  Form  (4)  darstellen.  Die  darin 
vorkommenden  Funktionen  a  und  ß  von  x  und  y  müssen  über- 
dies so  beschaffen  sein,  daß  die  Fläche  (4)  in  dem  zu  irgend- 
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einem  Wertepaare  x^  y  gehörigen  Punkte  diejenige  Fläche  (1) 
herührt,  hei  der  die  Eonstanten  a  und  h  die  ftLr  das  Werte- 
paar x^  y  aus  a  und  ß  heryorgehenden  Werte  hahen.  Nun 
hat  die  Tangentenebene  der  Fläche  (4)  in  den  laufenden  Koordi- 
naten £^  9,  j  die  Gleichung 

Ebenso  stellt  sich  die  Tangentenebene  jeder  Fläche  (1)  dar; 
der  Unterschied  besteht  darin,  daß  in  tp  und  ^  bei  der  Ein- 
hüllenden unter  a  und  ß  Funktionen  yon  x  und  y,  dagegen 
bei  der  Fläche  (1)  Konstanten  a  und  h  zu  verstehen  sind. 
Die  Berührung  tritt  also  ein,  wenn  die  Ableitungen  von  q> 
und  ^  nach  x  und  y  bei  beiden  Auffassungen  dieselben  Werte 
behalten,  d.  h.  wenn 

(5)  9««*  +  9,^ßx  -  0,     tp^a^  +  y^/Jy  =  0 

ist.  Man  bekommt  somit  aUe  Einhüllenden  der  Flächensdiar  (1) 
u/nd  damit  alle  Integrdlflächen  der  partiellen  IHfferentialgleiduing 
(2),  wenn  man  die  Flächengleichung  (4)  aufstellt  und  darin  a 
und  ß  als  Funktionen  von  x  und  y  wähtty  die  den  Bedingungen 
(5)  genügen. 

Da  die  Bedingungen  (5)  hinsichtlich  fp^  und  ^>^  linear 
und  homogen  sind,  hat  man  drei  FäUe  zu  unterscheiden:  Im 
ersten  Falle  sind  alle  vier  Koeffizienten  ir^,  /3,,  a^^  ß^  gleich 
Null,  im  zweiten  ist  dagegen  nur  ihre  Determinante 

«X     ßx  I 

«y       ßj 

gleich  Null,  im  dritten  endlich  ist  die  Determinante  von  Null 
verschieden. 

Erster  Fall:  Sind  a^,  /J^,  a^,  ß^  sämtlich  gleich  Null,  so 
sind  a  und  ß  Konstanten.  Dann  stellt  (4)  eine  der  Flächen 
der  vollständigen  Lösung  (1)  selbst  dar. 

Zweiter  Fall:  Sind  a  und  ß  nicht  beide  konstant,  ist 
aber  die  Determinante  (6)  gleich  Null,  so  sind  a  und  ß  von- 
einander abhängig.  Deshalb  wird  etwa  ß  eine  Funktion  von  a 
sein.  Wir  setzen  also  ß  gleich  irgendeiner  Funktion  cd  von  a. 
Alsdann  kommen  die  beiden  Forderungen  (5)  auf  die  eine 

(7)  9a  +  9>c««>'(«)  --  0 
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zurück.  Da  jetzt  9  in  (4)  die  Funktion  q>{Xf  y,  a^  (o{a))  ist, 
wird  (7)  eine  Gleichung  in  x,  y  und  a  allein.  Gibt  es  eine 
Funktion  a  von  x  und  y^  die  ihr  Genüge  leistet^  so  ist 

(8)  jer  — 9)(a;,  y,  a,  ©(«)) 

eine  Integralfläche  von  (2).  Man  kommt  zu  ihr  auch  so:  Aus 
der  zweifach  unendlichen  Schar  von  Flächen  (1)  greifen  wir 
eine  einfach  unendliche  heraus,  indem  wir  die  willkürliche 
Konstante  h  gleich  irgendeiner  Funktion  cd  der  willkürlichen 
Konstante  a  setzen: 

(9)  a  =  q>{x,  y,  a,  ©(a)). 

Nach  Nr.  278  erhält  man  nun  die  Einhüllende  dieser  einfach 
unendlichen  Schar,  wenn  man  a  durch  eine  Funktion  a  von  x 
und  y  ersetzt,  die  auch  derjenigen  Gleichung  genügt,  die  aus 
(9)  durch  Differentiation  nach  a  (oder  a)  entsteht  und  offenbar 
die  Gleichung  (7)  ist. 

Die  im  zweiten  Faüe  hervorgehenden  Inteffralflächen  sind 
also  die  Einhüllenden  von  je  einfach  unendlich  vielen  in  der  voll- 
ständigen Lösung  (1)  enthaUenen  Integralflächen, 

Nebenbei  bemerkt,  haben  wir  die  letzte  Betrachtung  schon, 
und  zwar  überdies  in  etwas  allgemeinerer  Fassung,  in  Nr.  92 
angestellt.  Man  sieht  dies  sofort,  wenn  man  die  dort  V  ge- 
nannte Funktion  als  die  Funktion  z  —  (p{Xyy,  a,  G}(a))  wählt. 
Damals  wurde  g>{cc)  statt  (o(a)  geschrieben.  Das  geht  hier 
deshalb  nicht,  weil  das  Zeichen  (p  schon  in  (1)  gebraucht 
worden  ist.  Herrorgehoben  sei  noch,  daß  die  Integralflächen 
oder  Lösungen  (8)  der  Differentialgleichung  (2)  von  einer  wiU' 
hürlichen  Funktion  (o{a)  abhängen. 

Dritter  Fall:  Wenn  die  Determinante  (6)  von  Null  ver- 
schieden ist,  sind  a  und  ß  voneinander  unabhängig;  in  diesem 
Falle  liefert  (5): 

(10)  9,  =  0,    9^  =  0. 

Gibt  es  zwei  voneinander  unabhängige  Funktionen  a  und  ß 
von  X  und  y,  die  den  Gleichungen  (10)  in  x,  y,  a  und  ß  ge- 
nügen, so  ist 

(11)  z^(p{x,y,a,ß) 

eine  Integral  fläche,  die  nicht  nur  eine  einfach  unendliche  Schar 
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von  Flächen  (1),  sondern  alle  Flächen  (1)  einhülU.  Denn  da 
a  und  ß  Yoneinander  unabhängig  sind,  können  sie  alle  Werte 
a  und  b  (innerhalb  eines  gewissen  Bereiches)  annehmen. 

Aber  es  gibt  nicht  immer  zwei  yoneinander  unabhängige 
Funktionen  a  und  ß,  die  den  Bedingungen  (10)  genügen.  Wir 
behaupten:  Dieser  dritte  Fall  kommt  jedenfalls  dann  nicht  vor, 
wenn  die  partidle  Differentialgleichung  (2)  von  s  frei  ist: 

Dann  nämlich  läßt  sich  die  allgemeine  Losung  (1)  nach  (9)  in 
der  vorigen  Nummer  auf  die  Form 

z  =  t(x,y,a)  +  h 
bringen^  so  daß  hier 

ist  und  also  die  zweite  Forderung  (10)  die  absurde  Gleichung 
1-0  liefert. 

Wenn  dagegen  die  partielle  Differentialgleichung  (2)  nicht 
frei  von  js  ist,  also  für  die  ToUständige  Lösung  (1)  die  Un- 
gleichung (5)  der  yorigen  Nummer  besteht: 

(12)  i  "^^  ^''  +  0, 

ist  es   denkbar,   daß   die  Bedingungen  (10)    durch   zwei  yon- 
einander unabhängige  Funktionen  a  und  ß  befriedigt  werden. 
Beispiel:  Hat  die  vollständige  Lösung  (1)  die  Form 

0  '^  ax  +  by  +  ab, 

so  ist  9  in  (10)  gleich  ax  +  ßy  +  aß  zu  setzen,  so  daß  (10) 

x  +  ß^O,    y  +  a^O, 

also  a^  —  y,  ß^  —  x  liefert.  Dann  aber  wird  ax  +  ßy  +  aß 
gleich  —xy.  Somit  ist  z^^xy  eine  Lösung  der  partiellen 
Differentialgleichung 

0^xp  +  yq  +  pq, 

die  im  ersten  Beispiele  der  vorigen  Nummer  aufgestellt  wurde. 
In  der  Tat  bestätigt  man  es  leicht,  da  für  diese  Lösung^» — y 
und  g  —  —  a?  ist. 

Wir  behaupten  nun  aber:  Jede  in  dem  dritten  Falle  hervor- 
gehende Lösung  (11)  ist  singulär.  Beim  Beweise  dieser  Be- 
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hauptung  hat  man  zu  beachten^  daß  jede  Gleichimg  in  x^  y,  a,  b 
auch  dann  gilt,  wenn  man  die  Eonstanten  a  und  b  durch  die 
Funktionen  »  und  ß  ersetzt  ^  da  diese  Funktionen  dieselben 
Werte  wie  die  Eonstanten  a  und  b  annehmen.  Mit  (12)  ist 
also  auch 

wobei  jetzt  tp  die  Funktion  (11)  Yon  x^  y,  a  und  ß  bedeutet. 
Um  nun  zu  beweisen,  daß  die  im  dritten  Falle  gewonnene 
Losimg  (11)  Singular  ist,  müssen  wir  nach  Nr.  874  zeigen,  daß 
für  sie  F^  und  F^  gleich  Null  werden.     Dies  geschieht  so: 

Da  die  Differentialgleichung  (2)  die  Tollstimdige  Lösung  (1) 
hat,  muß  die  Gleichung  dF  —  0  oder 

FJx  +  F^dy  +  F,de  +  F^dp  +  I^dq  -  0 

durch  a'^q>(Xf  y,  a,  b\  p^g>:gf  i^9>y  befriedigt  werden,  wenn 
man  darin  die  Differentiale 

d0  -  g>^dx  +  q)^dy, 

dp  -=  q>:„,dx  +  (p^^dy,    dq  «  tp^^dx  +  (p^^dy 

einführt,  und  zwar  für  beliebige  Werte  der  Differentiale  dx 
und  dy.    Dies  liefert  die  beiden  Gleichungen: 

I F,  +  F.tp,  +  j;^,,  +  F^fp,^  «  0, 

\F^  +  F,q>^  +  F^fp,^  +  F^9,^  -  0. 

Aber  auch  (11),  worin  a  und  ß  von  x  und  y  abhangen,  ist 
eine  Lösung  yon  (2).  Deshalb  gelten  für  diese  Lösung  die- 
jenigen Gleichungen,  die  aus  (14)  hervorgehen,  wenn  man  die 
darin  vorkommenden  Ableitungen  von  q>{x,  y,  a,  b)  durch  die 
von  q>  {xy  y,  a,  ß)  ersetzt.    Statt  tp^  und  q>^  hat  man 

^s  +  Va^x+^ßßz      "^^      %+^a^y+^ßßy 

zu  setzen.  Diese  Werte  sind  jedoch  infolge  von  (10)  gleich 
(p^  und  tp  ,  Femer  hat  man  also  auch  in  der  ersten  Gleichung 
(14)  statt  9^,  und  tp^^  zu  setzen: 

und  in  der  zweiten  Gleichung  (14)  statt  q>^^  und  (p^^i 

(16)       9xj,  +  Vya%  +  %ßß^      ^d      %v  +  9ya^y  +  %ßßy' 

Wir  erinnern   nun  daran,    daß  die   Gleichungen  (14),    worin 
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9>  die  Funktion  q>(x,  y,  a^  b)  bedeutet,  auch  dann  gelten, 
wenn  man  a  und  b  durch  a  und  ß  ersetzt.  Führt  man  also 
in  (14)  statt  y,,  und  tp^^  bzw.  statt  (p^^  und  (p^^  die  Werte 
(15)  und  (16)  ein,  so  entstehen  Gleichungen^  deren  linke 
Seiten  sich  von  denen  der  Gleichungen  (14)  um  additive  Glie- 
der unterscheiden,  die  gleich  Null  sein  müssen.  Somit  folgt, 
daß  die  Lösung  (11)  den  beiden  Gleichungen 

Fp{%a^.+  Vyi^ß,)  +  F,(sp,,u^  +  9y^,/J,)  -  0 

genügen  muß.  Um  zu  beweisen,  daß  für  sie  JF^—O  und  -F^—O 
ist,  reicht  es  also  aus,  zu  zeigen,  daß  die  Determinante 

^xa^x  +  ^xfißx       9>xa^y  +  9xßßy 
%a^x  +  Vyßßx        %a  «y  +  %ßßy 

für  die  Lösung  (11)  von  Null  verschieden  ist  Dies  aber  folgt 
sofort  daraus,  daß  die  Determinante  das  Produkt  der  von  Null 
verschiedenen  Determinante  (6)  mit  der  von  Null  verschie- 
denen Determinante  (13)  ist.  — 

Wir  sind  hiermit  eu  einer  Übersicht  über  alle  Integral- 
flachen  derjenigen  'partiellen  Differentiaigleichung  erster  Ordnung 
gelangt,  die  eine  vorgeschriebene  vollständige  Lösung  (1)  hat: 
Außer  den  Flächen  (1)  selbst  kommen  zunächst  die  Einhüttenden 
von  einfadi  unendlich  vielen  unter  ihnen  in  Betracht.  Außer- 
dem können,  aber  nur  als  singulare  Integralflächen  noch  Ein- 
hiälende  aller  zweifach  unendlich  vielen  Flächen  (1)  vorhanden 
sein.  Solche  Integralflächen  treten  insbesondere  in  dem  Falle,  wo 
die  Differentialgleichung  von  $  selbst  frei  ist,  gewiß  nicht  auf. 

878.  Die  Oharakteristiken.  Wir  erinnern  jetzt  noch 
einmal  an  die  in  Nr.  278 — 280  angestellten  Betrachtungen  über 
die  Einhüllende  einer  einfach  unendlichen  Fiächenschar.  Da- 
nach sind  die  Grenzlagen  der  Schnittkurven  benachbarter 
Flächen  der  Schar,  die  Charakteristiken,  diejenigen  Kurven, 
längs  deren  die  Flächen  die  Einhüllende  berühren.  Die  Ein- 
hiiUende  enthält  also  eine  einfach  unendliche  Schar  von  Charakte- 
ristiken, längs  deren  sie  je  eine  Fläche  der  Schar  berührt. 

Wenn  man  sich  die  Frage  vorlegt,  wie  viele  Charakte- 
ristiken es  hier  überhaupt  gibt,  hat  man  zu  bedenken,  daß 
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man  aus  der  zweifach  unendlichen  Schar  der  Integralflächen 

(1)  0^g>{x,y,a,h), 

die  durch  eine  vollständige  Lösung  gegeben  sind,  auf  unbegrenzt 
viele  Arten  einfach  unendliche  Scharen 

(2)  Z'^(p(x,y,a,(o{ä)) 

herausgreifen  kann,  indem  man  für  b  eine  tmllkürliche  Funk- 
tion (D  von  a  setzt.  Da  nun  zu  jeder  Schar  (2)  eine  Ein- 
hüllende 

(3)  jB(  =  g)(a;,y,  «,©(«)) 

gehört,  nämlich  diejenige,  bei  der  die  Funktion  a  von  x  und  y 
der  Gleichung 

(4)  Va  +  9«,c>'(«)  -  0 

genügt^  ist  man  zunächst  geneigt,  anzunehmen,  daß  die  Ge- 
samtheit aller  Charakteristiken  umfangreicher  sei,  als  sie  sich 
in  Wahrheit  herausstellt. 

Die  Einhüllende  (3)  berührt  nämlich  die  zu  einem  be- 
stimmten Werte  von  a  gehörige  Fläche  (2)  längs  derjenigen 
Kurve  der  Fläche  (3),  längs  deren  a(x,  y)  den  konstanten 
Wert  a  hat,  also  längs  der  Kurve,  die  durch  die  beiden  Glei- 
chungen 

(5)  ^  =  9 (a?,  y,  a,  (o (a)),     q>„  +  <p^c:i\a)  «  0 

dargestellt  wird.  Da  o(a)  eine  willkürliche  Funktion  von  a 
bedeutet,  können  o(a)  und  G}'(a)  beliebige  Werte  b  und  c  an- 
nehmen. Daher  werden  alle  Ckaralcteristiken  du/rch  die  beiden 
GleüAungen 

(6)  0  «  (p{xy  y,  a,  b)  =  0,    (p^  +  tp^c  =-  0 

mit  nur  drei  willkürlichen  Konstanten  a,  by  c  dargestellt.  Die 
Schar  aller  Charakteristiken  ist  somit  höchstens  dreifach  un- 
endlich. Sie  kann  unter  Umständen  weniger  umfangreich  sein. 
Da  jedoch  durch  jeden  Punkt  (Xy  y,  z)  wenigstens  eine  Charakte- 
ristik geht,  ist  die  Schar  gewiß  mindestens  zweifach  unendlich, 
denn  eine  einfach  unendliche  Kurvenschar  erfüllt  nur  eine 
Fläche  und  nicht  den  Raum.  Wir  werden  nachher  sehen, 
daß  in  der  Tat  eine  bloß  zweifach  unendliche  Schar  von  Cha- 
rakteristiken vorkommen  kann. 

Wir  wollen  jetzt  alle  durch    einen   bestimmt   gewählten 
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Punkt  M  oder  {x,  y,  e)  gehenden  Charakteristiken  und  insbe- 
sondere ihre  Tangenten  in  M  betrachten.  Die  Richtungs- 
kosinus dieser  Tangenten  sind  proportional  zu  den  Differen- 
tialen dXy  dy,  de,  die  nach  (6)  die  beiden  Gleichungen 

dg  -  (p^dx  +  (p^dy, 

befriedigen.     Setzt  man  zur  Abkürzung 

(7)  p  -  ^^^  9)^  --  tp^^  9>^,     Q  =  y^^  y^  ~  (jp^^  (jp^, 

so  folgt  daraus^  weil  c  nach  der  zweiten  Gleichung  (6)  gleich 
—  ^a'Vh  ^^  setzen  ist: 

^^^  P^  Q        Pv^+Q9p' 

Man  sieht  nun  leicht  ein^  daß  hier  nicht  alle  drei  Nenner 
gleich  Null  sein  können.  Denn  sonst  müßte  P»0  und  Q— 0 
sein^  und  da  tp^  und  9^  von  Null  verschieden  sind^  würde  aus 
(7)  folgen^  daß  auch  der  Ausdruck 

gleich  Null  wäre.  Aber  P,  Q,  R  sind  die  zweireihigen  in  der 
Matrix  (4)  yon  Nr.  876  enthaltenen  Determinanten,  die  nach 
Voraussetzung  nicht  sämtlich  verschwinden. 

Die  Nenner  in  (8)  sind  somit  nicht  sämtlich  gleich  Null. 
Sie  sind  wegen  der  Bedeutung  (7)  von  P  und  Q  Funktionen 
von  X,  y  und  a,  b.  Außerdem  bestehen,  da  ein  bestimmter 
Punkt  M  oder  (x,  y,  0)  ausgewählt  wurde,  die  beiden  Glei- 
chungen (6).  Von  ihnen  kommt  hier  die  zweite  nicht  in  Be- 
tracht, weil  sie  die  in  (8)  gar  nicht  auftretende  Konstante  c 
bestimmt.  Nun  ist  es  denkbar,  daß  sich  nur  eine  Fortschrei- 
tungsrichtung  für  alle  vom  Punkte  M  ausgehenden  Charakte- 
ristiken ergibt.  Dies  tritt  ein,  wenn  die  Nenner  in  (8)  infolge 
der  ersten  Gleichung  (6)  proportional  zu  drei  Funktionen  a, 
j3,  y  werden,  die  von  a  und  6  frei  sind,  also  nur  von  a?,  y 
und  B  abhängen.  Wir  wollen  somit  annehmen,  daß  infolge 
von  z  =  q){x,  y,  a,  6)  auch 

P  =  Qa{x,  y,  0),     Q  =  Qß{x,  y,  e), 

Pvx  +  Qvy  =  Qyip^y  y,  ^) 

sei,  wo  der  Faktor  q  außer  von  x,  y,  e  noch  von  a  und  h  ab- 
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hängen  kann.     Hieraus  aber  ergibt  sich: 

Wenn  eine  derartige  Gleichung  für  0  ^  q>(x,  y,  a,  b)  besteht^ 
so  heißt  dies^  daß  0  ^  tp  eine  vollständige  Losung  einer  line- 
aren partiellen  Differentialgleichung 

ist. 

Nehmen  wir  dagegen  an,  die  partielle  Differentialgleichung, 
die  zur  Yollständigen  Lösung  0  ^  q>{Xf  y,  a,  li)  gehört,  sei  nicht 
linear,  so  folgt,  daß  die  Tangenten  aller  durch  einen  bdieingen 
Ftmkt  {x^y^g)  gehenden  CharaJcteristiken  nicht  in  eine  Gerade 
eusammenfaUen.    Ist 

F{x,y,z,p,q)^0 
die  Differentialgleichung,  so  besteht  diese  Gleichung  identisch, 
falls  darin  0  =  %  P^Vx)  i'^Vp  gesetzt  wird,   und  zwar  für 
beliebige  Werte  der  Eonstanten  a  und  b.     Daher   muß   die- 
jenige  Gleichung,    die  durch  vollständige  Differentiation  von' 

F(x,y,ip,^^,g>^)'^0 

nach  a  und  b  für  die  Differentiale  da  und  db  hervorgeht, 
nämlich 

(9)  (^.9'.+  F,ip,,+  F^q>Jda  +  {F,g>,  +  F,q>,,  +  F^ip^,)db~0 

identisch  sein  mit  der  aus  0^g)(x,y,a,b)  hervorgehenden  Glei- 
chung 

<p^da  +  <pf,db  =-^  0, 

vorausgesetzt,  daß  in  (9)  unter  0,  p  und  q  überall  9,  (p^  und 
9y  verstanden  werden.     Demnach  kommt 

was  aber  mit  Benutzung  der  Bezeichnungen  (7)  ergibt: 
PF^^QF^^O    oder    PiQ^F^iF^. 

Somit  sind  die  in  (8)  auftretenden  Nenner  proportional  zu 
i^,  F^  und  pFj,  +  qF^,  weil  ja  y,  und  q)^  im  letzten  Nenner 
gleich  p  und  q  sind. 

Demnach  erfüllen  die  Differentiale  dx,  dy,  d0  längs  irgend 
einer  vom  Punkte  M  oder  (x,  y,  0)  ausgehenden  Charakteristik 
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an  dieser  Stelle  die  Proportionen: 

dx      dy  dg 


Dies  bedeutet  nach  (5)  oder  (6)  in  Nr.  874:  In  jedem  Punkte 
M  sind  die  Tangenten  der  hindurchgehenden  Charakteristiken 
die  Mantellinien  des  Elementarkegels  von  M. 

Wir  kehren  zur  Einhüllenden  (3)  einer  einfach  unend- 
lichen Schar  von  Integralflächen  (2)  zurück.  Es  sei  M  ein 
Punkt^  den  die  Einhüllende  mit  der  zu  einem  bestimmten  Werte 

von  a  gehörigen  Fläche  (a)  der  Schar  (2)  ge- 
mein hat.  Die  Einhüllende  berührt  die  Fläche 
(a)  längs  einer  Charakteristik  k.  Diese  hat  in 
M  eine  Tangente^  die  eine  Mantellinie  des 
Elementarkegels  von  M  ist  Andererseits  be- 
rührt der  Elementarkegel  in  M  nach  Nr.  874 
alle  durch  M  gehenden  Integralflächen ^  da- 
her sowohl  die  Fläche  (a)  als  auch  die  Ein- 
hüllende.  Mithin  berührt  der  Elementarlegd 
von  M  die  Fläche  (a)  und  die  Einhüllende  gerade  längs  der  Cha- 
rakteristik k.  Siehe  Fig.  62.  Anders  ausgesprochen:  Das  Flächen- 
dement,  das  die  Fläche  (a)  mit  der  Einhüllenden  an  der  Stelle 
M  gemein  hat,  berührt  den  Elementarkegel  längs  der  Tangente 
der  Charakteristik  k  in  M. 

Wäre  die  Schar  (6)  aller  Charakteristiken  bloß  zweifach 
unendUcb;  also  in  einer  Form 

u{x,  y,  z)  =  kousi,    v{Xy  y,  d)  =  konst. 

darstellbar^  wo  u  und  v  voneinander  unabhängige  Funktionen 
bedeuten,  während  rechts  willkürliche  Eonstanten  stehen^  so 
würden  die  Eonstanten  für  einen  bestimmten  Punkt  M  des 
Raums  bestimmte  Werte  haben ,  d.  h.  dann  würde  in  M  nur 
eine  Charakteristikentangente  vorhanden  sein.  Dies  aber  tritt, 
wie  wir  sahen,  nicht  ein,  falls  die  partielle  Differentialgleichung 
nicht  linear  ist.  Demnach  hat  jede  nicht  lineare  partielle  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  gerade  dreifach  unendlich  viele 
Charakteristiken. 

Liegt  dagegen  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung 

(11)  a(x,  y,  0)p  +  ß{x,  y,  0)q  «  y(a;,  y,  e) 
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Yor,  80  ist  sie  nach  Satz  3^  Nr.  854,  mit  dem  Sjstem 
/19\  dx       dy       dz 

äquivalent,  das*  zwei  unabhängige  Integrale  o^  (x,  y,  0)  und 
^ii^fVf^y  ^^^  «'^^^^  Lösung  von  (11)  wird  implizite  durch 
eine  Gleichung  zwischen  o^  und  cd,  bestimmt;  soll  sie  eine 
vollständige  Lösung  sein,  so  muß  sie  außerdem  noch  von  zwei 
wiUkfirlichen  Eonstanten  a  und  b  abhängen,  so  daß  sie  durch 
eine  Gleichung 
(13)  ia((Di,  CD,,  a,  6)«ö 

implizite  definiert  wird.  Bezeichnen  wir  sie  wie  sonst  mit  97, 
fassen  wir  also  w^  und  o,  als  Fimktionen  von  x,  y  und  g>  auf, 
so  gibt  die  vollständige  Differentiation  nach  a  bzw.  b: 

(  dSl   da^    ,   ^Ä    gcp,\  ^ß^       ^ 

\a«i  dq>  "^  aa>,  dip)^''^  da  '^^^ 
U«i  ay  "^  a»,  ay/*^*"^  at  *".  • 

Multiplizieren  wir  die  zweite  Gleichung  mit  c  und  addieren 
wir  sie  zur  ersten,  so  folgt,  daß  die  zweite  Gleichung  (6)  der 
Charakteristiken  im  vorUegenden  PaUe  übergeht  in: 

Dies  aber  ist  wie  (13)  eine  Gleichung  zwischen  o^,  cd,  und 
Konstanten,  von  denen  hier  die  drei  a,  b,  e  vorkommen.  Die 
beiden  Bedingungen  (13)  und  (14)  für  die  Charakteristiken  be- 
sagen daher,  daß  längs  jeder  Charakteristik  <d^  und  cd,  kon- 
^nt  sind: 

©1  (x,  y,  e)  —  konst.^    ^%{^9  Vf  ^)  =»  konst. 

Man  sieht  daraus,  daß  ihre  Schar  in  der  Tat  bloß  zweifach 
unendlich  ist.  Nach  Nr.  764  sind  sie  nichts  anderes  als  die 
Integralkurven  des  Systems  (12),  die  wir  schon  in  Nr.  856  die 
Charakteristiken  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  (11) 
genannt  haben. 

Die  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
sind  somit  als  diejenigen  partieUen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  jsu  Jcenneeichnen,  die  eine  bloß  zweifach  unendliche 
Schar  von  CharaJcterisUken  haben.  Von  ihnen  sehen  wir,  wie 
schon  in  Nr.  875  bemerkt  wurde,  in  der  Folge  ab. 
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879.  Die  oharakteristlsolieii  Strelftn.  Wir  haben 
gesehen:  Wenn  eine  vollständige  Lösung  fp(x,  y,  a,  b)  einer  par- 
tiellen Differentialgleichung  erster  Ordnung  Torliegt  und  die 
Einhüllende  einer  in  ihr  enthaltenen  einfach  unendlichen  Schar 
Ton  Integralflächen  bestimmt  wird,  ergibt  sich  eine  Integral- 
fläche,  die  jede  Fläche  der  durch  die  YoUständige  Losung  defi« 
nierten  Schar  längs  einer  Charakteristik  berührt  und  also  längs 
dieser  Kurve  mit  ihr  die  FUlchenelemente  gemein  hat  Die  Schar 
dieser  Elemente  längs  einer  Charakteristik  heißt  nach  lAe  ein 
chardkterisHscher  Streifen.  Siehe  auch  hierzu  Fig.  58,  Nr.  858. 
Um  die  Bedingungen  für  die  charakteristischen  Streifen  aufini- 
stellen,  verfahren  wir  entsprechend  wie  in  Nr.  858  so: 

Zunächst  sind  sf,  p,  q  auf  der  Einhüllenden  Funktionen 
von  X  und  y,  die  der  Differentialgleichung 

(1)  F(x,y,g,p,q)^0 
und  folglich  auch  den  beiden  Gleichungen 

F,  +  Fjp  +  F,p,+  F^q,^0,    F^+ F,q  + F,p^+ F^q^^O 

genügen.    Da  aber  p^*^  d'^z :  dxdy  <—  2^  ist^  folgt  hieraus: 

(2)  F^,+ F^p^^  -  F,- pF„    F^q,+  F,q,~.-F,-qF,. 

Längs  einer  Charakteristik  kann  man  nun  x  und  y  als  Funk- 
tionen einer  Hilfsveränderlichen  t  betrachten,  und  dabei  ist^  falls 
man,  tras  erlaubt  ist,  dx  idt'^^F^  annimmt,  nach  (10)  in  voriger 
Nummer: 

Längs  des  charakteristischen  Streifens  sind  auch  p  und  q  ge- 
wisse Funktionen  von  t    Da  nun 

dp  ^1^^  da;   ,        dy 

dt  ^ ^'^di  "^ ^if  dt  ^     dt  *"**äi''"*ydF 

ist,  ergibt  sich  aus  (3): 

also  nach  (2): 

W  ^^---F^-pF.,    '^^-F,-qF, 

Mühin  genügen  die  Flächenelemente  (x^  j/,  0,  p,  q)  eines  charak- 
teristischen  Streifens  den  fünf  Gleichungen  (3)  und  (4). 
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Man  kann  diese  Gleichungen  von  t  befreien^  indem  man 
die  Verliältnisse  von  dy,  de,  dp  und  dq  zu  dx  bildet.  Dann 
liegt  ein  System  erster  Ordnung  von  vier  gewöhnlichen  Differen- 
tialgleichungen für  die  Funktionen  y,  b,  p,  q  von  x  yot,  das 
yier  unabhängige  Integrale  hat.  Ein  Integral  ist  F  selbst,  weil 
das  YoUstandige  Differential  von  F  infolge  von  (3)  und  (4) 
yerschwindet.  Außerdem  sind  noch  drei  von  F  unabhängige 
Integrale  (Oj,  a^,  cd^  vorhanden.  Da  die  Gleichung  jP^-O  von 
den  Flächenelementen  erffillt  werden  muB,  besteht  somit  jeder 
charakteristische  Streifen  aus  Elementen  (x,  y,  0,  p,  q),  die  den 
vier  Gleichungen  genügen: 

(5)       jP  —  Oy    (»1  —  konst.,    o,  —  konst,  •  o>,  »•  konst. 

Ein  beliebig  gewähltes  und  nicht  singfuläres  Flächenelement 

i^9^Vo7^QfPof9o)>  ^^  ^^^  Gleichung  J'— 0  genügt,  gehört 
nach  Nr.  876  einer  Integralfläche  an,  die  in  der  vollständigen 
Lösung  enthalten  ist,  und  diejenige  Einhüllende,  die  diese 
Fläche  im  Punkte  (x^,  y^,  0q)  berührt,  hat  mit  ihr  einen 
charakteristischen  Streifen  längs  der  gemeinsamen  Berührungs- 
linie, der  Charakteristik,  gemein.  Da  das  System  (3),  (4), 
wenn  es  von  t  befreit  ist,  auch  gerade  ein  Lösungensystem 
hat;  dem  für  x^  x^  bestimmte  Anfangswerte  y^,  0^,  p^,  q^  zu- 
kommen, stellen  mithin  die  Gleichungen  (5)  stets  einen  charakte- 
ristischen Streifen  dar,  wenn  man  die  drei  Eonstanten  inner- 
halb eines  gewissen  Bereiches  irgendwie  bestimmt  gewählt  hat. 
Die  Schar  aller  charakteristischen  Streifen  ist  demnach  stets 
dreifach  unendlich.  Das  gilt  auch  für  eine  lineare  partielle 
Differentialgleichung  erster  Ordnung,  obgleich  sie  nach  Nr.  856 
und  Nr.  878  eine  nur  zweifach  unendliche  Schar  von  Charakte- 
ristiken hat.  In  diesem  Falle  nämlich  gehört  jede  Charakte- 
ristik einer  einfach  unendlichen  Schar  von  charakteristischen 
Streifen  an. 

Das  System  (3),  (4)  hat  dieselbe  Form  wie  das  System  (8) 
in  Nr.  858.  Dort  aber  war  ^  in  j>  und  q  linear  und  ganz, 
und  infolge  davon  waren  insbesondere  zwei  von  p  und  q  freie 
Integrale  vorhanden,  was  sonst  nicht  der  Fall  ist. 

880.  Bin  BeispleL  Die  Schar  aller  Ebenen,  die  die 
Kugel 

(1)  «»-f-yHi^'-JS* 
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mit  einem  gegebenen  Radius  R  berühren,  wird  durch  die 
Gleichung 

(2)  aa:  +  6y  +  Ci?  -  Jß  -  0 

dargestellt,  wenn  die  drei  Eonstanten  a,  h,  c  der  Bedingung 

(3)  •  a«+6«+c*«l  • 

genügen,  so  daß  also  nur  zwei  von  ihnen  wesentlich  sind. 
Faßt  man  0  als  Funktion  von  x  und  y  auf,  so  gibt  die  Diffe- 
rentiation von  (2)  nach  x  und  y: 

a  +  cp^Oj    b  +  cq^^O. 

Elimination  von  a,  b,  c  aus  diesen  beiden  Gleichungen  und  den 
beiden  Gleichungen.  (2)  und  (3)  liefert  die  partielle  Differen- 
tialgleichung erster  Ordnung 

(4)  F^  {xp  +  yq-B^  -  B«0»+  «H  1)  «  0, 

von  der  die  Schar  der  Tangentenebenen  der  Eugel  (1)  eine 
vollständige  Lösung  ist.  Die  durch  einen  Punkt  M  gehenden 
Tangentenebenen  der  Eugel  umhüllen  den  zu  M  gehörigen 
Elementarkegel,  nämlich  den  von  M  an  die  Eugel  zu  legenden 
Tangentialkegel.  Jede  Integralfläche  von  (4)  muß  aus  den 
Tangentenebenen  durch  Einhüllung  hervorgehen.  Entweder 
wird  die  Fläche  von  allen  Tangentenebenen  der  Eugel  einge- 
hüllt, und  dann  ist  sie  die  Eugel  selbst  und  nach  N.  877 
Singular,  oder  sie  wird  von  einer  nur  einfach  unendlichen  Schar 
von  Tangentenebenen  eingehüllt,  und  dann  ist  sie  nach  Nr.  281 
die  Tangentenfläche  einer  Kurve,  deren  Tangenten  die  Kugd  be- 
rühren. Jeder  charakteristische  Streifen  besteht  aus  Flächen- 
elementen, deren  Punkte  eine  Tangente  der  Eugel  bilden  und 
deren  Ebenen  in  diejenige  Tangentenebene  der  Eugel  zusammen- 
fallen, die  diese  Tangente  enthält. 

881.  Ermittelung  einer  voUstftndigen  Lösung.  Nach 
den  Auseinandersetzungen  von  Nr.  877  ist  die  vollständige 
Integration  einer  vorgelegten  partiellen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung 

(1)  -    J^(^,y,^,ftg)-o 

noittels  Differentiationen,  Eliminationen  und  Substitutionen  zu 
leisten,  sobald  eine  vollständige  Lösung  bekannt  ist.  Es  er- 
übrigt daher  nur  noch  zu  zeigen,  wie  Lagrange  eine  bestimmte: 
980,  881] 
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Wenn  man  zur  Gleichung  (1)  noch  eine  Gleichung 

(2)  f(^7y7^fP,q)-a 

mit  einer  willkürlichen  Eonstante  a  hinzufügt,  kann  man  p 
und  q  als  die  durch  beide  Gleichungen  definierten  Funktionen 
Ton  X,  y  und  ß  auffassen;  aber  es  gibt  nur  dann  unendlich 
yiele  Integralflächen,  bei  denen  p  und  q  diese  Funktionen  sind, 
wenn  die  Pfaffsche  Differentialgleichung 

(3)  dü'^pdx  +  qdy 

die  IntegrdbiUtäts-Bedingung  in  Satz  17,  Nr.  871,  erfüllt.  Sie 
lautet,  da  hier  X»=|),  T««  J,  Z—  —  1  zu  setzen  ist,  so: 

(4)  i>?,-2A-i>y+?,'-0. 

Nun  gelten  aber  für  die  durch  (1)  und  (2)  definierten  Funk- 
tionen p  und  q  Yon  x,  y,  z  die  Gleichungen: 

K  +  -P>.  +  ■?;<?.-  0,    t  +  f,p,  +  f,q,  -  0, 

^. + F^p. + ^,?.  =-0,  f. + fpP. + /;?.  -  0. 

Setzt  man  die  hieraus  zu  berechnenden  Werte  von  q„  p„  p 
und  g,  in  (4)  ein,  so  ergibt  sich: 

-iF,+  qF,)l{~0. 

Dies  ist  eine  homogene   lineare  partielle  Differentialgleichung 

erster  Ordnung  für  f.    Nach  Satz  1,  Nr.  853,  muß  daher  f  ein 

Integral   desjenigen  Systems   sein,   das   die   charakteristischen 

Streifen  bestimmt,  vgl.  (3)  und  (4)  in  Nr.  879. 

Hat  man  ein  Integral  f(x,  y,  j?,  p,  q)  gefunden,  so  sind  die 

aus  (1)  und  (2)  hervorgehenden  Funktionen  p  und  q  von  rr, 

y,  0  in  (3)  einzusetzen.     Nach  Nr.  871    kommt  alsdann  die 

Integration  der  totalen  Differentialgleichung  (3)  auf  die  eines 

zweigliedrigen   vollständigen   Systems   hinaus,   indem,  es   sich 

darum  handelt,  diejenigen  Funktionen  <Z>(a;,  y,  si)  zu  ermitteln, 

für  die 

d^    d9    d^  ^ 

ist.  Da  nun  die  durch  (1)  und  (2)  definierten  Funktionen  p 
und  q  von  x,  y,  e  auch  von  der  Eonstante  a  abhangen,  gilt 
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dasselbe  Yon  den  Funktionen  <&.  Mithin  ergibt  sich  schließ- 
lich eine  Gleichung 

als  Integral  yon  (3),  und  darin  bedeutet  h  ebenfalls  eine  will- 
kürliche Eonstante.  Implizite  wird  diese  Gleichung  im  allge- 
meinen eine  vollständige  Losung  0  ^  (p(x,  y,  0,  a,  b)  der  yoi^e- 
legten  partiellen  Differentialgleichung  (1)  definieren. 

Hiermit  ist  der  Vortrag  der  Integrationsmethode  yon 
Lagrcmge  und  Monge  beendet.  Die  Betrachtungen  dieses  Para- 
graphen haben  nur  einen  yorläufig  orientierenden  Charakter. 
Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  die  yoUkommenere  CauchyBohe  In- 
tegrationsmethode zu  eutwickeln. 


§  2.   Die  Integrationstheorie  yon  Canchy. 

882.  Lösungen  ersengt  dnroh  ohArakteristisohe 
Streifen.  Im  Gegensatze  zum  ersten  Paragp^phen  soll  jetzt  die 
Cauc^sche  IntegratiodMiheorie  einer  partiellen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung 

(1)  F(x,y,0,p,q)^O 

rein  analytisch  und  unabhängig  von  den  Befrachtungen  des  ersten 
Paragraphen  entwickelt  werden.  Der  Vollständigkeit  halber 
sind  dabei  einige  im  ersten  Paragraphen  ausgeführte  Rechnungen 
zu  wiederholen.  Der  geometrische  Inhalt  des  Yerfahrens  wird 
in  Nr.  886  angedeutet  werden. 

Unter  dem  Bereiche  der  Differentialgleichung  (1)  wird  wie 
in  Nr.  874  ein  Bereich  yerstanden^  innerhalb  dessen  F  eine 
analytische  Funktion  der  fünf  Veränderlichen  rc,  y,  e^  jp,  q 
ist.  Singular  heißen  diejenigen  Wertsysteme  x^  y,  0,  p,  q,  för  die 
außer  F  auch  F^  und  F^  gleich  Null  sind.  Vorausgesetzt  werde^ 
daß  nicht  für  alle  Wertsysteme  des  Bereiches,  die  F  zum 
Verschwinden  bringen,  auch  F^  und  F^  gleich  Null  werden.  Wir 
betrachten  nur  solche  Lösungen  0  '^  q)(x,  y\  die  zusammen  mit 
p  ^  (p^  und  J  "=  9>y  analytische  Funktionen  yon  x  und  y  inner- 
halb des  Bereiches  sind.  Eine  Losung  heißt  singuHär^  wenn  sie 
zusammen  mit  p  ^^  (p^.  und  3  *-  9y  nur  durch  singulare  Wert- 
systeme X,  y,  0,  p,  q  befriedigt  wird. 
881,  88»] 
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Nun  bedeute  $'•'  (p(x,  y)  eine  nicht  singuUure  Lösung.  Mit 
0  sind  auch  P'^  g>g  und  q^  g>^  analytische  Funktionen  von  x 
und  y.  Da  ir  —  9,  p  =  9^,  gr  ~  <Py  ^i®  Gleichung  (1)  befriedigen, 
ergibt  sich  durch  partielle  Differentiation  Ton  (1)  nach  x  und  y 
wie  in  Nr.  879: 

F,  +  F,p+F^p,  +  F^q,^Q,    F^  +  F,q+F^p^  +  F^q^^O, 

Weil  Py—  q^  ist,  folgt  hieraus  wie  damals: 

(2)   F^p,  +  F^p^^--F,-^pF,,  F^q,  +  F^q^^^F^^qF,. 

Wir  betrachten  jetzt  das  folgende  System  erster  Ordnung 
Ton  zwei  gewohnlichen  Differentialgleichungen  in  der  Normal- 
form: 

(S)  ^^F      ^^F 

W  dt      -^P'    dt      ^«' 

in  dem  t  die  unabhängige  Veränderliche  bedeutet  und  jF^  und  F^ 
ebenso  wie  z^%p^  9^,  2 ™ 7y  Funktionen  von  x  und  y  allein 
sind  und  zwar  offenbar  analytische  Funktionen.  Es  sei  a,  h  ein 
Wertepaar  von  Xy  y,  zu  dem  es  einen  Wert  von  g  «  y(a?,  y) 
gibt.  Wird  ein  Wertepaar  x^j  y^  in  einer  Umgebung  der  Stelle 
(a,  V)  gewählt,  so  hat  das  System  (3)  nach  Satz  11,  Nr.  824,  ein 
und  nur  ein  System  von  Losungen  x  und  y,  die  für  t^Q  die 
Anfangs  werte  Xq  und  y^  haben: 

(4)  ^^K^fi>yof*\  y-K^o;yo;0- 

Dabei  sind  k  und  /i  in  einer  Umgebung  der  Stelle  (a,  h,  0)  ana- 
lytische Funktionen  von  x^,  y^,  t,  nach  Satz  12,  Nr.  825.  Setzt 
man  in  ^  =  9?(a?,  y)  die  Werte  (4)  ein,  so  wird  b  eine  Funk- 
tion von  x^y  y^  und  t,  für  die  dasselbe  gilt.  Ebenso  für  p 
und  q.    Dabei  ist  nach  (3): 

dB         dx   ,      dy         -KT    .      t: 

und  nach  (3)  und  (2): 

Also  befriedigen  die  in  Rede  stehenden  Funktionen  x^  y,  g^  p,  q 
von  t  das  System  erster  Ordnung  von  fünf  gewöhnlichen  Diffe- 
rentialgleichungen in  der  Normalform: 
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I    dt      ^P>     dt      -^J'     dt      P^P^^-^if 

1    ^^^F  '-'f>F     ^^^F  --qF 
\    dt  *    ^   •'  dt  y     *   *• 

Insbesondere  hat  dies  System  das  Integral  F,  da  das  voUsiandige 
Differential  von  F  infolge  yon  (5)  verschwindet. 

Wenn  unter  s^^p^j  Qq  diejenigen  Werte  verstanden  werden^ 
die  is  ^  <Pf  p^  tpggy  ?  "^  9y  ^^  der  Stelle  (a;^,  y^)  annehmen, 
hat  das  System  (5)  ein  und  nur  ein  System  von  Losungen 
X,  y,  0,  Py  q,  dem  f&r  ^  =*  0  die  Anfangswerte  x^^  y^,  jr^,  jp^,  g© 
zukommen  und  das  aus  Funktionen  von  Tq,  y^  und  t  besteht^ 
die  sich  in  einer  gewissen  Umgebung  der  Stelle  (a,  h^  0)  regu- 
lär verhalten.  Da  andererseits  diejenigen  Funktionen  von  t,  die 
durch  die  Substitution  (4)  aus  ^  *=  9,  JJ  =  y„  2  —  9^^  hervor- 
gehen^ das  System  (5)  befriedigen  und  für  ^ »  0  gerade  die 
Werte  ^o>  Po;  ?o  haben,  folgt  mithin: 

Satz  1:  Es  liege  eine  partidie  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  für  eine  Funktion  s  von  x  und  y  vor: 

F{x,y,z,p,q)^Oy 

und  es  sei  0  ''^  (p(x,  y)  eine  Lösung  von  jP«  0,  die  sich  an 
einer  Stelle  a?  =  a,  y  =  6  regulär  verhält;  dabei  werde  vorausge- 
setzt, daß  die  Werte  von  x,  y,  ^  ==  9,  l>  «=-  9,,  J  —  9y  in  einer 
Umgang  der  Stdle  dem  Bereiche  der  DifferentioilgUichung  an- 
gehören und  F^  und  F^  nicht  beide  verschwinden,  Ist  alsdann 
^07  Vo  ^^  Wertepaar  in  der  Umgebung  der  Stdie  (a,b)  und 
sind  Zq,  Pq  und  q^  die  zugehörigen  Werte  von  z^  %  P=^  Vs 
und  q  «=  q>^y  so  werden  die  Gleichungen 

z-^(p,  p^q>^y    i^9y 
in  einer  gewissen  Umgebung  von  ^ »  0  dur(^  d^enige  Lösungen- 
System  x,  y,  z,  p,  q  des  Systems  erster  Ordnung  von  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen 

dt      ^p>     dt      -^9'     dt      P-^P^^^q^ 
^ JF  ^f^F     --? F  -qF 

befriedigt,  das  für  ^  »  0  die  Anfangswerte  Xq,  y^,  Zq,  p^^^  q^  hat. 
Unter  einem    charakteristischen  Streifen   der  Differential- 
gleichung jP  =»  0   soll  jedes   analytische  Lösungensystem   des 
88»] 
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Systems  (5)  yerstanden  werden,  dessen  Anfangswerte  für  ^ »  0 
der  Gleichnng  JP—  0  Genüge  leisten,  was  zur  Folge  hat^  daß 
das  Losungensystem  überhanpt  die  Oleichung  F'^O  erfüllt^ 
da  F  ein  Integral  des  Systems  (5)  ist.  Diese  Definition  besagt 
dasselbe  wie  die  göometrisdie  in  Nr.  879. 

Der  Satz  1  läßt  sich  nun  so  aassprechen: 

Sata  2:  In  einer  Umgebung  einer  Stdle  a?  =-  a,  y  =  6,  wo 
die  partielle  Differeniiaigleu^ung  erster  Ordnung 

eine  ihrem  Bereiche  angehörende  nickt  singulare  Lösung  z^fp{Xy  y) 
hatj  wird  das  Gleichungensystem 

von  jedem  charaJUeristischen  Streifen  befriedigt,  dessen  Anfangs- 
werte a?0,  y^,  ^fi7Po>  &  beliebige  Werte  Xq  und  y^  in  der  Um- 
gämng  der  Steüe  (a,b)  und  die  0ugehörigen  Werte  von  g),  q>^ 
und  9>y  sind. 

883.  Integration  der  partiellen  Difterentiaiglei- 
ohnngen  erster  Ordnung.  In  der. letzten  Nummer  wurde 
Ton  einer  Lösung  einer  partieUen  Differentialgleichung     • 

(1)  F{x,y,0,p,q)^O 

ausgegangen  imd  gezeigt,  daß  die  Losung  nebst  ihren  partiellen 
Ableitungen  durch  charakteristische  Streifen  befriedigt  wird. 
Jetzt  wird  die  Betrachtung  umzukehren  sein:  Aus  den  charakte- 
ristischen Streifen  sollen  die  Losungen  gewonnen  werden.  Da- 
bei ist  nicht  mehr  von  einem  einzelnen  Anfangs- Wertsystem  x^, 
Vq)  ^09  Pof  9o  Ckuszugehen^  sondern  yon  einer  einfach  unendlichen 
Schar  Ton  Anfangs- Wertsystemen. 

Deshalb  seien  Xq,  y^j  0^,  p^,  q^  in  einer  Umgebung  von 
T  <->  0  analytische  Ff4nktionen  einer  Hüfsveränderlichen  t,  deren 
Werte  dem  Bereiche  der  Differentialgleichung  (1)  angehören 
und  den  beiden  Gleichungen 


(2) 


^0  dt  ^  *o  dt        dt       ^^ 


F(xQ,yo,^o^Po,qo)-0 

genügen;  die  Ableitungen  F^  und  F^  sollen  nicht  beide  für 
diese  Wertsysteme  rerschwinden.    Im  L^ufe  der  Betrachtung 
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wird  diesen  Funktionen  rr^^  y^^  e^^  p^,  g^  yon  t  noch  eine  Be- 
dingung auferlegt  werden.  Ob  es  überhaupt  derartige  Funk- 
tionen gibt,  ist  eine  Frage^  deren  Erörterung  der  Nr.  885 
vorbehalten  bleibt. 

unter  x,  y,  z^  p^  q  sei  nunmehr  dasjenige  LSsungensjetem 
des  Systems  erster  Ordnung  von  fünf  gewohnlichen  Differential- 
gleichungen in  der  Normalform 

\   iE F-^vF    ^ F-aF 

l    dt  *     P    »^    dt  9      ^    * 

yerstanden,  das  für  ^  »  0  die  Anfangswerte  x^,  y^y  ^o»  Poi  9b 
hat  und  sich  dort  regulär  rerhält.  Da  die  An&ngswerte  yon 
der  Veränderlichen  t  abhängen^  besteht  das  Losungensystem 
aus  FunkHonen  von  t  und  t,  die  sich  an  der  Stelle  ^  —  r  »-  0 
regulär  verhalten.  Deshalb  wird  es  deutlicher  sein,  die  geraden 
Differentiationszeichen  in  (3)  zu  vermeiden  und  statt  (3)  zu 
schreiben: 

x,^F^,    y,^F^,    0,^pF^+qF^, 

p.^^F.-'pF,,    q^^^F^--qF,. 

Das  Lösungensystem  sei  etwa  dieses: 

(5)  (    ^"^^^'^^'    »-f*(^^)i     ^-K^;^)i 

Da  F  nach  Nr.  882  ein  Integral  von  (3)  ist,  wird  F  für  diese 
fünf  Funktionen  von  t  und  r  unabhängig  von  t,  so  daß  sich  F 
nicht  spezialisiert;  wenn  t^O  gesetzt  wird.  Aber  nach  (2)  ist 
dann  F  gleich  Null,  woraus  folgt,  daß  die  fünf  Funktionen  (5) 
die  vorgelegte.  Differentialgleichung  (1)  für  aUe  Werte  von  t  und  r 
in  einer  Umgämng  von  t^t^O  befriedigen.  Indem  wir  t  und  r 
aus  (5)  eliminieren,  werden  wir  nun  auf  folgende  Weise  zu 
einer  Lösung  der  Differentialgleichung  gelangen:  Die  Funk- 
tionen (5)  mögen  für  ^  =  r  —  0  die  Werte  a,  J,  c,hi,h^  haben. 
Alsdann  definieren  die  beiden  ersten  Gleichungen  (5)  nach 
Satz  13,  Nr.  826,  implizite  t  und  t  als  analytische  Funktionen 
von  X  uud  y  in  einer  Umgebung  der  Stelle  (a,  h)y  wo  sie  ver- 
schwinden, sobald  nur  noch  feststeht^  daß  die  Funktionaldeter- 
minante x^y^  —  y^x^f  d.  h.  nach  (4)  die  Determinante  F^y^  —  F^x^ 
888] 
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ftlr  t^mt^O    nicht   yerschwindei     Aber    fGr  f » 0  werden 

«;  9}  ^j  Pf  9  glöi<^t  rco;  yo>  ^o;  l>o;  ?o-  ^^  ^^^'^  «^  ^•«^  <'^- 
aw,  daß: 

se».  Werden  nun  die  dnrch  die  beiden  ersten  Gleicbangen  (5) 
definierten  Funktionen  t  und  r  Ton  x  und  y  in  die  drei  übrigen 
Gleichungen  eingeführt^  so  ergeben  sich  drei  Funktionen 

die  sich  an  der  Stelle  (a,  b)  regulär  verhalten  und  die  Glei- 
chung jP  "-  0  in  einer  Umgebung  der  Stelle  befriedigen.  Es 
braucht  jetzt  nur  noch  gezeigt  zu  werden,  daß  die  Funktionen 
p  »  2  und  2  »  ^  die  partiellen  Ableitungen  der  Funktion 
j? »  9  hiusichtlich  x  und  y  sind.  Da  die  Funktionen  z,p  und 
q  Yon  X  und  y  durch  Elimination  you  t  und  t  hervorgegangen 
sind,  genügt  es  zu  beweisen,  daß  die  Funktionen  Xy  y,  e,  p,  q 
von  t  und  r,  die  als  Lösungensystem  von  (4)  definiert  waren, 
den  Ausdruck  dß  —  pdx  ^  qdy  oder 

iß-P^t-  iV^ät  +  {e^-px^-  qy;)dt 
zum  Verschwinden  bringen,  d.  h.  daß  die  beiden  Gleichungen 

(8)  ^*-l>^i-ffy*-0,    ^^-piT^-jy^-O 

bestehen.  Die  Richtigkeit  der  ersten  leuchtet  ein,  wenn  man 
darin  die  Werte  von  x^,  y^,  0^  aus  (4)  einsetzt.  Um  die  Rich- 
tigkeit der  zweiten  zu  beweisen,  führen  wir  vorübergehend  die 
Bezeichnung  ein: 

(9)  Q'^^t-P^t-Qyt- 
Dann  wird: 

(10)  p,-  0,^^  px,^-  iVit-Pt^t-  üiVt' 
Nach  (4)  ist  aber: 

^tt^  at  '   y**^  dt  ' 

Werden  diese  Werte  und  die  aus  (4)  zu  entnehmenden  Werte 
von  Pf  und  q^  in  (10)  eingeführt,  so  kommt: 

p,=  F,x,  +  F^y,  +  Fjp,  +  F^q,  +  F.{px,  +  qy,) 
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oder,  wenn  rechts  F^0^  addiert  und  subtrahiert  wird^  mit  RQck- 
sicht  auf  (9): 

Für  das  LöBungensystem  x^  y,  0,  p,  q  von  (4)  ist  aber  F^  0. 
Demnach  bleibt: 

und  hieraus  folgt: 

-JF.dt 

(11)  P  -  90«  *  , 

wo  (»g  den  Wert  von  g  für  <  —  0,  d.  h.  nach  (9)  den  Wert 

de.  dXf  dy. 

fo-^-P-ät-^dT 

bedeutet,  der  nach  der  ersten  Gleichung  (2)  yerschwindet. 
Nach  (11)  ist  also  Q  =*0,  und  damit  ist  die  zweite  Gleichung 
(8)  bewiesen.  Mithin  ist  die  unter  (7)  gefundene  Funktion 
jef=9?(a?,y)  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  F^O. 

884.  Beweis  der  ▼oUstftndlgkeit  des  IntegratioiiB- 
verfUirenB.  In  der  yorigen  Nummer  haben  wir  ein  Integra- 
tions verfahren  gewonnen ,  durch  das,  falls  man  Funktionen 
^o;  9o7  ^o>  Pof  &  ^^^  '^  finden  kann,  die  den  dort  aufgestellten 
Bedingungen  genügen,  stets  eine  Lösung  0  ->  q>{x,y)  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  hervoi^eht  Wie  man  diese  Be- 
dingungen in  allgemeinster  Weise  zu  erfüllen  vermag,  wird  in 
der  nächsten  Nummer  erörtert  werden.  Jetzt  soll  gezeigt  wer- 
den, daß  das  Verfahren  alle  nicht  singulären  Lösungen  liefert. 

Es  sei  nämlich  0^q){x,y)  irgendeine  nicht  singulare  Lö- 
sung der  Differentialgleichung  JP  =»  0.  Sie  verhalte  sich  an 
der  Stelle  a;  «=-  a,  y  —  6  regulär.  Dann  sind  p  =  9,,  q  '^  q>^ 
und  folglich  auch  F^  und  F^  dort  reguläre  Funktionen  von  x 
und  y.  An  der  Stelle  (a,  h)  selbst  mögen  F^  imd  F^  die  Werte 
Ci  und  c^  haben,  die  nicht  beide  verschwinden,  weil  die  Lösung 
nicht  singulär  ist.  Femer  seien  x^  und  y^  zwei  Funktionen 
von  r,  die  sich  an  der  Stelle  r "-  0  regulär  verhalten,  ftir 
T  »  0  die  Anfangswerte  a  und  b  haben  und  der  Bedingung 
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genfigen.  Zu  4^^8er  Bedingung  f&hrt  uns  natürlich  die  Be- 
trachtung der  Bedingung  (6)  in  der  rorigen  Nummer.  Funk- 
tionen Ton  der  verlangten  Art  gibt  es  stets.  Schließlich  be- 
deute j^o  die  Funktion  (p(xQ,y^,  und  p^  und  g^  seien  ihre 
partiellen  Ableitungen  nach  x^  und  y^,  so  daß  auch  js^,  p^, 
Qq  an  der  Stelle  t  —  0  analytische  Funktionen  von  r  sind.  Sie 
genügen  wegen  (1)  der  Bedingung  (6)  der  letzten  Nummer. 
Außerdem  ist  für  sie  d^^  gleich  PodXf^  +  q^dy^  sowie  F^O, 
d.  h.  auch  die  beiden  Bedingungen  (2)  der  letzten  Nummer 
sind  befriedigt  Man  kann  somit,  ausgehend  yon  diesen  fünf 
bekannten  Funktionen  Xq,  y^,  e^^  p^y  q^  von  Xy  das  Verfahren 
der  letzten  Nummer  anwenden.  Nach  Satz  1;  Nr.  882,  be- 
friedigt alsdann  das  Losungensystem  x^y^jB*,!),}  die  Gleichungen 

d.h.  man  bekommt  gerade  diejenige  Lösung  a^q>(x,y)  der 
partiellen  Differentialgleichung,  von  der  wir  ausgingen.  Mithin 
kann  man  die  Ergebnisse  so  formulieren:  ^ 

Sat0  3:    Jede  nicht  singulare  Lösung  0^<p{x,y)  einer 
partielien  Differenüaigleichung  erster  Ordnung 

F(x,y,0,pyq)'^O, 

die  dem  Bereiche  der  Differentialgleichung  angehört  und  sich  an 
einer  Stdle  x^a^  y^h  reguUk  verhält^  ergibt  sich  so:  Unter 
^of  Vq)  ^o>  Pof  9o  w^^^few  fünf  analytische  Funktionen  einer  HÜfs- 
veränderlichen  x  verstanden  y  die  insbesondere  den  Bedingungen 

raF(a?o,yo,go,jPo,g^,)   dy^  __  dF{x^,y^,B^,p^,q;\  dx^      ^ 
L  dp.  dt  d%,  dt}'^^ 


t 


genügen.  Dasjenige  Lösungensysiem  Xy  y,  e,  p,  q  des  Systems 
erster  Ordnung  von  fünf  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  in 
der  Normalfarm 

57-^,'    U'P.'    %'P^,  +  ^^v 
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das  für  t'^0  die  Anfangswerte  x^,  y^,  e^,  p^y  q^  JuU  und  sieh 
an  der  Stelle  t'^0  regtdär  verhälty  besteht  aus  Funktionen 

^-A(^;*)>    y-f*ttif)i    ^-K^7^), 

l>-«(/,t:),    q^x{t,T) 

der  beiden  Hüfsveränderlkihen  t  und  t,  und  diese  Funktionen  ver- 
halten sich  CM  der  Stelle  ^  —  r  —  0  regulär»  Durch  X'^l,  y  » fi 
werden  t  und  x  implufite  als  Funktionen  von  x  und  y  definiert, 
die  für  X'^a,  y^b  den  Wert  NuU  haben  und  sich  an  der 
Stelle  {a,  b)  regulär  verhauen.  Ihre  Substitution  in  e^v  liefert 
eine  Lösung  e  —  tp{x,  y)  von  der  gesuchten  Art.  Diesdbe  Sub- 
stitution verwandelt  p^n  und  q^x  in  die  partieUen  Ablei- 
tungen dieser  Lösung  nach  x  und  y. 

88B.  Nachweis  dar  Bzlstens  von  LSsimgen«  Schließ- 
lich bleibt  noch  übrig,  zu  zeigen,  wie  man  die  Bedingungen 
befriedigen  kann,  die  für  die  Funktionen  s^Qfyof^ofPofio  ^^^  ^ 
im  letzten  Satze  aufgestellt  wurden«    Es  sei 

(1)  •  a?-a,    y-6,    e^Cy    p-Äi,    J-Ä, 

ein  bestimmtes  dem  Bereiche  der  Differentialgleichung  JP »  0 
angehöriges  Wertsystem,  das  die  Differentialgleichung  erf&llt 
und  nicht  singulär  ist,  so  daß  F^  und  J^^  an  der  Stelle  (1) 
Werte  c^  und  c^  annehmen,  die  nicht  beide  gleich  Null  sind. 
Nun  wälilt  man  drei  Funktionen  x^^  y^,  e^  von  r,  die  fQr 
r  «  0  gleich  a,  5,  c  werden  und  sich  regulär  verhalten.  Ihre 
Ableitungen  nach  r  sollen  außerdem  an  der  Stelle  t  »•  0  den 
Bedingungen 

l  Vdxlt^^       '^l  dr  Jtoo  ^  '^«L  dr  Jr-0 

genügen.  Diese  Annahmen  sind  erfüllbar,  weil  ^  und  c^  nicht 
beide  yersch winden.  Um  noch|>o  und  q^  als  Funktionen  von  t 
2U  gewinnen,  bildet  man  die  beiden  Gleichungen: 


(3) 


^0  dt  +  ä'o  4^         ax        ^• 


Sie  lassen  sich  durch  Funktionen  |>o  und  q^  von  x  erfüllen,  die 
für  T "-  0  die  Anfangswerte  h^  und  h^  haben.  Denn  ihre  linken 
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Seiten  stellen^  weil  die  schon  ausgewählten  Funktionen  x^y  y^ 
und  5q  von  t  abhängen,  Funktionen  von  t,  p^  und  q^  dar,  die 
sich  an  der  Stelle  t  —  0,  i)^  —  A| ,  Qo  ""  ^  regulär  verhalten. 
Außerdem  ist  dort  ihre  Funktionaldeterminante  hinsichtlich  p^ 
und  q^j  nämlich: 

gJ^(a?oiyo.igoiPo»go)    dy^  _  dF(x^,y^,B^,p^,q^)   dx^ 
dp^  dt  dq^  dt  ' 

nach  der  ersten  Bedingung  (2)  Ton  Null  verschieden.  Nach 
Satz  13,  Nr.  826,  haben  die  Gleichungen  (3)  folglich  Auf- 
lösungen p^  und  $0,  denen  für  t  —  0  die  Anfangs  werte  h^  und 
hf  zukommen  und  die  sich  als  Funktionen  von  t  an  der  Stelle 
T  — •  0  regulär  verhalten. 

Hiermit  sind  fflnf  Funktionen  Zq,  y^,  0q,  Pq,  q^  von  t  ge* 
funden,  die  den  Bedingungen  des  Satzes  3  genügen.  Dies  Ver- 
fahren gibt  jedes  System  von  Funktionen  von  der  verlangten 
Art  Die  Voraussetzungen  also,  unter  denen  das  in  Nr.  883 
entwickelte  Verfahren  anwendbar  ist,  sind  erfüllt.    Mithin  gilt 

8at0  4:   Es  liege  eine  partielle  Differentiaigleickung  erster 

Ordnung 

F{x,y,Zyp,q)''0 

für  eine  Funktion  ß  von  x  und  y  vor,  und  es  sei 

ein  Wertsystem,  das  dem  Bereiche  der  Differentialgleichung  an- 
gd^Srt  und  der  Gleichung  F—  0  genügt,  für  das  aber  F^  und  F^ 
Werte  e^  und  c^  haben,  die  nicht  beide  gleich  NuU  sind.  Als- 
dann hat  die  Differentialgleichung  unbegrenzt  viele  nickt  singu- 
lare und  sieh  an  der  Stdle  x  ^  a,  y*^b  regulär  verhaltende 
Lösungen  z^q>{Xyy)  von  der  Art,  daß  z^tp,  P"-qp,  und  ff«=»9>y 
an  der  Stdle  x^a,  y  —  6  die  Werte  c,  fc^  und  ä,  annehmen.  Man 
kann  insbesondere  vorschreiben,  daß  die  Gleichung  e^q>(Xjy) 
durch  drei  bestimmt  gewählte  und  an  der  Stdle  r  -»  0  reguläre 
Funktionen  x^,  y^,  0^  von  t  erßiUt  werde,  denen  für  f^O  die 
Anfangswerte  a,  b,  c  zukommen  und  für  die 

^  dt        ^  dt 
an  der  Stelle  r «-  0  niiM  verschwindet,  dagegen 


Tt  ^ '^iL^  ^  ^IT^ 
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an  dieser  Stelle  gleich  NüU  isL  Diesen  Vorsehriflen  genügt  eine 
und  nur  eine  Lösung. 

886.  Oeometrisohe  Deutimg  des  Xntegratioiuivaiv 
fllbrens.  Wenn  man  x,  y,  e  als  rechtwinklige  Koordinaten 
auffaßt,  besteht  das  IntegrationsTerfahren  in  folgendem:  Zuerst 
wird  ein  bestimmtes  Flächenelement  der  Differentialgleichiuig 

(1)  Fi^,y,^fPfi)-o 

ansgewahlt,  dessen  Punkt  Ä  die  Koordinaten  a,  b,  c  hat, 
während  h^  und  h^  die  Bestimmungsstücke  der  Stellung  seiner 

Ebene  bedeuten.  Dies  Flachen- 
element  darf  nicht  singuBr  sein. 
Es  berfihrt  den  zu  Ä  gehörigen 
Elementarkegel  längs  einer  (Ge- 
raden g,  siehe  Fig.  63.  Diese 
Gerade  ist  die  Tangente  einer 
von  Ä  ausgehenden  Gharakteri- 
^»-  •'•  stik  iko,  und  nach  (5)  in  Nr.  874 

verhalten  sich  die  Differentiale  yon  x  und  y  beim  Fortschreiten 
längs  g  zueinander  wie  c^  und  c^,  wenn  dies  die  Werte  von 
Fj,  und  F^  filr  das  betrachtete  Flächenelement  von  Ä  sind. 

Nach  dem  letzten  Satze  wählt  man  nun  drei  Funktionen 

^09  tfof  ^0  ^^^  ^i  ^^  ^^^  T  — 0  die  Anfangs  werte  a,  b,  c  haben. 
Diese  Funktionen  sind  die  laufenden  Koordinaten  einer  von  A 
ausgehenden  Kurve  y,  längs  deren  t  die  unabhängige  Ver- 
änderliche bedeutet.  Die  Bedingungen,  die*  der  Kurve  y  nach 
(2)  in  voriger  Nummer  aufzuerlegen  sind,  besagen ,  daß  sie  in 
JL  das  Flächenelement  (fl,b,c,hi9h^)  zwar  berühren  soll,  aber 
niclU  längs  der  Geraden  g.  Im  übrigen  ist  die  Kurve  y  will- 
kürlich,  abgesehen  davon,  daß  sie  durch  sich  regulär  Terhal- 
tende  Funktionen  von  x  dargestellt  werden  soll. 

Femer  werden  p^  und  q^  auf  Grund  der  Forderungen  (3) 
der  letzten  Nummer  als  Funktionen  von  r  ermittelt.  Diese 
Forderungen  bedeuten:  Man  konstruiert  an  jeder  Stelle  (x^^y^fS^) 
oder  M^  von  y  ein  Flächenelement  (x^^  y^,  ^oiJPo»  9o);  ^^  ^^ 
wohl  den  zu  M^  zugeordneten  Elementarkegel  als  auch  die 
Kurve  y  berührt  So  entsteht  längs  y  ein  Streifen  von  Flächen- 
dementen,  die  zwar  der  Differentialgleichung  angehören,  jedoch 
885,88«] 
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keinen  eharakteristisclien  Streifen  bilden.  Nun  wird  —  ygl. 
Satz  8,  Nr.  884^  —  von  jedem  Element  (x^y  y^,  e^j  p^,  q^)  dieses 
Streifens  aus  derjenige  charakterisHsdie  Sirenen  längs  je  einer 
Charakteristik  k  konstruiert,  der  es  zum  Anfangselement  hat, 
ebenso^ wie  schon  \  Ton  Ä  ausgehend  konstruiert  wurde,. denn 
die  Differentialgleichungen  jenes  Satzes,  nämlich  die  Glei- 
chungen (d)  in  Nr.  882,  definieren  die  charakteristischen 
Streifen,  indem  die  Bestimmungsstücke  x,  y,  /r,  p,  q  der  Ele- 
mente eines  solchen  Streifens  als  Funktionen  einer  HiUsver- 
änderlichen  ^  dargestellt  werdeiL 

Da  diese  Konstruktion  von  jedem  Element  aus,  das  längs 
y  ermittelt  wurde,  gemacht  werden  soll,  ergibt. sich  eine 
einfach  unendliche  Schar  von  charakteristischen  Streifen^  daher 
eine  zweifach  unendliche  Schar  von  Flächenelementen,  deren 
Bestimmungsstücke  x,  y,  z,  p,  q  Funktionen  von  t  und  t  sind. 
In  Nr.  883  wurde  bewiesen,  daß  diese  Elementenschar  eine 
Fläche  erzeugt,  siehe  die  Gleichungen  (8)  ebenda.  Weil  über- 
dies alle  Elemente  dieser  Fläche  der  Differentialgleichung  an- 
gehören, geht  eine  Integralfläche  hervor. 

In  Nr.  882  wurde  gezeigt,  daß  überhaupt  jede  nicht  singu- 
lare Integralfläche  durch  eine  einfach  unendliche  Schar  von 
charakteristischen  Streifen  erzeugt  wird,  und  in  Nr.  885  wurde 
die  geometrisch  ziemlich  einleuchtende  Tatsache  analytisch  dar- 
getan, daß  es  auf  einer  derartigen  fläche  stets  Eurren  y  gibt, 
die  den  oben  formulierten  Anfangsbedingungen  genügen.  Daraus 
folgt,  daß  die  Konstruktion  sämtliche  nicbt  singulären  Integral- 
flächen liefert.  — 

Eine  Aufgabe,  bei  der  jedem  Punkte  M  des  Raumes  ge- 
setzmäßig ein  Elementarkegel  mit  der  Spitze  M  zugeordnet  ist 
und  die  Flächen  gesucht  werden,  die  überall  die  Elementar- 
kegel berühren,  führt  nach  Nr.  874  stets  auf  eine  partielle  Diffe^ 
rentialgleichung  erster  Ordnung.  Dabei  können  die  Elementar- 
kegel unter  anderen  von  Flächenelementen  (x,  y,  jer,  jp,  q)  be- 
rührt werden,  die  der  jer- Achse  parallel  sind,  so  daß  wenigstens 
eines  der  Bestimmungsstücke  p  und  q  unendlich  groß  wird. 
Derartige  Elemente  sind  natürlich  Ton  der  analytischen  Be- 
handlung auszuschließen.  In  der  älteren  Fassung  der  Gauchy- 
schen  Integrationsmethode  pflegte  man  aber  die  Kurve  y  von 
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Tornherein  zu  beschränken;  z.  B.  auf  eine  der  Eoordinatenebenen 
zu  legen,  und  da  konnte  es  yorkommen,  daß  die  zugehörige 
Integralfläche  gerade  längs  y  Elemente  parallel  der  jr-Achae 
aufwies ,  so  daß  die  Methode  analytisch  versagte.  Bei  der  all- 
gemeinen Fassung;  die  wir  dem  Verfahren  nach  Lie  g^eben 
habeU;  sind  diese  Mängel  beseitigt. 

Wenn  zwei  nicht  singulare  Integralflächen  einander  in 
einem  Punkte  M^^  berühren,  haben  sie  nicht  nur  das  Flächen- 
element von  M^y  sondern  den  ganzen  charakteristischen  Streifen 
gemein,  der  von  diesem  Elemente  ausgeht  Femer  gehört  jeder 
charakteristische  Streifen  unbegrenzt  vielen  Integralflächen  an. 

887.  Bin  Baispiel.  Vorgelegt  sei  die  partielle  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung 

(1)  J?"«  jßfp  —  yjpg  —  wg  •=  0 

mit  einer  von  Null  verschiedenen  Konstante  m.  Das  System 
für  die  charakteristischen  Streifen  ist  nach  (5)  in  Nr.  882: 

Idx                        dv  dg  rk 

■^-e-yq,    -gf- yp-tn,    -yT  =  iip-2ypq~mq, 
dt  P  '     dt      ^• 

Ein  Integral  ist,  wie  immer,  F  selbst;  ein  zweites  q  und  ein 
drittes  lip^-t  Da  die  Anfangswerte  für  ^»0  mit  a^,  y^,  0^, 
Pof  9o  bezeichnet  werden  sollen,  ist  somit,  falls  p^  zunächst 
von  Null  verschieden  gewählt  wird: 

zp-ypq-mq^z^^-y^p^q^-mq^,    g-go^y-'-;^- 

Werden  die  hieraus  für  jer,  p  und  q  folgenden  Werte  in  die 
beiden  ersten  Gleichungen  (2)  eingesetzt,  so  gibt  die  erste 
sofort 

x^x^  +  (^o-yoffo)  (iPo**  +  0. 

während  aus  der  zweiten  eine  lineare  gewöhnliche  Differential- 
gleichung für  y  hervorgeht,  die  nach  Nr.  716  die  Lösung 


2yoPo4-« 


T+T-57^^'+^) 


>o  Po 

hat.  Demnach  ist  das  allgemeine  Lösungensystem  von  (2)  dieses: 
886,  887] 
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Die  Anfangs  werte  rTo,  y^,  g^  sind  nun  als  willkürliche 
Funktionen  von  r  zu  wählen  und  p^  und  ^^  als  Funktionen 
Yon  t  nach  Satz  3,  Nr.  884,  aus  den  Bedingungen 

(4)       ^oPo-yaPo&-wgo-0,    l?oV+ ffoyo'- <»=  0 

zu  ermitteln,  wobei  die  Akzente  die  Differentiation  nach  t 
andeuten.  Hieraus  ergeben  sich  zwei  Wertepaare  für  p^ 
und  Jq.  Allgemein  geredet  gehen  also  durch  eine  beliebige 
Eurre  y^  deren  laufende  Koordinaten  die  Funktionen  x^y  yo;^o 
von  T  sindy  zwei  Integralflächen.  Diese  Flächen  werden  ana- 
lytisch durch  die  drei  ersten  Gleichungen  (3)  dargestellt,  die 
X,  y,  0  Bis  Funktionen  yon  t  und  t  definieren,  vorausgesetzt, 
dafi  j7o  und  q^  darin  die  durch  (4)  bestimmten  Funktionen  von  x 
bedeuten. 

Die  Hilfsreriinderliche  t  läßt  sich  aus  den  Gleichungen  der 
Fläche  eliminieren,  nicht  aber  die  Hilfsyeränderliche  t,  da  sie 
in  willkürlichen  Funktionen  auftritt.  Es  gilt  vielmehr  hier  wie 
meistens  bei  der  Integration  partieller  Differentialgleichungen 
die  Bemerkung,  daß  die  explizite  Darstellung  der  aUgenieinen 
Lösungen  als  Funktionen  der  unabhängigen  Veränderlichen  an 
der  ünausführbarkeit  yon  Eliminationen  scheitert,  was  natür- 
lich nicht  hindert,  dafi  parHkidare  Lösungen  explizite  darstell- 
bar sein  können,  hier  nämlich  solche,  die  sich  ergeben,  wenn 
man  für  oTq,  y^,  e^  besondere  Funktionen  yon  x  wählt. 

Die  Gleichungen  der  Integralflächen  lassen  sich  aber  über- 
sichtlicher gestalten.     Setzt  man  immlich 

und  berücksichtigt  man,  daß  sich  e  in  (3)  yermö^  der  ersten 
Bedingung  (4)  bedeutend  yerein&cht,  so  kommt: 

^0*  [887 
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(6) 


Außer  M  und  t;  treten  hierin  noch  q^  und  die  beiden  Größen 

auf.  Für  $Q  darf  man  infolge  von  (7)  und  der  ersten  Glei- 
chung (4)  auch  2fi:m  setzen.  Nun  kann  man  sich  yorsiellen, 
daß  u  und  v  statt  t  und  r  vermöge  (5),  worin  ja  r  links  in 
Pq  und  y^  yorkommt,  als  neue  Hilfsveronderliche  eingeführt 
werden.  Insbesondere  ist  t;  eine  Funktion  yon  z  aliein  oder 
umgekehrt  t  eine  Funktion  yon  i;  allein  ^  folglich  nach  (7) 
auch  X  und  /li.  Deshalb  stellen  sich  die  Integralflachen  (6) 
so  dar: 

(8)  x^xm'f,    y-i(««-^),    ,-^(«.  +  f). 

Dabei  sind  k  und  (i  jedoch  nicht  völlig  willkürliche  Funktionen 
yon  V,  denn  die  zweite  Bedingung  (4)  muß  noch  berücksichtigt 
werden.  Welche  Form  sie  in  den  neuen  Hilfsyennderlichen 
u  und  V  annimmt,  ermittelt  man  am  bequemsten  so: 

Nach  den  letzten  beiden  Gleichungen  (3)  und  nach  (5)  ist: 

(9)  P'U,    ä-&-^, 

und  aUe  Werte  (8)  und  (9)  befriedigen  die  partielle  Differen- 
tialgleichung (1).  Also  ist  nur  noch  zu  verlangen,  daß  p  und  q 
die  partiellen  Ableitungen  von  z  nach  x  und  y  bedeuten,  d.  h. 
daß  für  alle  Werte  von  u  und  v  die  durch  (8)  definierten 
Funktionen  von  u  und  v  der  Bedingung 

dß—pdx^qdy  —  0 
oder 

dM-udx-*-^^dy^Q 

Genüge  leisten.  Setzt  man  hierin  die  vollständigen  DiiETeren- 
tiale  der  Werte  (8)  von  x^  y  und  e  ein,  so  kommt  einfach: 

wenn  der  Akzent  die  Differentiation  nach  v  andeutet.    Daraus 

887] 
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folgt  durch  teilweise  Litegration: 

Man  kann  nun  für  das  mit  m  dividierte  Integral  von  fi  eine 
willkürliche  Funktion  o  Ton  v  einführen^  und  also  setzen: 

Einführung  dieser  Werte  in  (8)  liefert  schlieBlich  die  neue 
Darstellung  der  Integralflachen: 

(10)  a:-~(ut?  +  -^)-a},  y-^(ttt;--^),  5-©  (ui;  + -J-). 

Hierin  bedeutet  also  o  eine  willkürliche  Funktion  von  v.  Die 
Integralflächen  sind  jetzt  mittels  hrumnüiniger  Koordinaten  u 
und  t;  dargestellt.  Tgl.  Nr.  600. 

In  dem  bisher  ausgeschlossenen  Falle  p^^O  ergibt  sich 
aus  der  ersten  Bedinguug  (4)  auch  q^^O  und  aus  der  zweiten 
noch  s!q  ""  konst.  Er  tritt  also  ein,  wenn  die  Kurve  y  in  einer 
Ebene  parallel  zur  a?y- Ebene  gewählt  wird.  Dann  liefern  die 
drei  ersten  Gleichungen  (2): 

a?  —  iCo  +  V;  y  —  yo  —  *w«,  jer  —  g^. 
Dabei  ist  g^,  wie  gesagt,  eine  Eonstante,  während  Xq  und  y^ 
irgendwie  als  Funktionen  von  r  gewählt  werden  können,  denn 
die  Bedingungen  (4)  sind  befriedigt,  unsere  drei  Gleichungen 
bestimmen  also  nur  die  Punkte  der  Ebene  0^^  0o.  In  der  Tat 
hat  die  partielle  Differentialgleichung  (1)  auch  die  Lösungen 
£f  -B  konst 

Singulare  Lösungen  sind  nicht  vorhanden,  denn  für  sie' 
müßte  nach  Nr.  874  oder  Nr.  882  außer  (1)  auch  das  Qlei- 
chungenpaar 

-P;-^-y?-0,    l?;--yjp-m-0 

gelten,  so  daß  sich x^  —  0,  9  »->  0 und  daher  auch p'^  da:  dx  ^0 
ergäbe,  was  mit  der  letzten  Gleichung  wegen  m  -f  0  unver- 
einbar ist. 

§  8.  Nachträge  nnd  Yerallgemeineningen. 

888.  Die  slugnUren  Lörangen  partieller  Dlfltoen« 
tialgleiohiiiigen  erster  Ordnnng.  Nach  Nr.  874  oder 
Nr.  882   sind  diejenigen  Lösungen   einer  partieUen   Differenz 
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Singular^  für  die  auch  F  und  F  verschwindet.  Weil  für  jede 
Lösung 

(2)  FJx  +  F^dy  +  F,dz  +  F^dp  +  F^dg_  -  0 

wird,  folgt  aus  de  ^pdx  +  qdy^  F  -=Q  und  JF  =»  0,  daß  im 
Falle  einer  singularen  Lösung  F^  +  pF^  und  F^  +  qF^  gleich 
Null  werden.  Die  singuUhrm  Lösungen  sind  somit  diejenigen, 
für  die  die  reckten  Seiten  der  Differentialgleichungen  der  ehor 
rdkteristiscken  Streifen  gleich  Ntdl  sind,  vgl.  (5)  in  Nr.  882. 
Von  welchen  Plächenelementen  {x^,  y^^,  0q,  Pq,  q^)  einer  singu- 
laren Litegralfläche  man  auch  ausgehen  mag,  stets  geben  diese 
Differentialgleichungen  für  x,y,e,p,q  die  Anfangswerte  ^^^oi 
^ofPof  9o  selbst,  so  daß  also  die  singularen  Integralflächen  nicht 
dwrph  charakteristische  Streifen  ereeugt  werden. 

Will  man  alle  singularen  Lösungen  ermitteln,  so  sucht 
man  zunächst  diejenigen  Funktionen  B,p,  und  q  von  x  und  y, 
die  aUe  fünf  Gleichungen 

(3)  F-0,    JF;«0,    J;-0,    F,+pF,^Q,    F^  +  qF.^O 

befriedigen.  Im  allgemeinen  darf  man  das  Vorhandensein 
solcher  Funktionen  nicht  erwarten.  Gibt  es  aber  welche,  ge- 
hören sie  dem  Bereiche  der  Differentialgleichung  an  und  sind 
sie  analytisch,  so  muß  noch  untersucht  werden,  ob  auch  p 
und  q  die  partiellen  Ableitungen  der  Funktion  $  sind.  Diese 
Untersuchung  ist  jedoch  nickt  mehr  nötig,  wenn  F,  für  die  durch 
(3)  definierten  Funktionen  g,p  und  q  von  x  und  y  nicht  ver- 
schwindet. Denn  wenn  man  in  (2)  die  Werte  von  F^,  F^,  F 
und  F  aus  (3)  einsetzt,  kommt  wegen  F^'^O  von  selbst: 

dg^pdx  +  qdy. 

In  jedem  Falle  erfordert  die  Bestimmung  der  singularen 
Lösungen  nur  Differentiationen,  Eliminationen  und  'Substitu- 
tionen. Ist  eine  vollständige  Lösung  e  ^  g)(x,  y,  a,  b)  bekannt, 
so  ergibt  sich  eine  etwa  vorhandene  singulare  Lösung  nach 
Nr.  877  durch  Elimination  von  a  und  b  aus  dieser  Funktion 
vermöge  der  beiden  Gleichungen  97^»0.und  9?^ »  0. 
888] 
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889.  TTeraUgeinelneniiig  der  Olalrantoohen  Diffe- 
rentUlglelohimgen.  Eine  partielle  Differentialgleichang  erster 
Ordnung  drückt  nach  Nr.  874  eine  Eigenschaft  der  Flächen- 
elemente (Zj  fff  0y  Pj  q)  ihrer  Integralflächen  ans,  indem  diese 
Elemente  die  ihren  Punkten  zugeordneten  Elementarkegel  be- 
rühren müssen«  Das  ist  eine  Eigenschaft^  die  den  Tangenten- 
Aenen  der  Flächen  und  ihren  Berührungspunkten  zukommt 
Sie  kann  aber  unter  umständen  unabhängig  von  der  Lage  der 
Berührungspunkte  der  Tangentenebenen  sein.  Da  die  Ebene 
des  Element-s  (x,  y,  e^  p,  q)  in  den  laufenden  Koordinaten  i,  \),  } 
die  Gleichung 

P(i  -  a?)  +  «(9  -  y)  ~  (a  -  /r)  -  0 
oder 

Pl  +  i^-i  =- J>^  +  gy  -  ^ 

hat,  sind  p,  q  und  px  +  qy  —  0  ihre  Bestimmungsstücke.  Mit- 
hin liegt  eine  Eigenschaft  von  der  angegebenen  besonderen 
Art  Tor,  wenn  die  Differentialgleichung  die  Form 

(1)  F(p,q,px  +  qy-0)'^O 

oder  nach  0  aufgelöst^  die  Form 

(2)  ^-i>a?  +  ?y  +  /'0>,g) 

hat.  Hiermit  wird  die  Bemerkxmg  in  Nr.  721  über  Glairaut- 
sehe  Differentialgleichungen  sinngemäß  auf  den  Raum  über- 
tragen, so  daB  man  die  partiellen  Differentialgleichungen  von 
der  Form  (1)  oder  (2)  als  VeraUgemeinerufig  der  Clairautschen 
Differentiaigleichungen  bezeichnen  kann. 
Jede  Ebene 

(3)  0  '^  ax  +  hy  +  f(a,  b)  (a,  b  —  konst.) 

ist  augenscheinlich  eine  Integralfläche  von  (2).  Durch  (3)  wird 
eine  vollständige  Losung  dargestellt,  und  nach  Nr.  877  er- 
geben sich  daraus  alle  übrigen  Integralflächen  durch  Einhül- 
lung. Die  nicht  singulären  krummen  Integralflächen  sind  des- 
halb nach  Nr.  281,  282  abwickelba/re  Flächen.  Eine  singulare 
Integralfläche  ist  Torhanden,  wenn  sich  a  und  b  yermöge 

(4)  a:-h/;-0,    y  +  /;-0 

aus  (3)  eliminieren  lassen.  Diese  singulare  Integralfläche 
braucht  aber  nicht  abwickelbar  zu  sein.    Die  Ergebnisse  stehen 
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durchaus  nicht  im  Widerspruche  zu  Satz  33,  Nr.  349,  wonach 
aUe  abwickelbaren  Flächen  identisch  sind  mit  allen  Integral^ 
flächen  aller  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
Ton  der  Form: 

880.  Die  Legendresohe  und  die  Bnlenohe  Trans- 
formation. Sind  die  Integralflächen  einer  partiellen  Differen- 
tialgleichung erster  Ordnung 

(1)  F{x,y,0,p,q)  =  O 

keine  abwickelbaren  Flachen,  so  sind  p  und  q  auf  ihnen  nach 
dem  schon  soeben  erwähnten  Satze  33 ,  Nr.  349 ,  voneinander 
unabhängige  Funktionen  von  x  und  y.  Man  kann  daher  p 
und  q  statt  x  und  y  als  unabhängige  Veränderliche  benuteen. 
Als  abhängige  Veränderliche  kann  man  ferner  statt  sf  eine 
Funktion  von  x,  y,  z,  p  und  q  wählen. 

Insbesondere  benutzte  Legendre  als  abhängige  Veiunder- 
liehe  px  +  qy  —  g.  Die  dadurch  bewirkte  Legendresche  Trans- 
formation der  Differentialgleichung  (1)  kommt  wie  folgt  zu- 
stande.   Man  setzt 

(2)  S^p,    y^q,    z^px  +  qy-z 

und  definiert  p  und  f  als  die  partiellen  Ableitungen  Ton  z 
nach  X  und  y  durch 

dz  =-  pdx  +  qdy 

oder  also  nach  (2)  durch: 

^dp  +  ydq  +  pdx  +  qdy  —  dz  =  pdp  +  ^dq. 
Da  dz  ^pdx  +  qdy  ist,  folgt  hieraus: 

{x  —  p)dp  +  (y  —  q)dq  -  0 

oder  einzeln  p^x  und  q^=^y.  Die  Gleichungen  der  Legendre- 
schen Transformation  sind  also: 

*-l>*    y  — ffi    Z^px  +  qy-z^ 

Vermöge  ihrer  geht  die  Differentialgleichung  (1)  über  in 
eine  neue  partielle  Differentia^leichung  erster  Ordnung 

F{P7  iy  p^  +  ^y  —  h  ^.  y)  —  0 

für  die  Funktion  ^  von  x  und  y.  Hat  sie  eine  Lösung 
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z  ^  9(^9  jT);  80  setzt  man 

und  fuhrt  hierin  nach  (3)  wieder  die  orsprünglidien  Yerän- 
derlichen  ein.   Dann  kommt: 

'     z^px  +  qy  —  9(|>,  q)y    x  =-      ^^     ,    y  ==-    ^^     • 

Berechnet  man  auB  den  beiden  letzten  Gleichungen  p  und  q 
als  Funktionen  von  x  und  y  und  setzt  si^  in  die  erste  Gleichung 
ein,  so  geht  0  als  Funktion  von  x  und  y  und  damit  als  Lösung 
der  vorgelegten  partiellen  DifiFerentialgleichung  (1)  hervor. 

Diese  zuweilen  zur  Vereinfachung  einer  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung nützliche  Legendresche  Transformation,  die 
übrigens  schon  in  Nr.  100  besprochen  wurde^  ist  unbrauchbar 
für  abwickelbare  Integralflächen  der  yorgelegten  Gleichung  (1). 
Bei  der  in  der  vorigen  Nummer  besprochenen  VeraUgeTneine- 
rung  der  Clairautschen  DifferenücUgleiehungen 

(4)  ^-l^a^  +  gy  +  Aft?) 

kann  sie  also  nur  die  etwa  vorhandenen  nicht  abwickelbaren 

singularen  Litegralfiächen   liefern:    Infolge  von  (3)  geht  (4) 

über  in 

g^^f(^x,y\ 
woraus  folgt: 

so  daß  die  Einführung  der  alten  Veränderlichen  gibt: 

,  +  ^-0,   y  +  '-^f-O. 

Eliminiert  man  mittels  dieser  beiden  Gleichungen  p  und  q 
aus  (4),  so  geht  die  singulare  Lösung  wie  in  voriger  Nummer 
aus  (3)  und  (4)  hervor. 

Die  Legendresche  Transformation  ist  nur  ein  besonderer 
Fall  einer  sehr  umfangreichen  Klasse  von  Transformationen  der 
fünf  Größen  x^  y,  z,  p,  q,  die  in  voller  Allgemeinheit  erst  von 
Lie  gefunden  wurden  und  Beriihrtmgstransformalionen  heißen. 
Sie  verwandeln  jedes  Flächenelement  (x^  y,  z^p^  q)  in  ein  neues 
und  zwar  so,  daß  eine  allgemeine  Fläche  wieder  in  eine  Fläche 
übergeht^  während  sie  nickt  jeden  Punkt  in  einen  Punkt  über- 
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führen,  wie  es'  die  Ponkttransformationen  tun.  Die  Grenxen, 
die  wir  uns  gezogen  haben,  gestatten  uns  aber  nich^  hierauf 
einzugehen.  Wir  erwähnen  nur  noch  eine  ältere,  n&mlich  schon 
Yon  Euler  benutzte  Transformation  von  dieser  Art  und  zeigen 
ihre  Anwendbarkeit  an  einem  Beispiele. 

Bei  der  Et/ilerschm  Transformation  werden  p  und  y  als 
unabhängige  Veränderliche  gewählt,  während  M  —  pxeiB  ab- 
hängige angenommen  wird.   Man  setzt  also: 

(5)  ^  — Pi    !^  — y>    M^e—px 

und  außerdem  wie  immer: 

da  '^  pdx  +  qdy. 

Hieraus  folgt  durch  Einsetzen  der  Werte  (6) 

dz  "pdx  —  xdp  —  pdp  +  qdy 

oder  wegen  dg  ^  pdx  +  qdy: 

ist  -  q)dy  ^{x  +  p)dp. 

Hiemach  ist  q^  q  und  x-^  —  p,  sodaß 

die  Gleichungen  der  Eulerschen  Transformation  sind.  Sie  Ter- 
wandelt  die  Differentialgleichung  (1)  in: 

F{-T,y,M'-pS^,S,t)^0, 
Hat  diese  als  Lösung  f  >-  9>(^,  ^),  so  führt  man  in 

nach  (6)  wieder  die  alten  Veränderlichen  ein.    Dann  kommt: 

Elimination  von  p  gibt  schließlich  eine  Lösung  von  (1). 

Beispiel:  Die  in  Nr.  887  betrachtete  Differentialgleichung 

(7)  gp  ^ypq-mq-'O 

geht  vermöge  der  Eulerschen  Transformation  über  in: 

(8)  x^p  +  (xy  +  m)  J  —  ^M. 

Dies  aber  ist  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  erster 
Ordnung,  die  nach  Satz  3,  Nr.  854,  mit  dem  System 
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dx  dy  dg 

S«       jgy-f  ff»       xz 

äquivalent  ist^  das  die  Integrale  3  :  S&  und  (2^f^  +  ^)  :  ^'  li&t. 
Somit  stellt 

,-^„(?^) 

die  Lösungen  von  (8)  dar;  dabei  ist  m  eine  willkürliche  Funk- 
tion des  angegebenen  Quotienten.  Durch  Differentiation  er- 
gibt sich: 

ftÄJf/-f-ffl       t         ^  c\      t 

Führt  man  wieder  die  ursprünglichen  YeranderUchen  vermöge 
(6)  eiu;  so  kommt 

0^p{x+m\    a;  =  -fl,  +  2^^^co',     g-2©, 
worin  jetzt  to  eine  willkürliche  Funktion  Ton 

V  «■  i 

bedeutet   Bezeichnet  man  p  mit  Uy  so  folgt: 

wobei  09  eine  willkürliche  Funktion  von  v  ist.  Dieselbe  Dar- 
stellung der  Integralflächen  ergab  sich  in  Nr.  887  unter  (10). 
Dort  aber  gingen  außerdem  die  Integralflächen  b  »  konst.  her- 
vor. Die  Eulersche  Transformation  kann  diese  deshalb  nicht 
liefern;  weil  p  im  Falle  b  »  konst  gleich  Null  und  also  nicht 
als  neue  unabhängige  Veränderliche  x  zu  benutzen  ist. 

891.  Partielle  Diirerentlalgleiohiingen  erster  Ord- 
nmig  mit  n  unabhängigen  Terftnderliohen.  Wir  kommen 
zur  Verallgemeinerung  des  im  zweiten  Pari^raphen  entwickelten 
Integrationsyerfahrens  auf  den  Fall  einer  partiellen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung 

für  eine  Funktion  b  von  n  unabhängigen  Veränderlichen 
x^f  x^y . . .  x^.  Dabei  bedeuten  PuP^f  -p^  die  partiellen  Ab- 
leitungen erster  Ordnung  von  b  nach  XifX^f..,x^.  Unter 
dem  Bereiche  der  THfferentidl^leichung  wird  ein  Variabilitäts- 
bereich aller  2n  +  l  Veränderlichen  verstanden,  innerhalb  dessen 
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flieh  J^  regulär  yerhält,  nnd  es  wird  Toraasgesetzi,  daß  die  par- 
tiellen Ableitungen  erster  Ordnnng  Ton  F  nach  |>i; p,^ . .  .p, 
nicht  samtlich  für  alle  Werts jsteme  verschwinden^  die  der 
Gleichung  (1)  Genüge  leisten. 

Unter  Losungen  der  Differentialgleichung  (1)  yerstehen 
wir  analytische  Funktionen  e  von  x^jX^f,.,x^j  deren  Werte 
zusammen  mit  x^^x^y...  x^  und  ihren  Ableitungen  j>i,  Ps; . . . p« 
dein  Bereiche  angehören  und  die  Gleichung  (1)  befriedigen. 
Singular  heißen  diejenigen  Lösungen^  für  die  alle  partiellen 
Ableitungen  erster  Ordnung  von  jP  nach  Pi,Ptj  •••!>„  ver- 
schwinden. Ihre  Ermittelung  erfordert  nur  Differentiationen, 
Eliminationen  und  Substitutionen. 

Wird  in  (1)  unter  g  eine  Losung  ^(x^,x^,  -  -  -  x^  ver- 
standen und  bedeuten  p^,  p^y  -  -  -Pn  ^^^  partiellen  Ableitungen 
nach  Xi,x^y...x^,  so  folgt  aus  (1)  durch  Differentiation  nach x^: 

dxi "^  dz^*'^ dPi  dxt'^""^  dp^  dxt     ^ 

(»  —  1,  2, ...  n). 

Weil  nun  dp^ :  dx^  dasselbe  wie  dpf :  dx^  bedeutet,  kann  man 
hierfür  schreiben: 

^^    aPi  dx^  "^  ap,  aoj,  "^  ■ "  "^  ap,  dx^^  ^    a«,    ^*  a# 

(♦-1,2,...«).   . 

Entsprechend  den  Entwicklungen  in  Nr.  882  betrachtet 
man  nun  das  System  erster  Ordnung  von  n  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  in  der  Normalform 

(3)  ^'-g  (v-.l,2,...») 

mit  der  unabhängigen  Veränderlichen  t.  Die  rechten  Seiten 
lumgen  nur  von  x^,  x^^ . . .  x^  ab,  weil  Sf  '^  ^(p^yX^j  -  -  -x^ 
angenommen  worden  war.  Führt  man  in  xr  -•  9  und  in  die 
Ableitungen  p^, p,, . .  .p„  von  9?  nach  x^,  «j, .  - .  x^  dasjenige 
Lösungensystem  von  (3)  ein,  das  für  <  »  0  die  An&ngswerte 

^A  ^^  '"^n  ^^9  80  werden  0,  PiyP^,  -    -Pn  Funktionen  von  ^ 

und  nach  (3)  kommt 
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BF 
dPi 


dz  --    ,        --    , 


dF 


•  • 


+  A 


dF 


dPi^dPidF      dPtdF 
dt       dx,  dPi       dx^  dPf  "" 


.    dPi  dF 


80  dafi  sich  mit  Rücksieht  auf  (2)  und  (3)  ergibt: 


(4) 


dx^       dJF      

dt  ^  dp/     dt 


dg       >n      BF 


dpt 
dt 


BF 
dxi 


dF 


(i=l,2,.    .n). 

Dies  System  tritt  hier  an  die  Stelle  des  Systems  (5)  von 
Nr.  882.  Nennt  man  jedes  sich  regulär  verhaltende  Lösungen- 
system  von  (4),  dessen  Anfangswerte  x^^,  x^j  . . .  xj^y  g^  und 
Pi^}P%^7 . . .  p^®  für  i  =  0  der  Gleichung  (1)  genügen^  aber  nicht 
alle  rechten  Seiten  von  (3)  gleich  Null  machen^  einen  eharaJUe- 
rislischen  Streifen,  so  ergibt  sich  auch  jetzt^  daß  jede  nicht  sin- 
gulare Lösung  0  ^  tp{x^y  x^y  .  .  .  x^  von  charakteristischen 
Streifen  erzeugt  wird. 

Zur  Integration  der  Differentialgleichung  (1)  verfahrt  man 
nun  nach  Nr.  883  so:  Unter  x^,  x^^ . . .  x^,  iSq,  p^^  --  -Pn 
werden  2n  +  1  sich  an  der  Stelle  r^  =-  r,  =  •  •  •  =  x^^^  =  0 
regulär  verhaltende  Funktionen  wm  n  —  1  Hilfsveränderlichen 
Tj,  Tj,  . . .  T^^i  verstanden^  deren  Werte  dem  Bereiche  der  Dif- 
ferentialgleichung (1)  angehören  und  den  n  Gleichungen 


(5) 


P{-^+P,''--^  + 


^■P»   a*i     du 


(*  -  1,  2, . . .  n  -  1) 
genügen,  Tgl.  (2)  in  Nr.  883.    Überdies  soll  die  Determinante 


(6) 


aa^^    dx^ 


a«/     dF^ 


dt, 
a», 

r 

du 
ax.» 

du' 

•       • 

^»«-1  aj),» 

a«,»    aF, 

•ar,_i  ap,« 

•                •                           a 

.  av   dF, 

dt^      d%^         8t,-i    dp, 

an  der  Stelle  t^  =«  Tg  =  •  •  •  —  r^_i  —  0  von  NuU  verschieden 
sein,  vgl  (6)  in  Nr.  883.    Hier  bedeutet  F^  den  Wert  von  F 
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für  die  2n  +  1  Funktionen  x^y . , .  x^^  e^^  p^^ , .  ,p^^.  Feiner 
bestimmt  man  das  LSsungensystem  von  (4),  das  ffir  ^  »  0  als 
Anfangs  werte  eben  diese  2n  +  1  Funktionen  hat.  Es  besteht 
aus  Funktionen  x^,  a:,, . . .  x^,  sf,  Pi,p^f  *  -  'P%  ^^^^  ^  '^d  r^,  r,, 
. . .  T^.^.  Gerade  so  wie  in  Nr.  883  beweist  man,  daß  sie  die 
Gleichung  (1)  befriedigen  und  daß  fUr  sie  in  der  Tat 

de  — Pi^Xi  —  p^dx^  —  •  •  •  —  Pn^^n  ^  ^ 

ist.  Wenn  man  also  t,  r^,  t,,  . . .  r^.^  als  die  zu  Xi,  x^,, .  ,x'^ 
inversen  Funktionen  auffaßt,  die  wegen  des  Nichtverschwindens 
der  Determinante  (6),  nach  Satz  13,  Nr.  826,  yorhanden  sind, 
wird  0  eine  analytische  Funktion  von  x^^x^f..  .  x^  und  zwar 
eüie  Lösung  der  Differentialgleichung  (1). 

Wie  in  Nr.  884  kann  man  zeigen,  daß  sich  so  jede  nicht 
singulare  Lösung  ergibt,  und  wie  in  Nr.  885,  daß  sich  Funk- 
tionen o?!*,  x,®, . . .  xj^,  iSq  und  P^jP^j  •  -  *Pn  ^^^  ^n  ^j>  •  •  •  '"^«-1 
auf  Grund  der  an  sie  gestellten  Forderungen  stets  finden  lassen. 

§  4.  Mongesche  Gleiehiuigen. 

892.  Mongesohe  Olelohnngen  in  drei  Verftader- 
Uohen.  Wie  die  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  nach  Nr.  871  in  Beziehung  zu  den  Pfaffschen 
Gleichungen  stehen,  hängen  auch  die  allgemeinen  partiellen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit  den  allgemeinen 
totalen  Differentiaigleidmngen  Ton  der  Form 

Sl(xij  x^y .  •  •  x^y  dx^y  dx^y . . .  dx^  •»  0 

zusammen,  die  Mongesche  Gleichungen  heißen.  Nach  Nr.  671 
dürfen  in  ihnen  die  Differentiale  nur  in  ihren  Verhältnissen 
auftreten. 

Wir  beschränken  uns  auf  den  Fall  n  »  3,  in  dem  die  drei 
Veränderlichen  mit  x,  y,  0  bezeichnet  seien  und  als  recht- 
winklige Koordinaten  im  Räume  gedeutet  werden  können.  Die 
Mongesche  Gleichung 

(1)  ß(«,  y,  0,  dXy  dyy  dz)  «=  0 

stellt  nach  Nr.  671  die  Aufgabe,  alle  Gleichungen  zwischen 
Xy  y,  8  zu  ermitteln,  infolge  deren  sie  gilt.  Von  den  trivialen 
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Lösungen  x  «■•  konst.;  y  -»  konst.,  0 «-  konst.  ist  abzusehen.  Be- 
stände nur  eine  Gleichung  zwischen  x,  y,  0,  etwa  f(Xf  y,  e)  —  0, 
so  müßte  die  Gleichung  (1)  infolge  Ton  /*  -»  0  und 

dx       ^  dy    ^  ~  dt 

gelten;  was  aber  nur  dann  möglich  wäre,  wenn  sie  sich  auf 
eine  in  dx,  dy^  da  lineare  Form  bringen  Ueße,  also  eine 
PÜEtfische  Oleichung  wäre.  Wir  setzen  daher  voraus^  daß  die 
Torgelegte  Mongesche  Gleichung  (1)  keine  Pfaffische  sei.  Dann 
bleibt  nur  noch  die  Möglichkeit  übrig,  daß  die  Gleichung  (1) 
infolge  gfveier  yoneinander  unabhängiger  Gleichungen  zwischen 
X,  y,  0  besteht.  Will  man  keine  der  drei  Veränderlichen  x^  y,  0 
bevorzugen,  so  kann  man  alle  drei  als  Funktionen  einer  Hilfs- 
veränderlichen  t  betrachten.  Demnach  ergibt  sich  die  Aufgabe, 
X,  y,  0  so  als  Funktionen  von  t  zu  bestimmen,  daß  die  Glei- 
chung 
(2)  il(x,y,0,x\f/,/)^O 

für  alle  Werte  von  t  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  gilt. 
Dabei  deutet  der  Akzent  die  Differentiation  nach  t  an,  und  in 

(2)  treten  die  Ableitungen  x\  y,  0  nur  in  ihren  Verhaltnissen  auf. 

Funktionen  x^  y,  0  von  t,  die  der  Gleichung  (2)  genügen, 
bestimmen  eine  Integrälkurve,  Geht  eine  Integralkurve  durch 
den  Punkt  M  oder  (x,  j/,  0)  und  ist  (i,  t),  })  irgendein  Punkt 
auf  der  Tangente  von  M,  so  sind  x,  y\  0  zu  E  —  ir,  9  —  y, 
}  —  0  proportional,  d.  h.  es  muß 

(3)  Sl{x,  y,  ^,  j  -  a;,  9  -  y,  j  -  ^)  -  0 

sein.  Dies  besagt  nach  (1)  in  Nr.  346,  daß  der  Ort  aller  Ton 
M  ausgehenden  Tangenten  aller  durch  M  gehenden  Integral- 
kurven ein  Kegd  mit  der  Spitze  M  oder  (rr,  y,  0)  ist,  weil 
j  —  aj,  9  —  y,  i  —  i?  in  (3)  nur  in  ihren  Verhältnissen  yor- 
kommen. 

Demnach  ordnet  die  Mongesche  Oleiehung  (1)  jedem  Punkte 
(x,  y,  0)  einen  Elementarkegel  0u,  und  eine  Kurve  ist  dann  und 
nur  dann  eine  Integralkurve,  wenn  sie  an  jeder  Stelle  M  ein 
Linienelement  hat,  das  dem  der  Stelle  M  0ugeordneten  Elementar- 
kegd  angehört.  Da  die  partiellen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  nach  Nr.  874  ebenfalls  allen  Punkten  M  Elementar- 
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kegel  zuordDen,  liegt  es  nahe,  die  Verbindung  zwischen  der 
Mongeschen  Gleichung  (1)  und  derjenigen  partiellen  Differen- 
tialgleichung erster  Ordnung  herzustellen^  die.  jedem  Punkte  M 
denselben  Kegel  wie  die  Mongesche  Gleichung  zuweist  Dies 
wird  in  der  nächsten  Nummer  geschehen.  Dabei  wollen  wir 
Yon  allen  Ausnahmefällen  absehen,  in  denen  die  Kegel  ausarten. 
Hier  Bei  noch  emähnt,  daß  die  Integration  der  Monge- 
sehen  Gleichung  (1)  in  folgender  Art  geleistet  werden  kann: 
Man  setzt  für  x  und  y  irgend  welche  bestimmte  Funktionen 
fpif)  und  7lf{t)  und  erhalt  dann  aus  (2)  eine  Gleichung 

die  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung  für 
die  Funktion  z  Ton^  ist.  Das  hat  aber  bloß  formalen  Wert, 
denn  diese  gewohnliche  Differentialgleichung  wird  sich  doch  nur 
bei  besonderer  Wahl  von  ^{ß)  und  ^(^)  integrieren  lassen. 
Man  wird  also  nicht  imstande  sein,  hieraus  alle  Integralkurven 
der  Mongeschen  Gleichung  zu  ermitteln.  Außerdem  gibt  dies 
Verfahren  keinen  Aufschluß  über  den  Zusammenhang  zwischen 
den  verschiedenen  Integralkurven.  Erst  die  Herstellung  der 
Beziehung  zu  den  partiellen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  fQhrt  zu  dem  in  diesen  beiden  Hinsichten  voll- 
kommeneren Integrationsverfahreh  von  Monge, 

893.  Die  m  einer  Mongescheii  O-lelchiing  gehörige 
partielle  DUTerentialglelohimg  erster  Ordnung.  Die  par- 
tielle Differentialgleichung  erster  Ordnung,  die  jedem  Punkte 
M  oder  (o?,  y,  z)  denselben  Elementarkegel  wie  eine  Mongesche 
Gleichung 
(1)  Sl{x,  y,0,  ix,  dy,dß)^0 

zuordnet,  wird  von  allen  Flächen  befriedigt,  deren  Flächen- 
elemente die  ihren  Punkten  {x,  y,  z)  zugehörigen  Kegel  be- 
rühren.   Da 

Ä(4:,  y,  i?,  E  -  a?,  9  -  y,  j  -  0)  «^  0 

in  den  laufenden  Koordinaten  j:,^,  j  die  Gleichung  des  dem 
Punkte  M  oder  (x,  y,  z)  durch  die  Mongesche  Gleichung  zu- 
geordneten Kegels  ist,  stellt 

Ä  (^  - ')  +  Ä  (^- »^  +  äl^T,  (2-)  -  0 
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in  den  laufenden  Koordinaten  X^  Y,  Z  die  Gleichung  einer 
Tangentenebene  des  Kegels  dar.  Dabei  kann  man  %  —  Xy  9  —  y, 
)  —  jer  nach  voriger  Nummer  durch  x'j  y\  e'  ersetzen.  Die  Ebene 
eines  Flächenelements  {x^  y,  g,  p,  q)  des  Punktes  M,  die  ja  in 
den  laufenden  Koordinaten  X,  ¥,  Z  die  Gleichung 

p{X-  x)  +  q^T--  y)  -  (Z-  g)^Q 

hat,  fällt  also  mit  einer  Tangentenebene  des  Kegels  dieses 
Punktes  zusammen,  wenn  es  ein  Wertsystem  x\  y'y  /  gibt, 
für  das 

(2)  1) :  j  :  -  1  -  Ä^  :  Ä^  :  ß^ 

¥rird,  wobei  Sl  die  Funktion  Sl(x,  y^  z,  a/,  y',  g')  bedeutet.  Weil 
x\  y\  g'  nur  in  ihren  Verhältnissen  vorkommen,  kann  man  diese 
Verhältnisse  hiemach  als  Funktionen  von  x,  y,  g,  p,  q  betrachten. 
Werden  sie  in  (1)  fElr  die  Verhältnisse  von  dx,  dy^  dg  ein- 
gesetzt, so  geht  die  Gleichung 

(3)  F(x,  y,  g,  p,q)^0 

hervor,  die  alle  Flächenelemente  {x,  y,  g,  p,  q)  aller  Slementar- 
kegel  der  Mongeschen  Gleichung  (1)  definiert.     Dann  ist  also 

(3)  die  gwr  Mongeschen  Oleichung  (1)  gehörige  partidU  Differenz 
Haigleichung  ersier  Ordnung. 

Ist  dagegen  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung (3)  gegeben,  so  weiß  man  nach  (5)  in  Nr.  874,  daß  die 
Richtungskosinus  der  Mantellinien  des  zum  Punkte  {Xy  y,  g)  ge- 
hörigen Elementarkegels  proportional  zu  jP^,  F^  und  pF^  -f-  qF^ 
sind.  Bei  der  zugehörigen  Mongeschen  Gleichung  sind  x'y  y\  tf 
diesen  Richtungskosinus  proportional.  Folglich  wird  man  p 
und  q  aus 

(4)  af:  yxg'^F^iF^i  (pF^  +  qF^ 

als  Funktionen  der  Größen  Xy  y,  g  und  der  Verhältnisse  von 
x'y  \fy  fi  berechnen  und  in  (3)  einsetzen.  Dann  geht  die  gwr 
partiellen  Differentialgleichung  (6)  gehörige  Mongesche  Gleidiung 
in  der  Form 

Si'{Xyy,g,X'yi/yg')^0 

hervor.     Demnach  haben  wir  den 

Satg  5:  Eine  Mongesche  Gleichung 

a(Xy    yy     gy    Xy    »',    /)    *=    ^ 
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ordnet  den  Punkten  (x,  y^  e)  dieselben  Elementarkegd  eu  wie 
diejenige  paHieUe  Differentialgleichung  erster  Ordnung  ^  die  dwrch 
Elimination  von  x\  y\  e  aus  Sl^O  vermöge 

p  :  g  :  —  1  =  a^  :  ßy, :  ß,, 

hervorgeht.  Umgekehrt:  Eine  partidle  Differentialgleichung  erster 
Ordnung 

F(Xy  y,  g,  P,q)==0 

ordnet  den  Punkten  {x,  y,  e)  dieselben  Elemeniarkegei  eu  wie  die- 
jenige Mongesche  Gleichung,  die  durch  Elimination  von  p  und  q 
aus  JP  =  0  vermöge 

x':y':0^F^:F^:(pF^+qF;i 
hervorgeht, 

894.  Integration  Mongescher  Olelohungan.     Wir 

wollen  auf  geometrischem  Wege  zeigen,  wie  man  die  vorgelegte 
Mongesche  Gleichung 

(1)  £l{x,  y,  0,  dXy  dy,  dg)  =  0  oder  il(x,  y,  e,  x,  y\  jp')  =  0 

Yollstandig  integriert,  wenn  man  die  charakteristischen  Streifen 
der  zugehörigen  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

(2)  F{x,y,B,p,q)^Q 

schon  gefunden  hat,  die  nach  (5)  in  Nr.  882  durch  das  System 

^^F      ^^F      -  ^vF +qF 
dt      ^P'     dt       ^«'     dt      P-^p^^^v 

definiert  werden. 

Da  die  Charakteristiken  k  nach  Nr.  878  an  jeder  Stelle  M 
den  Elementarkegel  von  M  berühren,  sind  die  Charakteristiken 
Integralkurven  der  Mongeschen  Gleichung  (1).  Es  gibt  aber 
außerdem  noch  unbegrenzt  viele  andere  Integralkurven.  Be- 
deutet c  irgendeine  Integralkurve,  die  keine  Charakteristik  ist, 
so  hat  sie  an  jeder  Stelle  M  eine  Tangente,  die  dem  Elementar- 
kegel von  M  als  Mantellinie  angehört^  und  nach  Nr.  878  gibt 
es  eine  Charakteristik  k,  die  in  M  dieselbe  Tangente  hat. 
DemtMch  wird  die  Integralkurve  c  an  jeder  Stelle  M  von  einer 
Charakteristik  k  berührt.  Längs  dieser  Charakteristik  k  liegt 
ein  charakteristischer  Streifen.  Er  geht  von  dem  Flachen- 
elemente aus,  das  in  M  den  Eegel  Vkags  der  Tangente  von  c 
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berührt.  Betrachtet  man  die  Integralkurre  e;  als  die  in  Nr.  886 
mit  y  bezeichnete  Knrve^  so  folgte  daß  die  einfach  unendliche 
Schar  aller  so  von  den  Punkten  M  von  c  aus  zu  konstruieren- 
den charakteristischen  Streifen  eine  Integralfläche  der  partiellen 
Differentialgleichung  (2)  ausmacht.  Die  auf  der  Integrälfläche  der 
parüdlen  IHfferenüalgleichung  gdegene  einfach  unendliche  Schar 
van  Charakteristiken  k  h(U  somit  die  Kurve  c  ewr  Einhüllenden. 

Umgekehrt:  Wir  gehen  yon  einer  nicht  singulären  Inte- 
gralfläche der  partiellen  Differentialgleichung  (2)  aus.  Nach 
Nr.  886  wird  sie  so  erzeugt:  Man  nimmt  irgendeine  Eurre  y 
an^  die  keine  Charakteristik  ist^  und  konstruiert  längs  y  einen 
Streifen  von  Flächenelementen,  die  an  jeder  Stelle  sowohl  y 
als  auch  den  Elementarkegel  der  Stelle  berühren.  Die  von 
den  FULchenelementen  dieses  Streifens  ausgehenden  charakte- 
ristischen Streifen  erzeugen  eine  Integralfläche.  Sie  enthält  die 
einfach  unendliche  Schar  der  Charakteri- 
stiken k,  längs  deren  die  charakteristischen 
Streifen  li^en.  Diese  Kurven  k  können 
nun  eine  Einhüllende  c  haben,  siehe  Fig.  64. 
Die  Existenz  der  Einhüllenden  von  eiafach 
unendlichen  Eurvenscharen  k  auf  einer 
krummen  Fläche  kann  man  wie  in  Nr.  779 
dadurch   erkennen,  daß   man   die  Fläche  ^^'  ^^ 

etwa  auf  die  rry-Ebene  projiziert  (siehe  Fig.  43  in  Nr.  779),  die 
Einhüllende  der  Projektionen  der  Charakteristiken  k  bestimmt 
und  von  ihr  zur  Fläche  zurückkehrt.  Die  Einhüllende  c  berührt  an 
jeder  Stelle  eine  Charakteristik  k  und  also  auch  an  jeder  Stelle 
den  zugeordneten  Elementarkegel,  d.  h.  sie  ist  eine  Integralkwrve 
der  Mongeschen  Gleichung,  Nach  der  vorhergehenden  Betrachtung 
erhellt  zugleich,  daß  man  auf  diesem  Wege  aüe  IntegräUcurvm 
der  Mongeschen  Gleichung  findet,  die  keine  Charakteristiken  sind. 

Die  Einhüllende  c  trat  übrigens  schon  in  Nr.  279  und 
280  auf     Ist  nämlich 

z  =-  ^{x,  y,  a,  b) 

eine  vollständige   Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung 

(2),  so  entsteht  jede  nicht  sing^uläre  Integralfläche  nach  Nr.  877 

als  Einhüllende  einer  in  z  '^  q)  enthaltenen  einfach  unendlich 

Flächenschar,  und  zwar  berührt  sie  jede  einzelne  Fläche  dieser 
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Schar  l&ngs  einer  Charakteristik.  Es  liegt  demnach  für  diese 
einfach  unendliche  Flächenschar  der  Fall  von  Nr.  279  vor^  wo 
auseinandergesetzt  wurde,  daß  die  Charakteristiken  auf  der 
Einhüllenden  als  Orenepunkte  die  Ghrenzlagen  der  Schnittpunkte 
benachbarter  Charakteristiken  haben.  In  Satz  11 ,  Nr.  280, 
ergab  sich,  daß  der  Ort  dieser  Grenzpunkte,  die  sogenannte 
QraÜinie  der  einhüllenden  Fläche,  an  jeder  Stelle  eine  Charak- 
teristik berührt,  also  die  einhüllende  Kurve  der  Charakteristiken 
ist.  Denmack  bestehen  die  Integraßcurven  der  Mongeschen  Gleir 
chung  aus  den  CharaMeristiken  der  eugeordnelen  partidlen  Diffe- 
renHaigleichung  und  aus  den  Graüinien  ihrer  nicht  singtäären 
Integralflächen, 

Weiter  wollen  wir  die  Theorie  der  Mongeschen  Gleichun- 
gen nicht  yerfolgen,  obgleich  das  Vorgetragene  noch  nach  zwei 
Richtungen  hin  zu  YervoUständigen  wära  Einerseits  nämlich 
ist  der  Zusammenhang  zwischen  einer  Mongeschen  Gleichung 
und  der  zugeordneten  partiellen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  in  der  vorigen  und  dieser  Nummer  geometrisch  be- 
handelt worden,  so  daß  noch  die  rein  analytische  Herstellung 
der  Beziehung  zwischen  beiden  zu  fordern  wäre.  Andererseits 
kann  man  sich  die  Aufgabe  stellen,  die  Charakteristiken  mit 
Hilfe  der  Mongeschen  Gleichung  selbst  statt  mit  Hilfe  der 
erst  aus  ihr  abgeleiteten  partiellen  Differentialgleichung  zu  de- 
finieren, um  dadurch  zu  einer  von  der  Theorie  der  partiellen 
Differentialgleichungen  unabhängigen  Integrationstheorie  der 
Mongeschen  Gleichungen  zu  gelangen. 

895.  Iiozodromen.  Wir  behandeln  als  Anwendung  die 
Aufgabe,  alle  KtJirven  eu  bestimmen^  die  ein  Ebenenbiischd  unter 
einem  konstanten  Winkel  b  schneiden.  Diese  Kurven  heißen 
Loxodromen.  Dreht  man  eine  Loxodrome  um  die  Achse  des 
Büschels,  so  entsteht  eine  Botationsflädhey  auf  der  die  Kurve 
alle  Breitenkreise  oder  (was  dasselbe  ist)  alle  Meridiane  unter 
einem  konstanten  Winkel  schneidet. 

Die  Achse  des  Büschels  werde  als  i?- Achse  gewählt.  Die 
Ebene  durch  die  Achse  und  durch  einen  Punkt  Jlf  oder  (:i:,  y,  jr) 
hat  die  Normale  mit  den  Richtungskpsinus 


y  X 


894,  895] 


0. 


I  i.   MoDgesche  Gleiehnngtn  645 

Sind  a,  ß,  y  die  BichtnngskosiiiUB  der  Tangente  einer  durch 
M  gehenden  Loxodrome^  so  wird  also  gefordert: 

— ^^'^    «Sin  6. 

Bedeuten  dxy  dy,  du  die  Differentiale  längs  der  Kurve;  so  ist 

nach  (3)  in  Nr.  252: 

dx  ^  dy 

a  — — -== ,     p  -» 


Mithin  ergibt  sich  die  Forderung: 

(1)  (xdy  -  ydxy  -  sin« « (a;«  +  y«)  (da:*  +  dy»  +  dß*)  -  0. 

Dies  ist  die  zu  integrierende  Mongesche  Gleichung. 

Der  Elementarkegel  Ton  M  enthält  alle  Geraden  von  M 
auS;  die  mit  der  Ebene  durch  M  und  durch  die  jsr- Achse  den 
Winkel  s  bilden,  und  ist  folglich  ein  Botationskegel.  Seine 
Achse  ist  die  Normale  dieser  Ebene  in  M,  und  seine  Mantel- 
linien bilden  mit  der  Eegelachse  den  Winkel  \x  ^  s.  Die  Inte- 
gralflächen der  zugeordneten  partiellen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  sind  mithin  die  FlächeUy  die  äUe  Ebenen  des 
Büschels  unter  dem  Winkel  b  schneiden,  woraus  nach  Satz  22, 
Nr.  325,  folgt;  daß  jede  Integralfläche  von  allen  Ebenen  des 
Bfischels  in  Krümmungskurven  geschnitten  wird. 

Insbesondere  heißen  die  Loxodromen,  die  auf  denjenigen 
Kugeln  verlaufen,  deren  Mittdpunkte  auf  der  Büschdachse  liegen, 
sphärische  Loxodramen.  Auf  jeder  Engel,  die  ihren  Mittelpunkt 
auf  der  je; -Achse  hat,  gibt  es  ihrer  eine  einfach  unendliche 
Schar.    In  Polarkoordinaten  0,  ^  sind  nämlich  nach  Nr.  251 

(2)  x^  rsinO  coB^,    y  —  r  sin  ö  sin  ^,    a  ^  a  +  r  cos  6 

die  Gleichungen  einer  Kugel  vom  Radius  r,  deren  Mittelpunkt 
auf  der  jbt- Achse  liegt  und  die  je; -Koordinate  a  hat.  Setzt  man 
diese  Werte  sowie  die  aus  ihnen  folgenden  Werte  der  Differen- 
tiale dXj  dy,  dg  in  die  Mongesche  Gleichung  (1)  ein,  so  kommt 

mithin  nach  dem  ersten  Beispiele  in  Nr.  452: 

(3)  ^-±tgfilntgie-f-&, 

wo  b  eine  willkürliche  Konstante  ist.  Versteht  man  also  unter 
if  eine  der  beiden  Funktionen  (3)  von  0,  so  stellen  die  Glei- 
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chuDgen  (2)  die  sphärischen  Lozodromen  dar,  ausgedröckt 
mittels  der  Eülfsyerilnderliclieii  0.  Dabei  sind  r,  a  und  b  will- 
kürliche Konstanten,  so  daß  die  Schar  aller  sphärischen  Loxo- 
dromen  dreifach  unendlich  ist. 

Diese  Kurven  sind  nun  gerade  die  Charakteristiken.  Faßt 
man  nämlich  eine  Kugel  mit  einem  Mittelpunkte  S  auf  der  g- 
Achse  und  eine  auf  ihr  gelegene  sphärische  Loxodrome  ins  Auge, 
so  ist  der  Kegel,  der  S  zur  Spitze  hat  und  dessen  Mantellinien 
die  Strahlen  von  S  nach  der  Kunre  sind,  eine  Fläche,  die  alle 
Ebenen  des  Büschels  unter  dem  Winkel  €  schneidet,  und  da- 
her eine  Integralfläche  der  partiellen  Differentialgleichung.  Da 
man  die  Kegelspitze  8  irgendwo  auf  der  jer-Achse  wählen 
kann  ujid  auf  jeder  Kugel  um  S  eine  einfach  unendliche  Schar 
von  Loxodromen  liegt,  gelangt  man  auf  diese  Art  zu  einer 
zweifach  unendlichen  Schar  von  Integralflächen.  Sie  bilden  zu- 
sammen eine  vollständige  Lösung  der  partiellen  Differential- 
gleichung. Nun  sind  die  Charakteristiken  nach  Nr.  878  die- 
jenigen Kurven  auf  den  Flächen  der  vollständigen  Losung,  die 
überall  die  zugehörigen  Elementarkegel  berühren,  d,  h.  die  auf 
den  soeben  konstruierten  Kegeln  gelegenen  Integralkurven  der 
Mongeschen  Gleichung  (1),  demnach  die  sphärischen  Loxo- 
dromen. 

Folglich  läßt  sich  jede  Loxodrome  nach  der  vorigen  Nummer 
so  konstruieren:  Man  wählt  irgend  eine  Kurve  y  und  legt  durch 
jeden  Punkt  von  y  eine  Ebene,  die  dort  y  und  den  zuge- 
hörigen Elementarkegel  berührt.  Die  Berührungsgeraden  auf 
den  Kegeln  sind  Tangenten  von  sphärischen  Loxodromen  h.  Die 
einfach  unendliche  Schar  dieser  sphärischen  Loxodromen  bildet 
einerseits  eine  Integralfläche  der  partiellen  Differentialgleichung 
und  wird  andererseits  von  einer  Integralkurve  der  Mongeschen 
Gleichung  eingehüllt.  Da  diese  Konstruktion  rechnerisch  nur 
Differentiationen,  Eliminationen  imd  Substitutionen  erfordert, 
kann  man  alle  Loxodromen  ohne  Integrationen  bestimmen. 
Zwar  gelingt  die  Bestimmung  auch  leicht  rechnerisch  auf  Grund 
der  Gleichung  (1),  vgl.  die  Schlußbemerkung  von  Nr.  892,  aber 
erst  die  angestellten  Betrachtungen  geben  einen  Einblick  in 
die  Beziehungen  zwischen  allen  Loxodromen. 
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%  \.    Die  Enlersche  Differentialgleichung. 

896.  Die  elnflMhate  Aul^be  der  Tariationsreoh- 
niing.  Außer  den  im  sechsten  Kapitel  des  ersten  Bandes  be- 
sprochenen Aufgaben^  bei  denen  es  sich  darum  handelte^  die 
Werte  der  Veränderlichen  zn  ermitteln,  för  die  gegebene  Funk- 
tionen Extremwerte  erreichen,  gibt  es  eine  andere  viel  aus- 
gedehntere Klasse  von  Aufgaben  über  Maxima  und  Minima. 
Bei  ihnen  werden  Funktionen  gesucht,  fär  die  gewisse  Größen 
Extremwerte  annehmen.  Das  einfachste  derartige  Problem 
lautet  so: 

Gegeben  ist  eine  reelle  Funktion  f  von  drei  reeüen  Ver- 
änderlichen X,  y,  y]  dabei  soll  y  eine  Funktion  Ton  x  bedeuten 
und  y  ihre  Ableitung.  Der  Funktion  y  wird  vorgeschrieben, 
daß  sie  fOr  zwei  gegebene  Werte  Xq  und  x^  von  x  ebenfalls 
gegebene  Werte  y^  und  y^  annehmen  solL  Die  Frage  ist  dann, 
fiir  welche  Funktionen  y  das  Integral 


■I> 


ein  Maximum  oder  Minimum  hat.  Dabei  muß  man  wohl- 
bemerkt noch  definieren,  was  unter  einem  Maximum  oder  Mini- 
mum des  Integrals  zu  verstehen  ist,  weil  die  Definition  in 
Nr.  140  nicht  verwendbar  ist.  Denn  das  Integral  J  kann  man 
nicht  als  eine  Funktion  der  gesuchten  Funktion  y  auffassen. 
Die  Definition  der  Extremwerte  wird  in  der  nächsten  Nummer 
aufgestellt  werden. 

[896 
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Die  genanDte  Aufgabe  ist  die  einfachste  im  Bereiche .  der 
Variationsrechnung.  Dieser  Name  wird  in  der  nächsten  Nummer 
seine  Erklärung  finden.  Im  Laufe  der  Zeiten  hat  sich  die  Yon 
Bemouüi,  Euler  und  Lagrange  begründete  Variationsrechnimg 
zu  einer  besonderen  und  nicht  einfachen  Wissenschaft  heraus- 
gebildet; wir  geben  nur  eine  Einleitung.  Insbesondere  werden 
wir  uns  immer  mit  der  Feststellung  solcher  Bedingungen  für 
die  gesuchten  Funktionen  begnügen,  die  ausreichen,  die  Funk- 
tionen zu  ermitteln,  die  überhaupt  in .  betracht  kommen 
können,  ohne  auf  die  viel  schwierigere  Frage  einzugehen,  ob 
für  diese  Funktionen  wirklich  ein  Maximum  oder  Minimum 
zustande  kommt.  Auch  in  Bezug  auf  die  Voraussetzungen, 
die  über  das  Verhalten  der  auftretenden  Funktionen  zu 
machen  sind,  begnügen  wir  uns,  um  alle  Schwierigkeiten  zu 
vermeiden,  mit  den  einfachsten  Annahmen,  ohne  zu  ergründen, 
ob  man  nicht  auch  mit  geringeren  Voraussetzungen  aus- 
kommen konnte. 

Um  auch  äußerlich  den  einleitenden  Charakter  dieses 
Kapitels  zu  kennzeichnen,  unterlassen  wir  die  Formulierung 
der  Ergebnisse  als  Sätze.  Man  wird  erkennen,  dafi  die  Er- 
mittelung der  gesuchten  Funktionen  die  Integration  von  Differenz 
tiaigleichungen  erfordert. 

897.  Definition  der  Extremwerte  eines  Integrals. 
Weil  es  sich  um  Maxime  und  Minima  handelt,  bleiben  wir 
stets  im  reellen  Gebiete.  Von  aüen  vorkommenden  Funk- 
tionen wird  vorausgesetzt,  daß  sie  nebst  allen  ihren  partiellen 
Ableitungen,  soweit  sie  gebraucht  werden,  stetig  seien,  indem 
wir  immer  die  Betrachtungen  auf  Bereiche  beschränken,  in 
denen  diese  Voraussetzungen  erfüllt  sind. 

Nun  sei  f(x,  y,  y)  eine  gegebene  Funktion  der  drei  Größen 
Xf  f/y  ff.  Femer  seien  die  Anfangs-  und  Endwerte  x^,  y^  und  x^^ 
y^  von  X  und  y  vorgeschrieben.  Unter  y  soll  irgendeine  Funk- 
tion von  X  verstanden  werden,  die  für  ^  >-•  x^  und  x^  Xi  die 
Werte  y^  und  y^  annimmt,  und  y  bedeute  ihre  Ableitung. 
Alsdann  betrachten  wir  das  Integral: 

(1)  J^jf{xyy,y')dx. 

9»6,  897] 
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Denken  wir  nns  hierin  fOr  y  eine  besHmmte  Funktion  ein- 
geeetzt^  so  erhalt  J  einen  bestimmten  Wert.  Indem  wir  nun 
ff  durch  irgend  eine  benoMarte  Funktion  y  ersetzen^  die  eben- 
fiedls  f&r  x^  x^  und  fflr  X'^x^  die  yorgeschriebenen  Werte  y^ 
nnd  jfi  hat;  Terandem  wir  den  Wert  des  Integrals^  und  diese 
Änderung  heiBt  die  voUsUindige  Variation  des  Integrals,  Es 
muß  aber  noch  definiert  werden,  was  unter  einer  zu  y  hena(h' 
harten  Funktion  y  yerstanden  wird;  Yorw^  sei  eine  beliebig 
kleine  positive  Gboße  6  angenommen;  fQr  jeden  Wert  x  im 
Intervalle  yon  x^  bis  Xi  soll  dann  der  absolute  Betrag  der 
Differenz  y  —  y  kleiner  als  6  sein.  Diese  Differenz  heißt  die 
Variation  der  angenommenen  Funktion  y  und  wird  mit  dy  be- 
zeichnet, während  man  die  zugehörige  yoUständige  Variation 
yon  J  durch  dJ  ausdrückt  Nach  Voraussetzung  hat  dy  an 
den  Integralgrengen  Xq  und  x^  den  Wert  Null,  Wegen  f'^y+dy 
ist  femer: 

U^Jf{x,  y  +  dy,  if+{dyr)dx  -ff{x,  y,  y')dx 
oder: 

(2)         dJ~f[f(x,f,+dy,  y'  +  (dy)')-f(x,9,i,')]dx. 

Den  Integranden  yon  8J  bezeichnet  man  als  die  zu  dy  ge- 
hörige Variation  df  der  Funktion  /*,  so  daß 

dJ-^fdfdx 
oder  also 

dffdx  ^fdfdx 

ist.  Dies  besagt:  Das  Variationsaeichen  d  ist  mit  dem  Integral- 
zeichen C  vertaiASchbar. 

Nun  definieren  wir:  Das  Integral  J  hat  für  eine  Funktion  y 
von  X  ein  Maximum  hzw.  Minimum,  wenn  es  eine  positive  Ghr'öße  6 
derart  gibt,  daß  keine  derjenigen  vollständigen  Variationen  dJ 
des  Integrals,  hei  denen  \dy\  <,a  ist,  positiv  hew.  negativ  wird. 

898.  Das  TerflGhwliideii  der  ersten  Yarlatlon  des 
Integrals.   Um  zu  notwendigen  Bedingungen  f&r  die  Funk- 
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tionen  y  zu  gelangen,  die  das  Integral  J  zu  einem  Extremwerte 
machen^  wählen  wir  die  Variation  8y  Ton  y  in  besonderer  Weise. 
Unter  ri{x)  sei  eine  Funktion  von  x  yerstanden,  die  für  x^  x^ 
und  x^  x^  verschwindet.  Ihr  absoluter  Betrag  bleibt  nach 
den  in  voriger  Nummer  über  alle  vorkommenden  Funktionen 
gemachten  Annahmen  im  Intervalle  von  x^  bis  x^  unterhalb 
einer  gewissen  Ghrenze  m.  Wir  können  nun  unter  h  irgendeine 
Gröfie  verstehen,  die  der  Bedingung  |A|  <<y:m  genügt  Dann 
ist  ji^&l  <  tfy  und  man  darf  di^er  dy  gleich  17 A  wählen.  Die 
zugehörige  Variation  8J  ist  nach  (2)  in  voriger  Nummer: 

(1)  8J -/[fix,  y+vh,y'  +  n'h)  -  fix,  y, jO]  dx. 

Hat  man  tf  hinreichend  klein  gewählt,  so  gilt  dasselbe  von  h 
wegen  \h\  <i6  im,  so  daß  sich  der  Integrand  nach  dem  Mittel- 
wertsatze 19  von  Nr.  112  in  der  Form 

darstellen  läßt.  Dabei  haben  die  durch  Punkte  angedeuteten 
Glieder  die  Faktoren  Ä*,  h\  . . .  Ä"~*,  während  R^  das  Restglied 
der  Entwicklung  ist.  Unter  f  ist  in  der  vorstehenden  Formel 
die  Funktion  f(x,  y,  t^)   zu  verstehen.     Nach  (1)   wird  nun: 

+  •••+/  jR^  dx . 

Die  n  —  1  ersten  Integrale  heißen  die  erste,  zweite  usw,,  das 
vorletzte  die  (n  —  1)'*  Variation  des  Integrals  J.  Insbesondere  ist 
also  die  erste  Variation  von  J: 

Hat  /  für  die  gewählte  Funktion  y  z.  B.  ein  Minimum^ 
so  ist  nach  voriger  Nummer  SJ^  0,  also  nach  (1): 


(2) 

Co 

SM] 


ff(ßy  y+^h  y  +  V^)dx  >ff(x,  y,  y')  dx. 
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Wenn  auch  die  Funktion  rj  von  x  bestimmt  gewählt  worden 
ist,  stellt  die  linke  Seite  von  (2)  eine  Funktion  F(h)  von  h 
allein  dar,  während  die  rechte  Seite  der  Wert  dieser  Funktion 
f&r  h^O  ist.    Man  kann  folglich  statt  (2)  schreiben: 

(3)  F(h)^F(0). 

Dabei  ist  F(h)  nach  Satz  19,  Nr.  487,  eine  stetige  Funktion 
von  h,  die  nach  Satz  20,  Nr.  488,  die  Ableitung 

(4)  r{h)  --f-^ax,  y  +  i?Ä,  y'+  r,'h)dx 

hat.  Die  Ungleichung  (3)  muß  nach  der  Definition,  für  alle 
Variationen  dy  ^  r^h  gelten,  die  zu  den  rerschiedenen  Werten 
Yon  h  im  Intervalle  \h\<i6:m  gehören,  und  besagt  daher 
nach  Nr.  140,  daß  die  Funktion  F(h)  für  A » 0  ein  Minimum 
hat.    Folglich  muß  FXO)'^0  sein,  d.h.  nach  (4): 

(5)  f{f,V+Mdx^O. 

Hierin  bedeutet  f  die  Funktion  f{x,  y,  y"),  während  rj  irgend 
eine  für  x  ^  x^  und  x  ^  x^  verschwindende  Funktion  von  x 
ist.  Dieselbe  Bedingung  (5)  geht  im  Falle  eines  Maximums 
hervor. 

Die  linke  Seite  von  (5)  ist  die  erste  Variation  von  J, 
Somit  muß  die  erste  Variation  von  J  verscJnoinden^  faüs  J  für 
die  angenommene  Funktion  y  von  x  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum erreüAt.  Dies  Merkmal  reicht  aber  nicht  für  das  Ein- 
treten eines  Extremwertes  von  J  aus.  Zu  hinreichenden  Be- 
dingungen gelangt  man  erst,  wenn  man  auch  die  höheren  Varia- 
tionen von  J  berücksichtigt  Sie  spielen  eine  ähnliche  Bolle 
wie  die  höheren  Ableitungen  einer  Funktion  f(x)  bei  der  Fest- 
stellung ihrer  Maxima  und  Minima^  vgl.  Satz  1,  Nr.  142.  Wie 
gesagt  (vgl.  Nr.  896),  wollen  wir  jedoch  keine  hinreichenden 
Bedingungen  für  die  Maxima  und  Minima  des  Integrals  J 
aufstellen. 

899.  Die  Bnlenohe  Differentialglelohiuig.  Die  für 
einen  Extremwert  des  Integrals  J  notwendige  Bedingung,  näm- 
lich das  Verschwinden  der  ersten  Variation: 

[898,  899 
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Sif.n  +  U'n)  dx  -  0, 

kann  man  umformen,  indem  man  auf  das  über  f^'f{  erstreckte 
Int^ral  die  teilweise  Integration  anwendet,  siehe  Gleichung  (1) 
in  Nr.  415,  worin  jetzt  u  und  v  durch  f^*  und  17  su  ersetzen 
sind.   Dann  kommt: 

Weil  17  nach  Nr.  898  für  x  -^  x^  und  x^x^  yerschwindet,  ist 
der  zweite  Summand  gleich  Null.    Mithin  bleibt  übrig: 

Xo 

Da  diese  Bedingung  für  jede  Funktion  tj  von  x  gelten  soU^ 
die  an  den  Integralgrenzen  verschwindet,  muß,  behaupten  wir, 
der  Ausdruck 

(2)  ^'f,-^ 

überall  im  Ihterralle  von  Xq  bis  x^  yerschwinden.  Denn 
man  kann  insbesondere  tj  gleich  (x^x^){Xi'—x)E  annehmen, 
weil  diese  Funktion  für  x^^x^  und  x^x^  den  Wert  Null  hat, 
und  bekommt  dann  als  Gleichung  (1)  insbesondere: 

(3)  fip  -  a^o)  (a?!  —  x)  E^dx  =  0. 

Hier  aber  ist  der  Integrand  positiv.  Wenn  also  z.  B.  x^>x^ 
und  X  irgend  ein  Wert  zwischen  x^  und  x^  ist,  wird  das 
Integral  gleich  der  Summe  der  beiden  von  x^  bis  x  und  von 
X  bis  x^  erstreckten  Integrale,  die  beide  positiv  sind,  so  daß 
auch  das  von  x^  bis  x  erstreckte  Integral  verschwinden  muß: 

J{x  —  x^{x^  —  x)E^dx-^Q. 

Links  steht  hier  eine  Funktion  der  oberen  Integralgrenze  x. 
Diese  Grenze  ist  überall  im  Intervalle  von  x^  bis  x^  willkürlich, 
und  folglich  verschwindet  die  Funktion,  so  daß  auch  ihre  Ab- 
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leihmg  nach  x  gleich  Null  sein,  d.  k  {x—x^{x^—x)E^  yer- 
Bchwinden  muß.  Demnach  ist  E  in  der  Tat  überall  im  In- 
terralle  gleich  Null.  Dasselbe  ei^bt  sich  bei  der  Annahme 
^  <  ^o;  ^^  anstelle  positiver  Integrale  negative  auftreten. 
Wegen  (2)  folgt  demnach,  da/8  die  erste  Variation  von  J  dann 
vnd  nwr  dann  verschwindet  ^  wenn  überdU  im  Intervaüe  von  Xq 
bis  x^ 

ist.  Mit  anderen  Worten:  Wenn  das  Integral  J  für  die  an- 
genommene Funktion  y  einen  Extremwert  erreicht^  muß  die  Funk- 
tion  y  die  Gleichung  (4)  befriedigen.  Diese  Gleichung  lautet 
ausf&hrlich  geschrieben: 

(5)  f,-f.i-f,iy'-M'-o 

und  ist  mithin  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  för  die  Funktion  y  von  x,  Sie  wurde  von  Euler  auf- 
gestellt und  soU  deshalb  die  Eulersche  Differentialgleichung 
heißen.  Ihr  allgemeine  Lösung  y  enthält  tswei  Integrations- 
konstanten. Andererseits  sind  aber  auch  gerade  noch  zwei 
Bedingungen  zu  befriedigen,  denn  y  soU  für  x^x^  und  für 
x^x^  die  vorgeschriebenen  Werte  y^  und  y^  annehmen.  Somit 
werden  die  Ergebnisse  zur  Ermittelung  einer  jedenfalls  beschränkten 
Anzahl  von  Funktionen  y  ausreichen,  für  die  allein  das  Inte- 
grcU  J  ein  Maximum  oder  Minimum  haben  kann.  Ob  aber  für 
eine  derartige  Funktion  y  wirklich  ein  Extremwert  auftritt, 
steht,  wie  gesagt,  noch  dahin. 

In  den  Beispielen  werden  wir  bei  der  Problemstellung 
stets  entweder  von  einem  Maximum  oder  Minimum  sprechen, 
obgleich  das  wirkliche  Eintreten  eines  Maximums  oder  Mini- 
mums nicht  bewiesen  wird.  Immerhin  sind  die  Beispiele  so 
einfacher  Art,  daß  man  in  jedem  Falle  leicht  anschaulich 
darüber  klar  wird,  ob  es  sich  gerade  um  ein  Maximum  oder 
um  ein  Minimum  handelt. 

900.  Das  KatenolcL  In  der  Ebene  seien  zwei  Punkte 
auf  einer  Seite  einer  Geraden  gegeben.  Man  soU  diejenige 
Kurve  vom  ersten  Punkte  zum  zweiten  Punkte  ziehen,  die  bei 
der  Drehung  um  die  Gerade  eine  Rotationsfläche  von  kleinster 

[8»»,  900 
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Oberfläche  liefert.  Die  Gerade  wählen  wir  als  a;-Aclifle.  Die 
y-Achse  können  wir  dann  so  annehmen,  daß  die  beiden  Punkte 
entgegengesetzt  gleiche  Abszissen  —  a  and  +a  und  positive 
Ordinaten  Pq  und  y^  bekommen.  Dabei  sei  a  positiv.  Der 
Schwerpunkt  einer  Kurve  hat^  wenn  ds  ihr  Bogenelement  und 
8  ihre  Gesamtlänge  ist,  nach  (11)  und  (10)   in  Nr.  602  die 

Ordinate: 

s 


ify^'- 


Nach  der  GvMinsehen  Begd  in  Nr.  589  ist  daher  die  Ober- 
fläche der  durch  die  Drehung  der  Kurve  erzeugten  Rotations- 
fläche: 

s 

F^2xt^8  ^2nfyd8 

0 

oder,  wenn  man  x  als  unabhängige  Veränderliche  einführt, 
nach  (1)  in  Nr.  193: 


—  a 


Dabei  ist  die  Wurzel  positiv.     Es  handelt  sich  somit  um  die 
Ermittelung  derjenigen  Funktionen  y  von  x^  die  das  Integral 

+a 


—  a 


ZU  einem  Minimum  machen.  Der  Integrand  f  ist  hier  yV^l+y'*. 
Folglich  lautet  die  Eulersche  Differentialgleichung  (4)  der 
vorigen  Nummer  so: 


^      '  ^         dx  yi^y't 


oder  ausgerechnet: 


yy 


ft 


0. 


Multiplikation  mit  y'}/l  +y  *:y  und  Quadratur  gibt  sofort: 

In  y  —  In  }/l  +  y^  «  konst. 

Hieraus  folgt,  falls  h  und  c  Integrationskonstanten  bedeuten: 
900] 
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rf:r  =  -    Ä_-.     oder   ^^  -  In  y_±VZElL, 
d.h.: 


(1)  y 


,/ar  —  c  af  —  c\ 


Die  gesuchte  Kurve  ist  daher  ein  Stück  einer  KettenliniBy  deren 
zugehörige  Traktrix  (vgl.  den  Schluß  des  2.  Beispiels  in  Nr.  713) 
die  a;- Achse  zur  Leitlinie  hat.  Durch  Drehung  der  Eettenlinie 
um  die  Leitlinie  entsteht  ein  Katenoid  (ygL  Nr.  799). 

Für  X  '^  —  a  und  x  =,+  a  soll  y  die  Werte  y^  und  y, 
haben.  Dies  liefert  die  beiden  Bedingungen  für  die  in  (1)  auf- 
tretenden Eonstanten  b  und  ci 

(2)     yo-iic"  *  +e"W,   yi  =  |l«*  +«"  *V- 

Sie  sind  nicht  immer  erfüllbar.  Wenn  z.B.  ^i^^o  ^^^  geben 
sie  c  »  0  und  zur  Bestimmung  von  h: 

(^)  f-Ä(^'* +  *""*) -2li-(«" +  «"")' 

wenn  man  a :  &  «=  u  setzt.  Dabei  ist  y^  ebenso  wie  a  positiv, 
mithin  auch  b  und  u.  Die  rechte  Seite  von  (3)  ist  eine  für 
positive  Werte  von  u  positive  Funktion  von  m,  die  ihr  Mini- 
mum an  der  Stelle  hat,  die  der  Bedingung 


»«••  — 


u+l 


w  — 1 

genügt.  Mittels  Fehlerrechnung  findet  man  für  u  abgerundet 
1,1997  und  nach  (3)  als  den  zugehörigen  Wert  von  y^ia 
abgerundet  1,5089.  Ist  also  y^ra  kleiner  als  dieser  Betrag, 
so  wird  es  unmöglich,  b  so  zu  wählen,  daß  die  Bedingung  (3) 
befriedigt  wird. 

801.  Die  gemeine  Zykloide  als  Brachietochrone. 
In  einer  lotrechten  Ebene  seien  zwei  Punkte  gegeben.  Es  soU 
diejenige  von  dem  höheren  Punkte  nach  dem  Heferen  Punkte  ver- 
laufende und  in  der  Ebene  liegende  Bahnkurve  gründen  werden, 
die  ein  materieUer  Punkt  unter  dem  Einflüsse  der  Schwere,  aber 
ohne  Beibwng,  am  schnellsten  gurücklegt  Bahnkurven  kürzester 
Fallzeit  heißen  Brachistochronen.  Hier  handelt  es  sich  um 
Brachistochronen  in  lotrechten  Ebenen. 

[900,901 
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Den  höher  gelegenea  Pankt  wählt  man  zweckmäßig  als 
Anfangspunkt  der  Koordinaten  und  die  Vertikale  nach  unten 
als  positive  ^-Achse.  Der  tiefer  gel^ene  Punkt  habe  die  Ko- 
ordinaten x^  und  y^.  Dann  darf  yi>0  yorausgesetzt  werden,  wie 
auch  ^i>0  ist.  Die  Mechanik  lehrt;  daß  bei  der  Bewegung  die 
Gleichung  gilt: 

(1)        V'r+7-»|5_y2^    oder    rf«--|/i4^rfx. 

Dabei   bedeutet   t  die   Zeit  und  g  die  Gb^Titationskonstante. 
Hieraus  folgt  als  Fallzeit,  multipliziert  mit  Yiff,  das  Integral 


^-fV^'' 


mit  positirer  Wonel.    Die  Ealersehe  Oleichang  (4)  Ton  Nr.  899 
gibt,  da  der  Integiand  yon  y  frei  ist^  sofort: 

also,  wenn  a  eine  Integrationskonstante  bedeutet: 


^         V   2a  — » 


Vertauscht  man  x  mit  y,  so  geht  die  Differentialgleichung 
heryor,  die  im  1.  Beispiele  von  Nr.  711  betrachtet  wurde.  Die 
Brachistochrone  ist  demnach  eine  gemeine  ZyJdoide,  die  durch 
Abrollen  eines  Kreises  auf  der  wagerechten  y- Achse  längs 
ihrer  unteren  Seite  hervorgeht  und  im  Anfangspunkte  eine 
Spitze  hat.  Nach  (1)  in  Nr.  281  kann  man  sie  mittels  einer 
Hilfsveränderlichen  tp  so  darstellen: 

X  ^  a(l  —  cosy),    y  =  a (y  —  sin y) . 

Dabei  ist  die  positive  Konstante  a  so  zu  wählen,  daß  die  Kurve 
auch  durch  den  Punkt  (o:^,  y^)  geht.  Ist  tp^  der  zugehörige  Wert 
der  Hilfsveränderlichen,  so  wird  demnach  gefordert: 

(2)  iCi  —  a  (1  —  cos  9?i),    y^-^a  {ip^  —  sin  tp^) . 

Außerdem  hat  man,  da  ünstetigkeiten  ausgeschlossen  werden, 
noch  zu  fordern,  daß  die  Stelle  (xj ,  y^)  auf  dem  ersten  Zyklo- 
idenbogen  liege,  der  vom  Anfangspunkte  ausgeht,  d.  h.  ^^  muß 
im  Intervalle  von  Null  bis  2x  liegen.  Um  zu  zeigen,  daß  es 
immer  Werte  a>0  und  (p^  gibt,  die  unter  dieser  Beschrankung 
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die  Bedingungen  befriedigen,  genügt  es  nachzuweisen,  daß  es 
eine  und  nur  eine  zwischen  0  und  2jc  gelegene  Wurzel  (p^ 

der  Gleichung 

/gv  91  —  Bin  9>i  ^  Vi^ 

N    -^  1  —  cos  (p^  X^ 

gibt.  In  der  Tat  ist  die  linke  Seite  hiervon  eine  Funktion 
Ton  q>i,  die  sich  im  Intervalle  von  0  bis  2;r  stetig  verhSlt, 
fttr  9>i  —  0  den  Wert  Null  hat  und  für  lim  tp^  =-  2ä  nach  Un- 
endlich strebt.    Ihre  Ableitung  nach  g)^  ist 

2 (1 -- COB  qpt)  —  y^  flin y^      ^^^      1— ^y^ctg|y| 
(1  —  cos  9i)*  sin*  \  9^ 

und  daher  überall  im  Intervalle  positiv.  Mithin  wächst  die 
linke  Seite  von  (3)  bestandig  von  Null  bis  Unendlich,  wenn 
(Pi  von  0  bis  2^  wächst.     Die  Behauptung  ist  also  bewiesen. 

§  2.  Terallgemeineriingeii. 

902.  Bxtremwerte  von  Integralen,  in  denen  meh- 
rere unbekannte  Funktionen  vorkommen.  Die  Betrach- 
tungen lassen  sich  leicht  auf  den  Fall  ausdehnen^  wo  die 
Funktion  f  unter  dem  Integralzeichen  mehr  als  eine  unbe- 
kannte Funktion  nebst  ihren  Ableitungen  erster  Ordnung  ent- 
halt. Wir  beschranken  uns  auf  den  Fall  von  mvei  Funktionen 
y  und  0,  deren  Ableitungen  t^  und  /  seien.  Demnach  handle 
es  sich  darum^  diejenigen  Funktionen  y  und  0  von  x  zu  er- 
mitteln,  für  die  das  Integral 

(1)  J  -//(«,  y,  g,  y, »-)  dx 

ab 

mit  gegebenen  Ghrenzen  x^  und  x^  ein  Maximum  oder  Minimum 
erreicht.  Dabei  wird  vorgeschrieben^  daß  y  und  0  &lt  x^  x^ 
bzw.  X'^  x^  gegebene  Werte  ^0  und  0^  bzw.  y^  und  j^j  an- 
nehmen sollen. 

Indem  wir  unter  6  eine  beliebig  klein  gewählte  positive 
Große  und  unter  8y  und  80  Funktionen  von  x  verstehen  ^  die 
an  den  Grenzen  x^  imd  x^  verschwinden  und  deren  absolute 
Betrage  überall  im  Intervalle  von  x^  bis  x^  kleiner  als  6  sind, 
bilden  wir  wie  in  Nr.  897  die  voüsiändige  Variation  öJ  des 
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Integrals  J: 

8J-f[f(x,  y  +  dy,  0  +  dz,  y'+  {fiy)\  /+  {8b)') 

Nun  wird  definiert:  Das  Integral  J  hat  ftlr  die  Funktionen  y 
und  ü  Ton  x  ein  Maximum  bzw.  Minimum,  wenn  dJ  nie  positiv 
bzw.  nie  negativ  wird. 

Entsprechend  wie  in  Nr.  898  m^^  jetzt  ri  und  l  Funk- 
tionen von  X  sein,  die  für  x^x^  und  für  x^x^  verschunnden, 
und  es  bedeute  m  eine  GroBe,  die  größer  als  die  absoluten 
Beträge  von  17  und  g  im  Intervalle  von  Xq  bis  x^  ist;  femer 
sei  h  irgendeine  Größe,  die  der  Bedingung  |%|<tf:m  genflgt. 
Dann  ist  1 17A  |  <  (f  und  {  ^%  {  <  tf,  d.  h.  es  darf  insbesondere 
dy  »  rjh  und  Sjs  =  ^h  angenommen  werden.   Dann  wird 

oder: 

Dabei  deuten  die  Punkte  Glieder  an,  die  mit  den  höheren  posi- 
tiven ganzen  Potenzen  von  h  behaftet  sind,  während  f  die 
Funktion  f(Xf  y,  0,  y',  0')  vorstellt.  Wie  in  Nr.  898  ei^bt  sieh, 
indem  man  dJ  als  Funktion  von  h  auffaßt:  Wenn  das  Integral 
J  für  die  Funktionen  y  und  0  ein  Maximum  oder  Minimum 
erreicht,  muß  die  sogenannte  erste  Variation  des  Integrals  ver- 
schwinden, nämlich 

sein.  Wie  in  Nr.  899  findet  man  hieraus  durch  teilweise  In- 
tegration: 

J{.fyn  +  mdx  +  [/;.,  +  ml  -  j{^^-ri  +  ^ %)dx~o. 

Weil  17  und  g  an  den   Grenzen  x^  und  x^  verschwinden,  ist 
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der  zweite  Sammand  gleich  Null.    Somit  kommt: 

Setzt  man  zur  Abkürzmig 
so  hat  man  also  zu  fordern: 


/( 


Insbesondere  kann  man  ^  »  0  und  ri  ^  {x  —  Xq)  {x^  --  x)E 
wählen  und  daraus  wie  in  Nr.  899  schließen,  daß  J?  »  0  sein 
muß.  Entsprechend  folgert  man  jP  »  0.  Also  ergibt  sich  hier 
ein  System  von  awei  Euler  sehen  Gleichungen: 

(2)  ^r-S  =  0,    f.-'^-O, 

d.  h.  ein  System  zweiter  Ordnung  von  zwei  gewöhnlichen  Dif- 
ferentialgleichungen für  die  Funktionen  y  und  is  von  x.  Doch 
ist  nicht  gesagt^  daß  diese  Bedingungen  (2)  f&r  das  wirkliche 
Eintreten  eines  Extremwertes  hinreichen,  selbst  dann  nicht, 
wenn  man  noch,  wie  es  sein  muß,  die  Lösungen  y  und  is  den 
yier  Bedingungen  unterwirft,  daß  sie  für  x  ^  Xq  bzw.  x  ^  x^ 
die  gegebenen  Werte  y^  und  Bq  bzw.  y^  und  0^  annehmen.  Die 
Anzahl  dieser  Bedingungen  ist  wieder  gerade  so  groß  wie  die 
Anzahl  der  zur  Yerftigung  stehenden  Integrationskonstanten. 
Denn  wenn  man  in  das  System  (2)  nach  Nr  663  auch  y  und 
/  als  unbekannte  Funktionen  einfuhrt,  geht  ein  System  erster 
Ordnung  von  vier  Differentialgleichungen  hervor,  so  daß  ge- 
rade yier  Integrationskonstanten  auftreten. 

903.  Die  Braohistoohrone  Im  Räume.  In  Nr.  901 
wurde  die  Brachistochrone  oder  Bahnkurve  kürzester  Fallzeit 
in  einer  lotrechten  Ebene  bestimmt.  Wir  lassen  jetzt  die  Be- 
dingung fallen,  daß  die  Bahnkurve  in  einer  lotrechten  Ebene 
liege.  Im  Baume  soU  also  diejenige  Kurve  von  einem  ge- 
gd)enen  Punkte  nach  einem  anderen  gegebenen  Punkte  ermittelt 
werden,  die  ein  materieller  Punkt  unter  dem  Einflüsse  der  Schwere 
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ohne  Beibung  am  schnellsten  durchläuft.  Der  höhere  gelegene 
Punkt  wird  als  Koordinaten-Anfangspunkt  angenommen  und 
die  Vertikale  nach  unten  als  positive  a;-Achse.  Entsprechend 
der  Gleichung  (1)  von  Nr.  901  gilt,  wie  die  Mechanik  lehrt, 
jetzt  die  Oleichung: 

woraus  sich  als  die  mit  ]/2^  multiplizierte  Fallzeit  das  Integral 


.Jyiizsii 


dx 


ergibt;  in  dem  die  Wurzel  positiv  ist  und  diejenige  Funktion 
f  vorstellt,  mit  der  man  die  beiden  Eulerschen  Gleichungen 
(2)  der  vorigen  Nummer  zu  bilden  hat.  Aus  diesen  beiden 
Gleichungen  folgt,  weil  f  von  y  und  fs  frei  ist,  sofort: 


dy  Y  X  •  ^'     OM  V  X  " 

wobei  Gl  und  C^  Konstanten  sind,  oder  ausgerechnet: 

Also  wird 

C;y'-Ci/  =  0 
oder: 

Cgy  —  C^;?  =»  konst. 

Mithin  liegt  die  gesuchte  Kurve  in  einer  lotrechten  Ebene, 
und  folglich  kommt  man  zur  selben  Lösung  wie  in  Nr.  901. 
804.  Extremwerte  von  Integralen,  in  denen 
höhere  Ableitungen  einer  unbekannten  Funktion  vor- 
kommen. Wir  gehen  zu  dem  Falle  über,  wo  ein  Integral 
von  der  Form 

(1)  J  =//•(»,  y,  y',  y", .  . .  yW)  dx, 

vorliegt,  dessen  Integrand  die  Ableitungen  der  gesuchten  Funk- 
tion y  bis  zur  n*^  Ordnung  enthalt.  Dabei  seien  Xq  und  a?i 
gegeben  und  diejenigen  Werte  vorgeschrieben,  die  y,  y', . . .  y^"""^^ 
für  X  ^  Xq  und  x^x^  zukommen.  Die  sehr  leichte  Verall- 
90S,  904] 


i  2.   yerallgemeinerungen  661 

gemeinerung  der  Betrachtung  in  Nr.  897  gibt  die  vollständige 
Variation  des  Integrals  J  in  der  Form: 

'^-f\fi^>  y  +  rfy, . . .  y<">  +  (*yr)  -  fix,  y, . . .  y(*))]  dx. 

Dabei  bedeutet  öy  eine  Funktion  von  Xy  die  nebst  ihren  Ab- 
leitungen erster  bis  (n  —  1)**'  Ordnung  für  x^  x^  und  för 
X  ^  x^  verschwindet  und  deren  absoluter  Betrag  im  Intervalle 
kleiner  als  eine  beliebig  kleine  vorgegebene  positive  OrSße  6 
ist.  Nun  wird  definierty  daß  das  Integral  J  für  die  Funktion  y 
ein  Maximum  bzw.  Minimum  habe,  wenn  dJ  nie  positiv  bzw. 
nie  negativ  wird.  Wie  in  Nr.  898  wählen  wir  insbesondere 
dy  =  ijA.  Dabei  bedeutet  rj  eine  Funktion  von  x,  die  nebst 
ihren  Ableitungen  erster  bis  (n  —  1)*"  Ordnung  an  den  Grenzen 
Xq  und  Xi  verschwindet,  während  h  die  damals  angegebene 
Bedingung  erfüllt.   Dann  wird: 

^^-flfi^y  y  +  i?A, . . .  y^''^  +  V^^^h)  -  f(x,  y, . . .  y<»))]rfa:, 

«0 

und  dieselbe  Schlußfolgerung  wie  in  Nr.  898  liefert:  Wenn  J 
für  die  betrachtete  Funktion  y  einen  Extremwert  erreicht,  muß 
die  sogenannte  erste  VaricUion  von  J  verschwinden: 

(2)  fif^v  +  fjn  +  •  •  •  +  UM''^^  dx  -  0. 

Hierin  bedeutet  f  die  gegebene  Funktion  von  a?,  y,  y', . . .  y^"^ 
Zur  Umformung  dieser  Bedingung  bedient  man  sich 
wieder  der  teilweisen  Integration,  wobei  zu  beachten  ist,  daß 
17,  r[j , , ,  rf^~  ^^  für  x  =  Xq  und  für  a?  —  a?i  den  Wert  Null  haben. 
Deshalb  kommt: 

und  ebenso,  wenn  mau  y  und  ri   durch  y"  und  r{'  ersetzt: 


Xx  X 


Hier  läßt  sich  die  rechte  Seite  wieder  durch  teilweise  Inte- 
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gration  in 

omformei^  so  daß  kommt: 


usw.   Folglich  geht  die  Qleichimg  (2)  über  in: 

Bezeichnet  man  den  Inhalt  der  eckigen  Klammem  mit  E 
und  wählt  man 

iy  =  (rr  -  x^{x^  —  a;)»^, 

was  gestaltet  ist,  weil  dann  %  rj\  . , .  iy(»-*)  für  x^^x^  und 
för  X  ^  x^  verschwinden,  so  ergibt  sich  wie  in  Nr.  899,  daß 
E  an  jeder  Stelle  des  Interyalles  von  x^  bis  x^  gleich  Null 
sein  muß.    Mithin  geht  die  Bedingung  herror: 

«     ^,-Ä+S^--+(-i)-^-<>- 

Die  ist  die  Eiüersche  Gleidiung  des  Problems.  Rechnet 
man  die  auftretenden  n  vollständigen  Ableitungen  nach  x  aus, 
so  geht  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  2n*^  Ordnung 
für  die  Funktion  y  von  x  hervor.  Ihre  allgemeine  Lösung 
enthält  2n  Integrationskonstanten.  Gerade  so  groß  ist  die  An- 
zahl der  noch  zu  erfüllenden  Grenzbedingungen,  weil  y,  y, 
. . .  y^"~*)  für  X  ^  Xq  und  x  ^  x^  vorgeschriebene  Werte  haben 
solleu. 

Wieder  ist  zu  bemerken,  daß  wir  zwar  so  zu  einer  jeden- 
falls beschränkten  Anzahl  von  Funktionen  y  gelangen,  die 
allein  für  die  Maxima  und  Minima  des  Integrals  J  in  Betracht 
kommen,  daß  es  aber  nicht  feststeht,  ob  sie  wirklich  J  zu 
einem  Extremwerte  verhelfen. 

906.  Besondere  F&lle.    Beschränken  wir  uns  auf  die 
Annahme  n  »  2,  d.  h.  suchen  wir  diejenigen  Funktionen  y  von 
X,  für  die  ein  gegebenes  Integral  von  der  Form 
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(1)  J^jax,y,^,y")dx 


ffin',  y.  y,  y' 


X, 


9 


ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  falls  fQr  y  und  y  an  den 
Grenzen  bestimmte  Werte  Yorgeschrieben  werden^  so  müssen 
diese  Funktionen  y  Lösungen  der  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung vierter  Ordnung  sein: 

W  /-.-Ä  +  S-o- 

In  manchen  Fallen  kann  man  die  Ordnung  erniedrigen: 

JEMhält  die  Funktion  f  die  Veränderliche  y  nichts  so  folgt 
aus  (2)  wegen  f^  —  0,  daß 

(3)  /;.  -  ^"  -  konrt. 

wird  Dies  ist  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  drüter 
Ordnung  fBr  y. 

Ist  die  Fmikiian  f  von  der  Form 

(4)  f-(*y  +  9{^,i/,yl, 

worin  a  eine  Eonstante  bedeutet,  so  gibt  (2): 

*        dx  ^    dx«        ^• 

Mithin  ergibt  sich  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  dritter 
Ordnung  für  y: 

(5)  ax  -  q>^'  +  ~^-f  -  konst. 

Enthält  die  FunUion  f  die  Veränderliche  x  nicht,  so  ist 
df -  f,dy  -  f^dy  -  f,'.dy"  ^  0. 

Addiert  man  diese  Gleichung  zu  der  mit  dy  multiplizierten 
Gleichung  (2),  so  kommt 

^f  -  (S  ^y + fi^y)  +  (S"  ^y  -  fi^y')  -  ^ 

oder  wegen  dy  =■  ydx,  dy  =  y"dx\ 

df-  iy'df,'  +  f.'dy^  +  [y'd  ^J  -  f.-dy)  -  0. 

Die  Inhalte  der  Klammem  sind  die  vollständigen  Differentiale 
von 
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^f^    und    y  ^-  -  y  /",", 
80  daß  eine  Quadrator  ergibt: 

(6)  f  -  y'U  +  y'  S^  -  fU  -  tonst 

Dies  ist  eine   gewöhnliche   Differentialgleichung   ibriüer   Ord- 
nung ftlr  y. 

Wenn  die  Fwfiidion  f  von  x  und  y  frei  isty  gelten  beide 
Gleichungen  (3)  und  (6).  Durch  Multiplikation  der  ersten  mit 
yf  und  Addition  zur  zweiten  geht  für  y  eine  gewohnliche 
Differentialgleichung  ßweiier  Ordnung  hervor: 

(7)  f  —  y"f^  —  konst.  ^  —  konst  —  0. 

906.  Kurve,  die  mit  Ihrer  Brolnte  die  Uelnste 
Fl&che  elneohlleBt.  In  der  Ebene  seien  zwei  Punkte  A  und 
B  einer  gesuchten  Eurre  nebst  ihren  Tangenten  und  Normalen 
gegeben.  Die  Kurve  söU  so  bestimmt  werden^  daß  die  Fläche, 
die  von  ihr,  von  der  Anfangs-  und  der  Endnormcde  und  von 
ihrer  Evolute  eingeschlossen  unrd,  ein  Minimum  erreicht.  Außer- 
dem soll  die  Kurve  zwischen  A  und  B  keinen  Wendepunkt 
haben,  weil  sonst  die  zugehörig^  Stelle  der  Evolute  unendlich 
fem  läge.  Die  Kurve  soll  also  von  A  bis  B  einerlei  Krümmung, 
etwa  positive  Krümmung  haben. 

Es  seien  {x,  y)  und  (x  +  ^x,  y  +  /dy)  irgend  zwei  be- 
nachbarte Punkte  der  Kurve  mit  den  positiven  Ejümmungs- 
radien  B  und  B  +  ^B,  die  einen  positiven  Winkel  ^t  mit- 
einander bilden.  Die  Fläche  ^F,  die  von  dem  zugehörigen 
Kurvenbogen,  von  den  beiden  Krümmungsradien  und  von  dem 
zugehörigen  Evolutenbogen  eingeschlossen  wird,  liegt  zwischen 
den  Flächen  zweier  rechtwinkliger  Dreiecke  mit  dem  Winkel 
^t  und  der  diesem  Winkel  anliegenden  Kathete  B  bzw. 
B  +  ^B,  80  daß  im  Falle  JB>0  kommt: 

iJS*  ig^t<JF<^{B  +  JBy  tg  z/r. 

Durch  Division  mit  der  positiven  Bogenlänge  ^s  vom  ersten 
bis  zum  zweiten  Punkte  folgt: 
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Beim  Grenzübergänge  lim  z/5  »  0  wird  lim  z/r  »»  0  und 
lim  ^B  »  0,  und  es  kommt  nach  Nr.  26^  falls  ds  das  Bogen- 
element  und  dt  den  Kontingenzwinkel  bezeichnet: 

^»^.JS«^     oder    dF-^^R'dt. 
da        2        ds  2 

Dies  ergibt  sich  auch  im  Falle  ^iZ  <  0.   Nach  Nr.  197  und 

193  folgt  daraus: 

dF      (1  +  y'V 


dx  2y" 

Demnach  handelt  es  sich  um  die  Ermittelung  der  Funktionen 
y  Yon  Xy  f&r  die  das  Integral 

ein  Minimum  erreicht. 

Hier  liegt  der  letete  Fall  der  yorigen  Nummer  yor,  so  daß 
nach  (7)  ebenda  die  Differentialgleichung 

^     Jf—^  =  konst  y  +  konst. 

zu  integrieren  ist.  Sie  laßt  sich  nach  (1)  in  Nr.  169  und 
nach  (1)  in  Nr.  197  so  schreiben: 

iJ  =,  —  «  konst.  sin  T  +  konst.  cos  f  =■  4a  cos  (r  —  a). 

Dabei  sind  a  und  a  Eonstanten.  Dreht  man  das  Achsenkreuz 
um  den  Winkel  Uy  so  tritt  an  die  Stelle  des  Tangentenwinkels 
t  der  Winkel  x  —•  a^  während  der  Krümmungsradius  i?  un- 
geändert  bleibt.  Man  darf  daher  einfacher  i{  =  4a  cos  x  an- 
nehmen.  Dann  aber  kommt  nach  (1)  in  Nr.  194: 

dx         ds  -n  A  9 

j-  =  :y-  COS  T  —  it  COS  T  —  4a  cos*  t, 
dt       dx  ' 

dff         ds     •  -n    •  j         • 

3^  =  j-  sm  r  —  jB  sm  r  —  4a  sin  r  cos  x, 
dt      dt  ' 

folglich: 

X  —  a(2x  +  sin  2x)  +  konst.,    y  =  a(l  —  cos  2r)  +  konst. 

Führt  man  die  neue  Hilfsyeränderliche  9 » 2r  —  ^  ein^  so 
ergibt  sich,  wenn  man  noch  eine  geeignete  Verschiebung  des 
Achsenkreuzes  yomimmt: 

X  —  a{q>  —  sin  q>\    y  =»  a(cos  9  —  1). 
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Nach  (1)  in  Nr.  231,  worin  y  duroh  —  y  zu  ersetasen  ist,  be- 
sagt  dies,  daß  die  gesachte  Eurre  eine  gemeine  ZyJdoide  sein 
muß.  Daß  hier  y  durch  —  y  zu  ersetzen  ist,  hängt  damit  zu- 
sammen, daß  die  gemeine  Zykloide,  die  in  Nr.  231  durch  die 
Formeln  (1)  dargestellt  wird,  überall  negative  Krümmungs- 
radien hat,  während  wir  22  positiv  annahmen. 

907.  Bztremwerte  von  Integralen,  in  denen  höhere 
Ableltnngen  von  mehreren  unbekannten  Fnnktionen 
vorkommen.  Die  Betrachtungen  in  Nr.  904  lassen  sich  weiter- 
hin TeraUgemeinern,  wenn  es  sich  um  die  Maxima  und  Minima 
von  Integralen  handelt,  deren  Integranden  außer  x  mehr  als 
eine  unbekannte  Funktion  mit  ihren  Ableitungen  bis  zu  einer 
gewissen  Ordnung  enthalten,  z.  B.  wenn  ein  Integral  mit  0wei 
unbekannten  Funktionen  y  und  e  von  x  in  der  Form 

(1)  J ^ff{x, y, y',. . . y("), 0,/,... t^'^^dx 

vorliegt.  Dabei  werde  vorgeschrieben,  daß  y,^y . . .  y^*""^^  und 
0,  jgf^, . . .  ^K**"^)  an  den  gegebenen  Grenzen  x^  und  x^  gegebene 
Werte  annehmen  sollen.  Entsprechend  der  Formel  (2)  von 
Nr.  904  ergibt  sich,  falls  f&r  die  in  J'  auftretenden  Fnnktionen 
y  und  B  ein  Extremwert  des  Integrals  vorkommt: 

flfyn  +  fy'n'  +  •  •  •  +  f/»)^^"^  +  U  +  L'l'  +  '"+  /;(«)S<"T  dx^Q 

Wie  in  Nr.  904  formt  man  dies  durch  teilweise  Integration 
um  und  folgert  ähnlich  wie  in  Nr.  902,  daß  die  beiden  Exüer- 
sehen  Gleichungen  hervorgehen: 


(2) 


h       dx  ^   dx^  ^  ^      ^  .   dx""         ^' 

df        d^f  d^fcn) 

'•        dx  ^   dx^  ^  ^      ^^      dx""         ^' 


Dies  ist  ein  System  2n**'^  Ordnung  von  zwei  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  für  y  und  0,  Wenn  man  außer  y  und  g 
auch  die  Ableitungen  y',  ^', .  .  .  y^*""^^  und  ;?',/',...  <0<"*""*> 
nach  Nr.  663  als  unbekannte  Funktionen  einführt,  geht  ein 
äquivalentes  System  erster  Ordnung  von  4n  gewohnlichen 
Differentialgleichungen  für  4n  unbekannte  Funktionen  her- 
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vor.  Demnach  enthalt  das  allgemeine  Lösungensystem  yon 
(2)  gerade  4n  Integrationskonstanten.  Da  gefordert  wird,  daß 
y>  J^>  •  •  •  y^*~*^  ^Mid  Byily , , ,  i^*"^)  an  den  Grenzen  x^  und  x^^ 
Yorgeschriebene  Werte  annehmen,  sind  ebenfalle  gerade  4n 
Bedingungen  zn  erfäUen. 

Bei  manchen  Aufgaben  ist  es  bequemer,  statt  x  eine  Hilfs- 
yeranderliohe  i  zu  benutzen,  indem  man  x  und  y  als  Funktionen 
Ton  t  betrachtet^  Tgl.  Nr.  98  und  Nr.  168.  Dies  ist  sogar 
nötig,  wenn  es  sich  um  Kurven  in  der  a;^Ebene  handelt,  die 
von  Parallelen  zur  y-Achse  in  mehr  als  einem  Punkte  getro£Fen 
werden,  denn  solche  Kurven  lassen  sich  nicht  durch  Funktionen 
y  von  X  darstellen,  wenn  wir  —  wie  immer  —  nur  einwertige 
Funktionen  zulassen.    Liegt  z.  B.  ein  Integral 


^^äx 


vor,  so  wird  man  nach  Nr.  93  die  Ableitungen  von  y  nach  x 
durch  die  von  x  und  y  nach  t  ausdrücken.  Kennzeichnet  der 
Akzent  diese  Ableitungen  nach  ^,  so  geht  ein  Integral 

h 
J^ffp{x,  y,  x\  y', . . .  x^^\  y<"))  dt 

hervor,  das  nach  dem  vorhin  vorgetragenen  Verfahren  wie  das 
Integral  (1)  zu  behandeln  ist,  indem  ty  x  und  y  an  die  Stelle 
von  Xy  y  und  ss  treten. 


§  S.  Integrale  mit  veränderlichen  Grenzen. 

808.  ▼orbereitende  Betraohtnng  von  Integralen 
mit  festen  Orensen  nnd  willkfirliohen  Konstanten.  Bei 

der  einfachsten   Aufgabe   der   Variationsrechnung    handelt   es 
sich  nach  Nr.  896  um  die  Bestimmung  der  Funktionen  y  von 

Xj  die  ein  Integral 

•i 
J^ff{x,y,if)dx 

zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen,  vorausgesetzt,  daß 
x^  und  x^  sowie  die  Werte  y^  und  y^  von  y  für  x  ^  x^  und 
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X  ^  x^  gegeben  sind.  Wir  beabsichtigen^  diea  Problem  anf 
den  Fall  veränderlicher  Ghrenzen  zu  yerallgemeinem.  Zar  Vor- 
bereitung ist  es  zweckmäßig,  eine  andere  Erweiterung  der  Auf- 
gabe zu  betrachten: 

Gegeben  seien  wie  bisher  die  Integralgrenzen  x^  und  x^ 
sowie  die  Werte  y^  und  y^,  die  der  gesuchten  Funktion  y  an 
den  Grenzen  voi^eschrieben  werden.  Außerdem  aber  möge  der 
Integrand  f  noch  eine  wiUkürliche  Konsbmte  a  enthalten.  Dann 
handelt  es  sich  darum,  die  FunkUan  y  und  die  Konstante  a  so 
0u  bestimmen^  daß  ein  vorgdegtes  Integral 


'Jfi^f  Vy  y>  «> 


(1)  J''Jf{pOyyjyya)dx 

einen  Extremwert  erreicht. 

Zur  Definition  der  Maxima  und  Minima  rerfahren  wir 
entsprechend  Nr.  897  so:  Es  sei  6  eine  beliebig  kleine  posi- 
tive Größe.  Femer  bedeute  y  +  dy  irgend  eine  Funktion  von  x, 
die  ebenso  wie  y  för  x^  x^  und  a?  —  a:^  die  Werte  y^  und  y^ 
hat  und  im  InteryaUe  von  x^  bis  x^  um  weniger  bIb  6  Ton  y 
abweicht,  so  daß  \  dy\<i6  ist.  Außerdem  weiche  die  Kon- 
stante a  +  da  um  weniger  als  6  Ton  a  ab;  es  sei  also  auch 
da\<6.     Alsdann  wird  die  vollständige   VarioUion  gebildet: 

^J^ffi^i  y  +  *y^  y  +  (*y)'i «  +  *«)  ^^  -^ff^^y  y^  ^y «)  ^^- 

Man  definiert  nun:  J  erreicht  fflr  die  Funktion  y  und  den 
Wert  a  der  Eonstante  ein  Maximum  bzw.  Minimum,  faUs  SJ 
nie  positiv  bzw.  nie  negativ  wird. 

Wie  in  Nr.  898  kann  wieder  irgendeine  Funktion  ij  von  x 
im  Intervalle  von  x^^  bis  x^  so  gewählt  werden,  daß  sie  an  den 
Grenzen  x  ^  x^  und  x^  x^  verschwindet  Ist  ihr  absoluter 
Betrag  überall  kleiner  als  m  und  ist  h  eine  Große,  die  der 
Bedingung  { A  |  <  tf  :  m  genügt,  so  erfüllt  dy  »  rjh  die  an  die 
Variation  dy  gestellten  Anforderungen.  Femer  sei  k  irgend- 
eine Größe,  deren  absoluter  Betrag  ebenfalls  kleiner  als  m  ist 
Dann  wird,  wenn  man  da  »  kh  setzt,  auch  |  d«  {  <  tf,  wie 
verlangt  wurde.  Bei  diesen  besonderen  Annahmen  dy » tjh, 
da  »  kh  nimmt  die  Variation  dJ  den  Wert  an: 
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dJ^f\f{(^7  y  +  n^y  y'  +  nh  a  +  Tch)-  f(x,  y,  y\  a)]  dx. 

Wie  können  nun  die  in  den  eckigen  Klammern  stehende 
Differenz  bei  hinreichend  kleinem  |A{  nach  dem  Mittelwert- 
satze  19  yon  Nr.  112  wie  in  Nr.  898  entwickeln,  was  wir  nur 
durch  das  erste  Qlied  der  Entwicklung  andeuten: 

«0 

Wieder  heißt 

die  erste  Variation  yon  J^  und  wie  in  Nr.  898  ergibt  sich: 

Falls  die  Funktion  y  yon  x  und  der  Wert  a  das  Integral  (1) 

zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen,  muB  die  erste 
Variation  gleich  Null  sein,  d.  h.: 


/o 


Da  Tc  eine  beliebige  OrSße  ist,  die  der  Bedingung  { X;  |  <  m  ge- 
nflgt,  muß  einzeln 

(2)  ßf.V  +  f^nldx^O,     Jf,dx-0 

sein.  Die  erste  Bedingung  führt  wie  in  Nr.  899  zur  Eider- 
schen  Differenticdgleichung: 

(3)  *  /-.-t-O. 

Sie  ist  yon  der  jsweiten  Ordnung.  Da  sie  die  Eonstante  a  entr 
hält,  wird  ihre  allgemeine  Losung  y  außer  yon  x  und  zwei 
Integrationskonstanten  C^  und  C^  noch  yon  a  abhängen: 

(4)  y  =  9(a?,  Ci,  0,,«). 

Die  zweite  Bedingung  (2)  ist  nach  Satz  20,  Nr.  488,  diese: 
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Durch  EiDsetzen  von  (4)  in  (5)  ergibt  sich^  wenn  man  das 
Integral  auszuwerten  yermag,  eine  Gleichung  zwischen  C^f  C^ 
und  a.  Außerdem  ist  zu  fordern,  daß  y  für  x  ^  Xq  und  x^  x^ 
die  Werte  y^  und  y^  annimmt.  Dadurch  gehen  noch  zwei  Be- 
dingungen für  C^  C^  und  a  hervor.  Wenn  es  möglich  ist,  den 
Bedingungen  zu  genügen,  ist  damit  ebensowenig  wie  früher 
gesagt,  daß  das  Integral  (1)  wirklich  einen  Extremwert  erreicht, 
denn  wir  haben  nur  notwendige  Bedingungen  f&r  das  Ein- 
treten eines  Maximums  oder  Minimums  aufgestellt. 

Es  ist  leicht,  diese  Betrachtung  auf  den  Fall  zu  veraU- 
gemeinem,  wo  der  Integrand  f  nicht  nur  eine,  sondern  meh- 
rere willkürliche  Eonstanten  enthält.  Handelt  es  sich  z.  B.  um 
die  Extremwerte  eines  Integrals 

«X 

(6)  J^ff{x,y,y,a,ß)dx 

mit  zwei  willkürlichen  Konstanten  a  und  ß,  so  ergeben  sich 
außer  der  Eulerschen  Differentialgleichung  noch  zwei  Be- 
dingungen, die  sich,  weil  Satz  20  von  488  leicht  zu  verallge- 
meinem ist,  so  darstellen: 

Xq  Xq 

Entsprechendes  gilt,  wenn  das  Integral  mehrere  unbekannte 
Funktionen  mit  Ableitungen  höherer  Ordnungen  enthält. 

909.  Umformimg  eines  Integrals  mit  ver&nder- 
llchen  Orensen  in  ein  Integral  mit  festen  Grenaen. 

Wir^gehen  nach  dieser  Vorbereitung  zu  der  in  üfr.  908  ange- 
kündigten Verallgemeinerung  über,  nämlich  zur  Betrachtung 
von  Integralen 

(1)  J-ffi^^  y;  y')  dx, 

bei  denen  weder  die  Grenzen  x^  und  x^  noch  die  Werte  y^ 
und  y^y  die  der  Funktion  y  Ton  x  an  den  Grenze  zukommen, 
vorgeschrieben  sind,  vielmehr  nur  verlangt  uHrd,  daß  y^  und  y^ 
gegd)ene  FunkHonen  von  x^  hew.  x^  seien: 

(2)  yo==^(^o);  yi-^^C^i)- 
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Solche  Int^rale  (1)  lassen  sich  leicht  durch  Anwendung 
des  in  Nr.  48ö  angedeuteten  Verfahrens  in  Integrale  mit  festen 
Ghrenzen  rerwandeln.  Man  führt  nämlich  eine  neue  xmab- 
hängige  Veränderliche  t  yermöge 

(3)  x^x^  +  {x^  —  Xq)  t 

ein.  Dann  durchläuft  x  das  luteryall  von  x^  bis  x^^  wenn  t 
von  0  bis  1  wächst.  Wegen  dx  =  {x^  —  x^  dt  lautet  das  her- 
vorgehende Integral  so: 

1 

(4)  J'-ffi»,y,y')(.x,-x,)dt. 

0 

Hierin  bedeutet  x  die  Funktion  (3)  von  t  Infolgedessen  wird 
auch  y  als  Funktion  von  t  aufzufassen  sein.  Sie  hat  f&r  ^=»0, 
d.  h.  fttr  a?  —  Xq  den  Wert  y^  oder  l  (a;^)  und  för  ^  =  1,  d.  h. 
fflr  X'^Xi  den  Wert  y^  oder  fi(^i).  Man  kann  überdies  statt 
y  eine  neue  unbekannte  Funktion  u  einführen,  die  an  beiden 
Grenzen  feste  Werte ,  z.  B.  den  Wert  Null  hat.  Dies  ist  der 
Fall  bei  der  Funktion  von  y  und  t: 

(5)  u~y-l(x,){l-t)-(,iz,)L 
Demnach  setzen  wir  in  (4): 

(6)  y  =  u  +  X{x^)il-t)  +  it{x^)t. 

Da  y'  die  Ableitung  dy :  dx  vorstellt,  kommt  außerdem  nach 
(6)  und  (3): 

du 


(7)  y'  =- 


X^  Xq 


Versteht  man  demgemäß  unter  Xj  y  und  y'  in  (4)  die  Ausdrücke 
(3),  (6)  und  (7)^  so  bekommt  das  Integral  die  Form: 

(8)  J^=J9(^«*»^>^o>^l)^^• 

0 

Dabei  ist  u  eine  noch  unbekannte  Funktion  von  t,  die  an  den 
Grenzen  f  =  0  und  ^  =  1  verschwindet,  während  Xq  und  x^^ 
willkürliche  Konstanten  bedeuten.  Mithin  ordnet  sich  das  Inte- 
gral jetzt  der  allgemeinen  Form  (6)  in  voriger  Nummer  unter, 
sobald  man  darin  nur  x,  y^  a,  ß  durch  t,  u,  x^^  x^  ersetzt. 
Deshalb  können  wir  nunmehr  definieren:   Als  eine  Funktion, 
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die  das  vorgelegte  Integral  (1)  mii  veränderlichen  Qreneen  x^ 
und  a?i  unter  den  Chrenäbedingungen  yo  ""  ^  (^o)  ^^^  Vi^  1^  (^i) 
zu  einem  Maximum  oder  Minimum  macht,  wird  jede  Funktion 
y  von  X  bezeichnet^  zu  der  nach  (6)  und  (3)  eine  Funktion 
u  von  t  gehört,  die  das  Int^ral  in  der  neuen  Form  (8),  worin 
Xq  und  x^  unUkürliche  Konstanten  bedeuten,  zu  einem  Maximum 
oder  Minimum  macht,  und  zwar  unter  der  Bedingung,  daß  u  für 
t^O  und  <  =  1  verschwindet. 

Ans  den  Ergebnissen  der  yorigen  Nummer  folgen  drei 
Bedingungen,  die  dann  erfdllt  sein  müssen:  die  Eulersche 
Differentialgleichung  ffir  die  Funktion  u  von  t,  die  Bedingung 
dJ :  dXf^  =  0  und  die  Bedingung  dJ:  dx^  —  0.  In  der  nächsten 
Nummer  werden  wir  feststellen,  wie  sich  diese  drei  Glei- 
chungen in  den  ursprünglichen  Größen  x  imd  y  ausdrücken. 

910.  Bedlnifimgeii  fttr  die  Bzireinwerte  eines  Xn- 
tegrale  mit  verinderliclien  Orensen.  Es  handelt  sich 
jetzt  darum,  das  Integral  (4)  der  yorigen  Nummer,  nämlich 

(1)  'T^-ffix,  y,  y')  {x,  -  «,)  dt, 

0 

worin  x,  y  und  y'  die  Bedeutungen 

y  ^u  +  X(x^)(l'-t)  +  fi(x;)t. 


(2) 


y- 


du 


a?j  *■"  Xq 


haben,  durch  geeignete  Wahl  der  Funktion  u  yon  t,  die  für 
^  B  0  und  t »  1  yerschwindet,  und  durch  geeignete  Wahl  der 
Eonstanten  x^  und  x^  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu 
machen. 

Da   (x^  —  Xq)  f  der  Integrand    ist,   lautet  die   Eulersche 
Differentialgleichung  für  u  entsprechend  (3)  in  Nr.  908  so: 

du  dt        r,du 

^df 

Nach  (2)  ist  aber: 
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du  ^^1      ^o)     du      'f"' 

dt        ^du  dt        dx  dt       ^^       ^^}~d^' 

^Tt' 

Mithin  nimmt  die  Etdersche  Differentidlgleidiimg  wieder  die  be- 
kannte äUe  Farm  an: 

Femer  ist: 

Da  x^  nach  (2)  in  x,  y  nnd  t/  anflritt,  muß  hierin 

^^^-fJ  +  fy^  +  f, ^^z:^^ — 

•C|   "~~  Xq  '  Ä?!  "^  Xq  »     »Cj  ""~  «^0 

gesetzt  werden.   Außerdem  ist  dt^dx:  (x^  ^  a?^).   Also  kommt: 
(4)    ^x,-x,)lf^^J[f,ix-x,)+f^(i,'ix-x,)+f^i(i,'-y')+f]dx. 


Hierin  kann  man  nun 


f.'%-f,J^-f,f 


einsetzen^  so  daß  sich  ergibt: 


(5)    (X,  -  X,)  l^-ß^^jf'^^dx  -ff^f/'ix  -  x,)dx 


*0 

9, 


+/[/•>'- yO  (*- *o) +/;<  (f*' -  y')]  <««• 


Das  zweite  Integral  rechterhand  kann  mittels  teilweiser  Inte- 
gration umgeformt  werden  in: 
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:-/»' 


ifrf  («  —  »o) 


\ff^  (35  -  «o)],  -  /  V  —ÄZ. <?*• 


JT«, 


Führt  man  dies  in  (5)  ein  und  ersetzt  man  f^  gemäß  der 
Eulerscben  Gleichung  (3)  durch  df^ :  dx^  so  kommt: 

Hier  lassen  sich  die  Integrale  auswerten,  so  daß  sich  ergibt : 
Da  aber  ic  —  oTq  für  x  ^  x^  verschwindet,  bleibt  übrig: 

(6)  g-[/^+0*'-yO/-^V 

Der  Index  1  deutet  an,  daß  der  in  der  Klammer  stehende 
Ausdruck  für  x  '^  x^  zu  bilden  ist.  Mithin  lautet  die  Bedingung 
dJ:  dXi  «  0  so: 

Ganz  entsprechend  wird  sich  cJ:dx^  =  0  darstellen.  Folglich 
haben  wir  für  diejenigen  Funktionen  y  von  x,  die  unter  den 
Vorschriften  y©  —  ^  (^o)  ^'^  ^i  "=  f*  (^i)  ^^  Integral 


J^ff{x,yyy)dx 


mit  veränderlichen  Grengen  zu  einem' Extremwerte  machen ^  drei 
Bedingungen  erhalten,  nämlich  außer  der  EuUrsdien  Gleichung 

die  beiden  Grenzbedingungen: 

(8)      [f+(^'-y')/-^]o-o.   [/+Ot'-y')/'^],-o. 

Die  Indizes  0  und  1  sollen  hier  wie  in  den  folgenden  Nummern 
die  Annahmen  x^  x^^  und  x^  x^  andeuten. 

Die  allgemeine  Lösung  von  (7)  enthält  zwei  Integrations- 
konstanten, die  den  beiden  Grenzbedingungen  (8)  zu  unter- 
werfen sind.  Wieder  ist  zu  bemerken,  daß  man  so  zwar  zu 
einer  beschränkten  Anzahl  von  Funktionen  y  und  Grenzwerten 
910] 
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a?o  imd  Xi  gelangen  wird,  die  allein  fOr  das  Eintreten  eines 
Maximams  oder  Minimums  von  J  in  Betracht  kommen,  daß 
aber  für  sie  kein  Extremwert  eintreten  muß. 

911.  Bztremwerte  Ton  Integralen  mit  ▼erlnder* 
liehen  Orensen  und  iwel  unbekannten  Fnnktlenen. 
Wir  betrachten  jetzt  wie  in  Nr.  902  ein  Integral 

«i 
(1)  J^ff(x,y,0y,/)dx 

mit  0icei  unbekannten  Funktionen  y  und  0  von  x.  Deutet  man 
X,  y,  0  als  rechtwinklige  Koordinaten  im  Räume,  so  stellen  die 
Funktionen  y  und  $  von  x  eine  Baumkurre  dar.  Dann  werden 
Baumkurven  gesucht,  die  das  Integral  J  zu  einem  Maximum 
oder  Minimum  machen.  Aber  entgegen  den  Annahmen  yon 
Nr.  902  sollen  die  Ghrenzen  Xq  und  x^  nicht  bestimmt  gegeben 
sein.  Wenn  die  Werte  Yon  y  und  0  an  der  Orenze  X'=^Xq  mit 
y^  und  0^  und  an  der  Grenze  x^  x^  mit  y^  und  0^  bezeichnet 
werden,  so  daß  die  gesuchte  Kurve  vom  Punkte  (Xq,  y^,  0q) 
nach  dem  Punkte  (x^^  y^,  0^  geht,  sind  insbesondere  zwei 
Arten  von  Vorschriften  über  diese  beiden  Punkte  geometrisch 
wichtig: 

Erster  Fall:  Es   wird  vorgeschrieben,  daß  die  Punkte 

(p^oflfof^o)  ^^^  (j^hflfuh)  A^^  gegebenen  Kurven  Tc^  und  \ 
li^en,  längs  deren  die  rr-Koordinate  nicht  konstant  ist,  d.  h. 
es  sind  zwei  Gleichungenpaare  von  der  Form  gegeben: 


(2) 


Die  beiden  Kurven  Jc^  und  k^^  heißen  Qremhurven. 

Zweiter  Fall:  Es  wird  vorgeschrieben,  daß  die  Punkte 

i^oflfof^o)  ^^^  (^i;^!;^])  A^f  gegebenen  Flächen  F^  und  F^ 
liegen,  die  keine  Zylinder  parallel  zur  rr- Achse  sind,  d.  h.  es 
sind  zwei  Gleichungen  von  der  Form  gegeben: 

Die  beiden  Flachen  F^  und  J\  heißen  Oren0fläeken, 

Im  ersten  Falle  sind  x^  und  x^  willkürliche  Konstanten, 
während  y^,  0^  bzw.  y^,  0^  die  gegebenen  Funktionen  (2)  von  x^ 
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bzw.  x^  bedeuten;  im  zweiten  Falle  sind  y^,  g^,  y^^  g^  willkür- 
licbe  Konstanten^- während  x^  und  ^  die  gegebenen  Funk- 
tionen (3)  von  y^,  g^  bzw.  y^y  g^  bedeuten.  In  beiden  FäUen 
kann  man,  wie  wir  sehen  werden,  J  in  ein  Integral  mit  festen 
Ghrenzen  rerwandeln  und  neue  unbekannte  Funktionen  einfahren, 
die  an  diesen  Grenzen  den  Wert  Null  haben.  Aber  im  ersten 
Falle  treten  dann  in  dem  hervorgehenden  Integranden  noch 
gwd  willkürliche  Eonstanten  x^  und  x^  und  im  zweiten  Falle 
noch  vier  willkürliche  Eonstanten  y^j  g^.  y^,  g^  auf.  Im  ersten 
Falle  treten  demgemäß  zu  den  Eulerschen  Gleichungen  noch  gicei 
Bedingungen 

und  im  zweiten  Falle  noch  vier  Bedingungen 

w      li-o-  S-».  H-.-"'  w.-" 

hinzu. 

Im  ersten  Falle  machen  wir  nämlich  die  Substitution 

y-u  +  l,(x,)(l^t)  +  X,(x,)t, 
^-v  +  ii^  (Xo)  (1  -  0  +  Ml  M^f 

indem  wir  t  als  unabhängige  Veränderliche  und  u  und  i;  als 
unbekannte  Funktionen  einführen.  Dann  werden  x,  y,  g  f&r 
<=-0,  M  —  0,  t>  —  0  gleich  x^,  io(^o);  f*o(^o)  ^^^  ^^  <  —  1, 
ti  —  0,  «=-0   gleich  a?!,  ^{x^),  fti(a?i).    Nach  (6)  ist  femer 


(7) 


^        dx  ajj — Xf^ 

dx  aj| — x^ 


und 

1 

(8)  J-ff{!c,  y,  e,  y',  e')  {x,  -  a;„)  dt. 

0 

Hier  betrachten  wir  also  jetzt  x^  y,  gy  y\  g'  als  die  Funktionen 
(6)  und  (7)  von  <,  w,  v,  du: dt,  dvidt  und  von  zwei  wiUkür- 
liohen  Eonstanten  Xq  und  x^  Daher  liegt,  abgesehen  davon, 
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daß  noch  die  beiden  willkürlichen  Eonstanten  Xq  und  x^  anter 
dem  Integralzeichen  auftreten^  dasselbe  Problem  wie  in  Nr.  902 
Tor,  indem  jetzt  ^,  u,  t;  an  die  Stelle  Ton  x^  y,  0  treten.  Dem- 
nach ergeben  sich  entsprechend  (2)  in  Nr.  902  die  beiden  Etder- 
sd^en  Gleichungen: 

a(aH  — gp)/*      d  d(x^  —  x^)f      r.       3(a?i"-g»)^       d  d{x^'-x^)f      ^ 
du  dt       ^du       ^^^  dv  dt       ^dv       ""  ^" 

^lü  ^-di 

Führt  man  wieder  die  alten  YeriLnderlichen  ein^  so  erkennt 
man  leicht  wie  in  voriger  Nummer^  daß  diese  Bedingungen 
auf  die  gewohnten  Eulerschen  Gleichungen 

zurückkommen.  Dazu  treten  nun  die  beiden  Bedingungen  (4). 
Nach  (8)  ist.  aber: 


^-/[(*x-^)g  +  /|c*^ 


dJ 

di 

0 

und  hierin  hat  man  nach  (6)  und  (7)  zu  setzen: 

Man  kann  gerade  so  wie  in  Nr.  910  das  Integral  dJ:  cx^  um- 
formen, indem  man  die  Gleichungen  (9)  benutzt,  und  dann  er- 
gibt sich  entsprechend  der  Formel  (6)  der  yorigen  Nummer: 

^ -[/+ (V- yO/;- +  0*/ - -0 /•.],• 

Ein  entsprechender  Wert  geht  fUr  dJ:  dx^  hervor,  so  daß  die 
beiden  Gleichungen  (4)  die  Gfrenebedingungen  liefern: 


(10)  { 


If+iK-ylU  +  iN-iirAo"^, 


Im  0 weiten  Falle  erreichen  wir  durch  die  Substitution 

(11)  {  y-u  +  yo(l-0  +  y,^ 

0  ^v  +  0o{l-'i)  +  0it 

[•U 
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das  Gewünschte,  da  Xy  y,  a  dann  ffir  t^O,  u^  0,  v  ^0  die 
Werte  X  (y^,  g^),  y^^  und  0^  und  für^=-l,  m=-0,  »  —  0  die 
Werte  iidfif^i)^  yi  und  ir^  annehmen.     Außerdem  wird 


(12) 


du  , 

dos  ft  —  Z 

dx  ft  —  1 


und 

1 

(13)  J~  ff(x,  y.  g,  y ,  «0 (^  -  l) dt. 

0 

Man  erhält  also  wie  in  Nr.  902  zwei  Eulersche  Oldchungen, 
nämlich  die  auf  u  und  die  auf  v  bezügliche: 

du  dt       ^du      ""^'  dv  dt       ^dv       ""^' 

^di  ^di 

die  in  den  alten  Bezeichnungen  infolge  von  (11)  und  (12) 
wieder  die  alten  Formen  (9)  annehmen.  Dazu  treten,  weil  in 
dem  Integranden  von  (13)  noch  vier  willkürliche  Konstanten 
Vo}  ^o>  Vi}  ^1  vorkommen,  die  vier  Orenzbedingungen  (6).  Ins- 
besondere wird  nach  (13): 

0 

und  hierin  ist  nach  (11)  und  (12)  fär  dfidy^  der  Wert 

,       /du  ,      \  ^fi  dv  ,    , 

zu  eetzen,  so  daß  sich  ergibt: 

Dies  Integral  kann  man  gerade  so  wie  das  Integral  in  (4), 
Nr.  910;  behandeln,  indem  man  darin 

f>~^-f,y'-f.'''-f»'y"-f>-''" 

einführt;  die  Umformungen 
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y*/r.i»"(«  -  A)d«  -  \f,t'  {X  -  k)f-Js'[{x  -  A)  ^  +  f,]dx 

▼ornimmt  und  f^  und  /*,  nach  (9)  darch  df^ :  da?  nnd  df^ :  da; 
ersetzt.    Dann  kommt: 

oder,  da  a?o  «  A  und  x^  ^  (i  infolge  von  (11)  ist: 

Entsprechende  Werte  gehen  fOr  dJ:  dg^  sowie  für  dJ*:  dy^  nnd 
für  ^ciT:  d;er0  hervor^  so  daß  die  Gleichungen  (5)  die  vier  Grenz- 
hedingungen  liefern: 

912.  Oeometrische  Dentnng  der  arenibediiigiingan 
bei  einer  gewissen  Sasse  von  Angaben.  In  der  Ebene 
oder  im  Räume  mit  den  rechtwinkligen  Koordinaten  o?,  y  bzw. 
Xf  yy  0  sei  jeder  Stelle  eine  Größe  gesetzmäßig  zugeordnet- 
Dies  geschieht  durch  Annahme  einer  Funktion  tp  der  Koordi- 
naten, die  man  eine  Ortsfunktion  nenni  Ferner  sei  ds  das 
Bogenelement  einer  Kurve,  die  in  der  Ebene  durch  eine  Funk- 
tion y  von  X  und  im  Baume  durch  zwei  Funktionen  y  und  0 
von  X  dargestellt  wird.  Dabei  ist  nach  (1)  in  Nr.  193  bzw. 
nach  (6)  in  Nr.  267: 

(1)      ds'^yi  +  y^dx    bzw.    ds^Yl  +  y^  +  0*dx. 

Man  kann  sich  nun  die  Aufgabe  stellen,  eine  Kurve  0U  ermittdn 
fär  die  das  Integral 

fq>ds 

einen  Extremwert  erreicht,  vorausgesetzt,  daß  Anfangspunkt  und 
Endpunkt  der  Kurve  entweder  auf  0U)ei  gegebenen  Orenzhirven 
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J^  und  k^  oder  auf  sfwei  gegAenen  GrefUfflächen  Fq  und  jF\ 
liegen  sollen.    Das  Integral  hat  nach  (1)  die  Form: 

(2)  J''fq>{x,y)yi^^dx  hzw.  J^fq>(x,y,0)yi+y'^+/^dx. 

Man  kann  dem  Problem  eine  physikalische  Dentung  beilegen, 
indem  man  nnter  der  Ortsfunktion  q>  die  Dickte  der  mit  Masse 
hdegten  Kurve  an  der  dnrch.  die  Koordinaten  bestimmten  Stelle 
versteht.  Dann  stellt  J  die  Gesamtmasse  der  Enrre  dar,  so 
daß  es  sich  z.  B.  nm  die  Aufgabe  handelt,  diejenige  Enrre  zu 
ermitteln,  deren  Masse  ein  Minimum  hat.  Aber  auch  das  Problem 
der  BotationsJläche  von  kleinstem  Flacheninhalte  in  Nr.  900 
sowie  das  der  Brachistochrone  in  Nr.  901  und  903  führt  auf 
ein  Integral  von  der  Form  (2). 

Wir  betrachten  der  Einfachheit  des  Ausdruckes  halber  nur 
iZaumkurren,  und  es  seien  a,  ß,  y  die  Richtungskosinus  der 
Tangente  der  gesuchten  Kurve,  so  daß  nach  (7)  in  Nr.  252 

(3)  ^=4,    /-i 

ist.  Bei  der  Annahme  zweier  GremhMrven  Iq  und  Jc^,  d.  h, 
im  ersten  FaUe  der  vorigen  Nummer,  wo 

yo--^(^o).    ^o-/*oK).        yi--^(^i),    ^i-/*i(^) 

ist,  seien  femer  a^,  ß^,  y^^  und  a^,  ß^,  y^  die  Richtungskosinus 
der  Tangenten  der  Grenzkurven,  also: 

;  '  =  ^«       11 '  «  ^«  3  '  —  ^1       ff  '  —  y« 

Weil  überdies  nach  (2)  der  Integrand 

(4)  f^,p  {X,  y,  «)yi+y'»  +  /» 

ist,  gibt  die  erste  Grenzbedingung  (10)  der  vorigen  Nummer, 
wenn  (p{Xf^^  y^,  0q)  nicht  verschwindet: 

[i+?+S+(&-4)l+(&-i)ii-o 

oder  wegen  a*  +  /J*  +  y*  «—  1 : 

l^f^  +  ßoß  +  nrX'-^f 

und  die  zweite  liefert  entsprechend: 
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Dies  besagt  Dach  Nr.  252:  Die  gesuchte  Kurve  trifft  die  beiden 
Grensfkurven  senkreckt. 

Dasselbe  gilt  im  Falle  eines  Problems  von  der  gekenn- 
zeichneten Art  in  der  Ebene,  Da  außerdem  die  Eulerschen 
Differentialgleichungen  immer  dieselben  wie  im  Falle  fester 
Anfangs-  und  Endpunkte  sind^  kann  man  z.  B.  aus  Nr.  900 
schließen:  Wenn  in  der  Ebene  zwei  Kurven  T^  und  \  gegeben 
sind  und  zwischen  ihnen  eine  Kurve  gezogen  werden  soll,  durch 
deren  Drehung  um  die  a:-Achse  eine  JRotatUmsfläche  von  kleinster 
Oberfläche  entsteht,  muß  die  gesuchte  Kiure  eine  Kettenlinie 
sein,  die  die  :z>-Achse  zur  Leitlinie  hat  und  beide  Grenzkurven 
k^  und  \  senkrecht  trifft.  Ebenso  folgt  aus  Nr.  903:  Die- 
jenige Kurve  zwischen  zwei  gegebeneu  Kurven  Jcq  und  k^,  auf 
der  ein  Punkt  unter  dem  Einflüsse  der  Schwere  ohne  Rei- 
bung am  schnellsten  von  einem  Ende  zum  andern  gelangt^  d.  h. 
die  BrachistotArone,  ist  eine  gemeine  Zykloide^  die  beide  Grenz- 
kurven senkrecht  schneidet. 

Wir  wenden  uns  zu  der  Annahme,  daß  das  zweite  Inte- 
gral (2)  einen  Extremwert  unter  der  Voraussetzung  zweier 
Grenzflächen  F^  und  F^  haben  soll  Dabei  mögen  Xq,  Fq,  Z^ 
und  X|,  Ti,  Z^  die  Bichtungskosinus  der  Normalen  der  Grenz- 
flächen sein.  Hier  liegt  der  g weite  FäU  der  vorigen  Nummer 
vor,  wo  die  Grenzflächen  durch  die  Gleichungen 

gegeben  sind.    Folglich  ist  nach  (10)  in  Nr.  253: 

Da  außerdem  der  Integrand  die  Form  (4)  hat,  werden  die 
Grenzbedingungen  (14)  der  vorigen  Nummer  mit  Bücksicht 
auf  (3)  diese: 

s-ä-».  a-ä-».  g-ä-».  [i-ä-o. 

vorausgesetzt,  daß  die  Funktion  q>  nicht  für  die  Wertsysteme 
XQy  y^,  0Q  und  x^,  y^,  z^  verschwindet.  Sie  besagen,  daß  die 
Tangenten  der  gesuchten  Kurve  an  den  Stellen  {x^,  y^,  z^  und 
ip^ij  Viy  ^i)  ^^^  ^^^  Normalen  der  Grenzflächen  zusammen- 
fallen, daß  (üso  die  gesuchte  Kurve  beide  Grenzflächen  senkreckt 

schneidet. 
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§  4.  Probleme  mit  Nebenbedingnngen. 

918.  Isoperlmetrisohe  Problem«.  Dieser  Name  wird 
auf  eine  Reihe  von  Aufgaben  deshalb  angewandt^  weil  sich  die 
einfachste  unter  ihnen  auf  die  Bestimmimg  einer  geschlosse- 
nen Eurye  in  der  Ebene  bezieht,  die  hei  vorgeschriebenem  um" 
fange  (Perimeter)  die  größte  Fläche  eiuschliefit.  Der  umfang 
einer  Kurve  wird  ebenso  wie  ihr  Flächeninhalt  durch  ein  Integral 
dargestellt.  Das  angegebene  Problem  ordnet  sich  deshalb  der 
folgenden  allgemeineren  Fassung  unter: 

Vorgelegt  sei  ein  Integral  Ton  der  Form: 

(1)  J~ff{x,y,y')dx. 

Gesucht  werden  Funktionen  y  von  Xj  für  die  J  ein  Maximum 
oder  Minimum  erreicht,  vorausgesetzt y  daß  ein  anderes  vorge- 
legtes Integral  von  der  Form 

(2)  K^jq>{x,y,y')dx 

einen  gegebenen  Wert  l  hat.  Dabei  seien  die  Grenzen  x^  und  x^ 
gegebene  Konstanten,  ebenso  seien  diejenigen  Werte  y^  und  y^ 
gegeben,  die  der  Funktion  y  an  den  Ghrenzen  zukommen. 

Die  in  Nr.  897  gegebene  Definition  der  Extremwerte  gilt 
auch  hier;  man  muß  sich  nur  bei  der  Variation  von  y  auf 
Funktionen  y+Sy  beschränken,  die  den  Yorgeschriebenen  Wert 
l  des  Integrals  K  nicht  ändern. 

Wie  in  Nr.  898  nehmen  wir  die  Variation  Sy  von  y  in 
besonderer,  aber  etwas  anderer  Art  als  damals  an:  Es  seien  17 
und  <&  im  Intervalle  von  x^  bis  x^  zwei  Funktionen  von|  x^ 
die  für  x^Xq  und  x-^x^  verschwinden.  Die  absoluten  Betrage 
von  1}  und  d*  werden  dabei  unterhalb  einer  Grenze  m  bleiben. 
Ist  6  eine  vorgegebene  beliebig  kleine  positive  Größe,  so  mögen 
h  und  h  zwei  Größen  sein,  für  die 

(3)  |Ä|<1^,    W<li 

ist.  Nunmehr  ist  der  absolute  Betrag  von  r^h  +  %''k  im  Inter- 
valle von  x^  bis  x^  kleiner  als  6.  Folglich  darf  man  dy  gleich 
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rih  +  d'k  annehmen.     Dann  hat  J  die  Variation: 

(4)  8J^f[f{x,  y  +  1JÄ  +  dÄ,  y'+  v'h  +  #'*)  -  f(x,  y,  y')]  dx. 

Da  aber  der  Zuwachs  dK  von  K  gleich  Null  sein  soU,  darf  man 
h  nnd  Je  nur  so  wählen;  daß  die  Bedingung  erftUlt  wird: 

«0 

Wenn  das  Integral  J  für  eine  gewisse  Funktion  y  ein 
Maximum  oder  Minimum  erreicht^  während  K  für  sie  gleich 
der  Torgeschriebenen  Ghröße  l  wird,  ist  SJ  nie  positiv  bzw. 
negativ,  wie  auch  h  und  h  unter  den  Bedingungen  (3)  und  (5) 
gewählt  sein  mögen.  Denken  wir  uns  nicht  nur  die  noch 
gesuchte  Funktion  y  in  (4)  und  (5)  eingesetzt,  sondern  auch 
fj  und  d'  in  bestimmter  Weise  als  Funktionen  von  x  gewählt, 
so  bedeuten  dJ  und  SK  Funktionen  von  h  und  k  aUein,  etwa: 

Also  ist  zu  fordern,  daß  F{h,  h)  für  ä  =  ä»=0  ein  Maximum 
oder  Minimum  erreiche,  falls  für  alle  erlaubten  Werte  von  h 
und  h 

a)(Ä,Ä)  — 0 

ist.  Dies  ist  eine  Aufgabe,  die  nach  Satz  7  von  Nr.  166  be- 
handelt werden  kann.  Danach  gehen  wir  so  vor,  als  ob  es 
sich  um  die  Bedingungen  dafür  handle,  daß  die  Funktion 

F(h,k)  +  lm{h,Jc) 

von  h,  h  und  einer  Hilfsveränderlichen  X  ffln  h,  Je  und  einen 
gewissen  Wert  Aq  von  X  ein  Maximum  oder  Minimum  erreiche, 
d.  h.  wir  setzen  die  Ableitungen  von  F+Xcj  nach  A,  nach  Je 
und  nach  X  gleich  Null  für  das  Wertsystem  %— 0,  i-oiO,  A— Aq. 
Dies  liefert: 

Der  Index  Null  deutet  dabei  die  Substitution  A  »  %  —  0  an. 
Die  letzte  Bedingung  ist  schon  befriedigt,  weil  (o(&,  k)  die 
Variation  8K  bedeutet,  die  nach  (5)  für  A  ••  J;  —  0  ver- 
schwindet.   Also  bleiben  die  beiden  Bedingungen 

(6)  [F,  +  X,a,,l~0,    iF,  +  X,a,,\^0 

[•IS 
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übrig,  um  sie  auszuwerten,  haben  wir  zu  bedenken,  daß 
F+Xq(o  oder  dJ+k^öK  nach  (4)  und  (5)  ein  von  X'^x^ 
bis  X  ^  Xi  erstrecktes  Integral  mit  dem  Integranden 

fix,  y  +  fih  +  »Je,  y+r{h  +  »'k)-f{x,y,  y') 

ist.  Nach  Satz  20,  Nr.  488,  der  leicht  auf  Integrale  mit  mehr 
als  einem  Parameter  auszudehnen  ist,  ergeben  sich  die  Ab- 
leitungen nach  h  und  h,  wenn  man  die  Differentiationen  unter- 
halb des  Integralzeichens  ausführt  Da  femer  schließlich 
A  «e  %  a.  0  zu  setzen  ist,  gehen  die  beiden  Bedingungen  (6)  in 
der  Form  hervor: 

/{fy^  +  fy'n  +  K{%n  +  9>/V)]^«-o, 

«0 

Hierin  bedeuten  f  und  ^  die  gegebenen  Funktionen  f{Xf  y,  y') 
und  <p{x,y,y).  Beide  Gleichungen  besagen  dasselbe,  nämlich, 
daS  es  sich  um  diejenige  Bedingung  handelt,  unter  der  die 
erste  Variation  des  Integrals 

f[f{^,  y,  yO  +  ^^{^f  y,  y')]^^ 

verschwindet. 

Ob  wir  hier  X^  oder  A  schreiben,  ist  einerlei.  Daher  hat 
sich  gezeigt,  daß  das  vorgelegte  isoperimetrische  Problem  so  gute- 
handeln  ist,  als  ob  nicht  die  Extremwerte  des  Integrals  J  unter 
der  Bedingung  K'='l,  sondern  die  Extremwerte  des  Integrals 
J+  XK  an  sich  gesucht  würden,  wobei  k  eine  Konstante  be- 
deutet. Die  gesuchte  Funktion  y  von  x  muß  daher  nach  (4)  in 
Nr.  899  die  Eulersche  Gleichung 

^^^  dy  dx      dy        "^ 

be£riedigen.     Dies  ist   eine   gewohnliche  Differentialgleichung 

zweiter  Ordnung  für  die  Funktion  y  von  x,  und  sie  enthalt 

eine   Eonstante   X.    Ihre   allgemeine   Lösung  y  ist  also  eine 

Funktion  von  x,  von  X  und  von  zwei  Integrationskonstanten 

918] 
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G^  und  C,.  Nun  ist  weiterhin  zu  fordern,  daß  das  zweite  yor- 
gelegte  Integral  K  den  Wert  l  annehme  und  daß  y  für  o;  -=  x^ 
den  Werl  y^  und  für  x^x^  den  Wert  y^  habe.  Dies  sind 
gerade  drei  Bedingungen  für  die  drei  Eonstanten  X,  C^  und  C^. 
Hierbei  muß  jedoch  vorausgesetzt  werden,  daß  die  Glei- 
chung a)(Ä,  *)  =-  0  oder  dK'^O,  die  zwischen  den  in  F(h,  h) 
oder  dJ  vorkommenden  beiden  Größen  h  und  k  besteht,  nicht 
frei  von  h  und  h  sei.  Dazu  reicht  es  aus,  vorauszusetzen,  daß 
die  Ableitungen  von  cd  oder  SK  nach  h  und  k  an  der  Stelle 
A  »  J; »  0  nicht  beide  gleich  Null  seien,  d.  h.  daß 

j(%V  +  Vy'n)^^    ^nd    j {fp^%'  +  q>^'%'')dx 

nicht  beide  gleich  NuU  seien.  Andernfalls  wäre  die  Funktion  9 
so  heschaffen,  daß  für  sie  die  erste  Variation  des  Integrals  K 
verschwände,  so  daß  97  die  Eulersche  Gleichung 

/g\  ^ ^  l£  „  0 

^  ^  dy       dxdy' 

erfüllte.  Wir  setzen  daher  voraus^  daß  die  Funktion  y,  die  sich 
auf  Grund  der  vorhergehenden  Eechnungen  ergibt^  nicht  auch 
die  Eulersche  Gleichung  (8)  befriedigt. 

Unsere  Betrachtungen  liefern  natürlich  wieder  nur  not- 
wendige und  nicht  auch  hinreichende  Bedingungen. 

914.  Kurve  gröBten  Fl&ohenlnhalts  bei  gegebener 
Bogenlänge.  Zunächst  behandeln  wir  als  Beispiel  hierzu  die 
in  voriger  Nummer  erwähnte  Aufgabe:  In  der  Ebene  seien 
ewei  Punkte  {x^,  y^  tmd  (a?i,  y^  gegeben,  und  es  scU  di^enige 
Kurve  gefunden  werden,  die  vom  einen  Punkte  mm  andern  geht, 
die  gegd>ene  Länge  l  hat  und  eusammen  mit  der  x-Achse  und 
den  Ordinalen  des  Anfangs-  und  Endpunktes  die  größte  Fläche 
einschließt  Nach  Satz  7,  Nr.  411,  und  Satz  2,  Nr.  542,  soll 
also  das  Integral 


■f'. 


ydx 


unter  der  Bedingung 


K^f^l  +y^dx^l 

[91S,  914 


686  Kap.  IX.   Einleitung  in  die  Yariationsiedmung 

ein  Maximum  werden.  Die  Eolersche  Differentialgleichung  (7) 
der  Yorigen  Nummer  ist  för  f^y  und  y  — f/l  +  y'*  zu  bilden, 
und  da  /*+  A9  von  x  und  von  y"  frei  ist,  ergibt  sich  nach  (6) 
in  Nr.  905 

^     yi  +  y" 

oder: 

yi«-(C-y)« 

Hier  ist  0  eine  Integratioiukonstante.  Mit  Hilfe  einer  zweiten 
Konstante  C  kommt  mithin: 


«-C'+l/A«-(C-y)». 
Also  wird 

(a;  _  CO«  +  (y  -  C)»  -  A», 

d.  h.  die  Eurye  ist  ein  Krei^>ogen. 

91B.  Sotationsll&ohe  von  Uelnster  Oberfl&ohe  bei 
gegebener  Merldianlftnge.  Als  zweites  Beispiel  behandeln 
wir  eine  Aufgabe,  die  zwar  an  die  in  Nr.  900  erinnert^  aber 
doch  wesentlich  anders  ist:  In  der  Ebene  seien  ewei  Punkte 

(^09  Vo)  *^^  (p^if  Vi)  9^^>^^'  Es  soU  düjenige  Kurve  wm  einen 
Bum  andern  Punkie  gefunden  werden^  die  eine  gegd>ene  Länge  l 
hxt  und  hei  der  Drehung  um  die  x-Ächse  eine  BoUUiansftäche 
von  kleinster  Oberfläche  erzeugt.  Nach  Nr.  900  handelt  es  sich 
um  das  Minimum  des  Integrals 

J'-fyVr+pdx 

unter  der  Bedingung: 

K^fyi+y^dx^i. 

Insbesondere  kann  man  wie  in  Nr.  900  die  y-Achse  so  wählen, 
daß  Xq'^  —  tty  Xi^  +  a  wird.  Nach  Nr.  913  verfahrt  man 
so,  als  ob  es  sich  um  die  Extremwerte  des  Integrals 

+  a 

.    J+XK^f(f,  +  l)Yr+y^dx 


— a 


handelte.  Dies  Integral  geht  aus  dem  Integral  J  von  Nr.  900 
hervor,  wenn  man  y  durch  y  +  X  ersetzt,  da  y  dabei  unge- 
914,  915] 
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ändert  bleibt  Folglich  ergibt  sich  eine  Kettenlinie,  deren  Leit- 
linie eine  gewisse  Parallele  sswr  x-Achse  ist,  und  zwar  diejenige 
Eettenlinie^  die  die  beiden  gegebenen  Punkte  verbindet  und 
die  gegebene  Länge  l  hat. 

Nach  der  Giddinschen  Begd  in  Nr.  589  ist  die  Ordinate 
des  Schwerpunktes  der  Kurve  gleich  der  Oberfläche  der  Rota- 
tionsfläche^  dividiert  mit  2^2.  Mithin  erreicht  die  Ordinate  zu- 
gleich mit  der  Oberfläche  ein  Minimum.  Dies  steht  damit  im 
Einklänge,  daß  man  die  Eettenlinie  mit  wagerechter  Leitlinie 
in  der  Mechanik  als  diejenige  Kurve  von  ffeffebener  Länffe 
zwischen  zwei  Punkten  definiert,  deren  Schwerpunkt  am  tirf- 
sten  liegt. 

916.  BotaUomiflftche  Ton  gröBtem  ▼olnm^n  b«l 
gegebener  K^ridiaiüftiige.  Wieder  seien  in  der  Ebene 
zwei  Punkte  {x^,yo)  und  (x^^ifi)  gegeben.  Gesucht  wird  die- 
jenige Kurve  vom  einen  eum  andern  Punkte,  die  eine  vorge- 
schriebene Länge  l  hat  und  durch  Drehung  um  die  x-Ächse  eine 
BotcMonsfläche  von  größtem  Volumen  erzeugt.  Nach  (2)  in 
Nr.  566  handelt  es  sich  um  das  Maximum  des  Integrals 

*i 
J  =  fyHx 

unter  der  Bedingung: 

K^fyi+y^dx^l. 


Weil  hier  f^y^  und  y  =»}/l  +  y'^,  also  f+kq>  von  x  frei  ist, 
gibt  die  Eulersche  Gleichung  (7)  von  Nr.  913  nach  (6)  in 
Nr.  905: 

wo  C  eine  Konstante  ist.    Hieraus  folgt: 

^,_    (C7~yVy_, 

Durch  Vertauschen  von  x  mit  y  erkennt  man,  daß  die  ge- 
suchte Kurve  eine  elastische  Kurve  ist;  vgl.  1.  Beispiel,  Nr.  797. 
917.  BotationaflL&che  von  kleinster  Oberfl&ohe  bei 
gegebenem  Volnmen.    Es  soll  diejenige  Kurve  in  der  Ebene 
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0wischen  zwei  gegd}enen  Punkten  (^oiVo)  ^^  C^i'^i)  ^^i^^ 
werden,  die  hei  der  Drdiung  um  die  x- Achse  eine  RotcUiansfläeke 
von  gegAenem  Volumen  V  und  kleinster  Oberflädie  erzeugt,  d.  h. 
das  Integral 

J-fyVr+pdx 

soll  unter  der  Bedingung 


K^fy^dx^V 


ein  Minimum  werden.  Die  Eulersche  Differentialgleichung  (7) 
von  Nr.  913  gibt  nach  (6)  in  Nr.  905 

Xy*  +    ,    ^        —  konst, 

und  die  Auflösung  dieser  Gleichung  nach  1 :  y'  oder  dx :  dy 
zeigt  9  daß  es  sich  um  die  in  Nr.  799  besprochenen  Kurven 
handelt^  siehe  (3)  ebenda.  Mithin  ist  die  gesuchte  Fläche  eine 
Rotationsfläche  von  konstanter  mittlerer  Krümmung. 

818.  Allgemeinere  Isoperlmetrieche  Probleme.  Vor- 
gelegt sei  ein  Integral  von  der  Form: 

(1)  J-~ff{x,y,y',y")dx. 

Man  soll  y  so  als  Funktion  von  x  bestimmen,  daß  J  unter 
zwei  Bedingungen  von  der  Form 

•^1  -  J  9  («» y,  y'>  y")  dx-i^, 


(2) 


■Ki -/*(«,  y,y',y")  <*«-?! 

einen  Extremwert  erreicht.  Dabei  seien  x^,  x^,  l^,  l^  und  die 
Werte  y^,  y/  und  y^,  y/,  die  y  und  y'  für  a; «  Xq  und  x^x^ 
erreichen^  gegebene  Eonstanten.  Femer  sollen  f,  q>  und  ^  ge- 
gebene Funktionen  von  x,  y,  y  und  y"  bedeutend 

Da  man  hier  wie  in  Nr.  913  schließen  kann,  wollen  wir 
uns  auf  die  notwendigsten  Angaben  beschranken:  Als  Varia- 
tion 6y  wählt  man 
917,  918 
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dy^v^  +  ^iK  +  ^ihf 

wobei  fjf  d'i,  ^1  drei  Funktionen  von  x  bedeuten,  die  nebst 
ihren  Ableitungen  erster  Ordnung  für  X'^  x^  und  für  x  '^  x^ 
Tersch winden ;  während  h,  k^,  k^  drei  Größen  sind,  die  wie  k 
und  h  in  Nr.  913  gewissen  Ungleichungen  genügen.  Wie  in 
Nr.  913  unter  (4)  ergibt  sich  für  die  Variation  8J  ein  Inte- 
gral, dessen  Integrand  die  Differenz  von 

f(x,  y  +  vh  +  »i\  +  ^,*„  y  +  r{h  +  d/*i  +  ^/Ä,, 

'und   f{Xy  y,  y,  y")    ist.    Entsprechend   der   Gleichung  (5)   in 
Nr.  913  bestehen  dabei  zwischen  hy  \  und  k^  die  beiden  Be- 
dingungen: 
(3)  (JiTj-O,    iJZ,-0. 

Dabei  sind  dKy^  und  dK^  gerade  so  wie  8J  zu  bilden,  nur 
steht  (p  bzw.  ^  anstelle  von  f.  Nun  muß  die  gesuchte  Funk- 
tion y  Ton  X  so  beschaffen  sein,  daß  dJy  aufgefaßt  als  Funk- 
tion von  hj  k^  und  k^^  unter  den  beiden  Bedingungen  (3),  die 
als  Gleichungen  zwischen  %,  \  und  k^  zu  betrachten  sind,  für 
A  <—  i^  -"  &i  —  0  ein  Maximum  oder  Minimum  erreicht.  Die 
gesuchten  Bedingungen  gehen  daher  nach  Satz  7  von  Nr.  166 
hervor,  wenn  man  statt  dessen  verlangt,  daß  die  Funktion 

Yon  hfk^yk^  und  zwei  Hilfsgrößen  X^  und  il,  für  A  —  X:^  «=  Ä:,  —  0 
und  gewisse  Werte  yon  X^  und  X^  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum erreicht.  Diese  Forderung  führt  wiederum  dazu,  daß  die 
erste  Variation  von 

J+  X,K,  +  X^K,  ^f(f+X,ip  +  X^i^)dx 

für  gewisse  konstante  Werte  von  X^  tmd  X^  yerschwinden  muß. 
Mithin  hat  man  nach  (4)  in  Nr.  904  die  Eulersche  Differentiale 
gleichung  zu  bilden: 

dy  dx  dy 

Sie  ist  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  vierter  Ordnung 

S«rr«t-So]ieff6rt,Diff.-a.Integr.-B6clui.in.4.ii.5.Aafl.  44  [918 
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für  yj  deren  allgemeine  Lösung  außer  x^X^yX^  noch  yier  In- 
tegrationskonstanten CiyC^fC^,  C^  enthält.  Also  ist  noch  Ober 
sechs  Konstanten  Xj^f  X^,  C^,  C^,  C^f  C^  zu  verfügen.  Es  sind 
aber  auch  gerade  noch  sechs  Bedingungen  zu  erfüllen,  denn 
erstens  sollen  K^  und  £^  die  gegebenen  Werte  2^  und  l^  und 
zweitens  sollen  y  und  y  für  x  =^  x^  bzw.  x^x^  die  gegebenen 
Werte  y^,  y^  bzw.  y^,  y/  haben. 

Wir  begnügen  uns  mit  diesen  kurzen  Angaben.  Es 
leuchtet  ein^  wie  man  das  Ergebnis  auf  den  Fall  yerallge- 
meinern  kann,  wo  ein  Integral 

J^ff{x,y,y,,..}^'*y)dx 
unter  n  Bedingungen 

^i  ^fviipi  tfy  y'f'"  ^''^)äx  ^l^     (i  «  1,  2, . . .  «) 

einen  Extremwert  haben  soll. 

919.  Bin  anderes  Problem  mit  einer  Neben- 
bedlngnng.  Es  handle  sich  jetzt  darum,  y  und  £  so  als 
Funktionen  von  x  zu  bestimmen,  daß  ein  vorgelegtes  Integral 

(1)  J-ff{x,y,z,y',z')dx 

unter  einer  TorgeBchriebenen  Bedingung  von  der  Form 

(2)  F(x,  y, «)  -  0 

ein  Maximum  oder  Minimum  wird.  Werden  x^  y,  z  als  recht- 
winklige Koordinaten  im  Räume  gedeutet,  so  liegt  die  Auf- 
gabe vor,  diejenigen  Kurven  auf  der  Fläche  (2)  zu  ermitteln, 
für  die  das  Integral  (1)  einen  Extremwert  erreicht.  Dabei 
sollen  die  Grenzen  x^  und  x^  und  auch  die  Werte  ^q,  e^  und 
yx>  ^1  ^^^  y  ^^^  ^  ^^  ^^^  Grenzen  vorgeschrieben  sein.  Sie 
müssen  natürlich  den  Bedingungen 

(3)  J^'Ca^o,  y«.  *o)  -  0,    F(x^,y^,e;)~0 
genügen. 

Implizite  definiert  (2)  die  Größe  e  als  Funktion  von  x 
und  y.    Bezeichnen  p  und  q  ihre  partiellen  Ableitungen  nach 
X  und  y,  so  ist: 
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(4)  dz  =  pdx  +  qdy 

nnd: 

F  F 

(5)  p ^'-,     q /. 

J  9 

Aus  (4)  folgt^  weil  y  und  e  Funktionen  von  x  sein  sollen,  fBr 
die  Ableitungen  nach  xi 

(6)  if'-V  +  qy'. 

Man  wird  also  in  (1)  unter  e  die  durch  (2)  definierte  Funktion 
von  X  und  y  und  unter  g  die  durch  (6)  mit  Rücksicht  auf  (5) 
definierte  Funktion  von  x^  y  und  y'  yerstehen.  Dann  aber 
nimmt  das  Integral  die  Form 

J^f(p{x,y,y')dx 

an,  so  daß  aus  (4)  in  Nr.  899  das  Bestehen  der  Etderschen 
Differentialgleichung 

folgt.   Wegen  y  «/  ist  hier  nach  (2)  und  (6) 

ZU  setzen^  so  daß  sich  ergibt: 
Hierin  ist: 

+  (f..'  +  M  +  f.,"''  +  /"//y"  +  f.'.">")i 

Berücksichtigt  man,  daß  cpicy^dq:  dx  ist,  so  kommt  also, 
wenn  man  überdies  den  Wert  von  q  aus  (5)  einsetzt: 


*t 
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Bezeichnet  man  beide  Brüche  mit  —  X,  so  kann  man  schreiben: 

(7)  /;  +  AJ',-^-0,     /;  +  iF.-^-0. 

Zu  diesen  Formehi  gelangt  man  aber  anch,  wenn  man  die 
Extremwerte  des  Integrals 

(8)  f[f(^^  y,  ^;  y,  ^')  +  A^(^,  y,  ^Jl^x 

unter  der  Voraussetzung  sucht,  daß  k  eine  gegebene  Funktion 
von  X  allein  bedeutet  und  y  und  0  zwei  gesuchte  Funktionen 
Ton  X  sind.  Denn  nach  (2)  in  Nr.  902  hat  man  alsdann  zu 
bilden: 

dif+XF)        d  d(f+lF)       ^  d(f+lF)        d  d{f+XF)       ^ 

dy  dx       dy'       *"    '  dB  dx       dt'        "" "' 

und  dies  sind  gerade  die  Gleichungen  (7),  weil  X  und  JP  von 
y'  und  /  frei  sind. 

Da  der  Wert  der  Funktion  X  von  x  von  vornherein  nicht 
bekannt  ist,  muß  man  X  aus  (7)  eliminieren.  Dann  geht  eine 
Gleichung  in  Xy  y,  e,  y\  z\  y\  z"  hervor.  Außerdem  aber  be- 
steht die  Bedingung  (2),  mittels  derer  man  z.  B.  n^  tl  und  /' 
eliminieren  kann.  Somit  bleibt  eine  gewohnliche  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  für  y  allein  übrig.  Ihre  allgemeine 
Losung  enthält  zwei  Konstanten,  die  daher  auch  ia  der  durch 
JP  B>  0  implizite  definierten  Funktion  »  auftreten.  Die  vier 
Bedingungen,  daß  y  und  z  für  x^x^  und  für  o;  —  d^  gegebene 
Werte  j^^,  z^  und  y^^  z^  annehmen  sollen,  kommen  auch  gerade 
auf  zwei  Gleichungen  zurück,  weil  ja  die  Gleichungen  (3)  von 
vornherein  bestehen. 

920.  Oeod&tlsohe  Kurven.  Als  Anwendung  behandeln 
wir  schließlich  die  Aufgabe,  auf  einer  gegebenen  Fläche 

(1)  Fix,  y,e)~0 

die  kürzesten  Linien  zwischen  gegebenen  Punkten  zu  bestimmen. 
Gesucht  werden  hier  Funktionen  y  und  z  von  x,  die  der  Be- 
dingung (1)  genügen  und  das  Integral 

J^fyi+y'^  +  z'^dx 
919,  990] 
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zn  einem  Minimum  machen.  Die  Gleichnngen  (7)  der  letzten 
Nummer  sind  also: 

Bedeuten  a,  /},  7^  die  Bichtungskosinus  der  Tangente  der  ge- 
suchten Kurve,  so  kann  man  hierfür  nach  (3)  in  Nr.  252 
schreiben: 

dp        dy 
jP    *"  F  ' 

IT  «. 

Wenn   Z,  m,  n   die  Bichtungskosinus    der  Hauptnormale   der 

Kurve  sind,  ergibt  sich  daraus  nach  den  Frenetschen  Formeln 

(1)  von  Nr.  272: 

m  n 

^  — ^' 
r   .       » 

Andererseits  sind  JP^,  F^,  F,  nach  (8)  in  Nr.  253  zu  den 
Bichtungskosinus  X,  Y^  Z  der  Normale  der  Fläche  (1)  pro- 
portional. Mithin  verhält  sich  m  zu  n  wie  Y  zu  Z,  Dies 
genügt,  um  zu  folgern,  daß  die  HauptnormcHm  der  kürzesten 
Linien  der  Fläche  mit  den  Flächennormalen  jmsammerrfaüen, 
oder  auch,  daß  die  Sdimiegungsebenen  der  hürssesten  Linien  der 
Fläche  überall  eu  den  Tangentenebenen, der  Fläche  senkrecht  sind. 

Immer  aber  haben  wir  nur  notwendige,  nicht  hinreichende 
Bedingungen  für  das  wirkliche  Eintreten  eines  Maximums  oder 
Minimums  aufgestellt.  Eine  Flächeukurve  also,  deren  Haupt- 
normalen  mit  den  Flächennormalen  zusammenfallen,  ist  nicht 
notwendig  eine  kürzeste  Linie  auf  der  Fläche;  wohl  aber  muß 
jede  kürzeste  Linie  auf  der  Fläche  eine  derartige  Kurve  sein. 
Man  nennt  die  Flächenkurven,  deren  Hauptnormalen  mit  den 
Flächennormalen  zusammenfallen,  geodätische  Kurven  der  Fläche. 
Jede  kürzeste  Linie  auf  der  Fläche  ist  also  ein  Teil  einer 
geodätischen  Kurve. 

An  einem  einfachen  Beispiele  kann  man  deutlich  sehen, 
daß  die  Bedingungen  in  der  Tat  nicht  ausreichen:  Auf  der  Kugel 
sind  die  geodätischen  Linien  die  größten  Kreise.  Aber  ein  Teil 
eines  größten  Kugelkreises  ist  nur  dann  die  kürzeste  Linie 
zwischen  seinen  Endpunkten,  wenn  der  zugehörige  Zentriwinkel 
weniger  als  zwei  Bechte  beträgt. 

[9«0 
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661«  Über  den  Ursprung  des  Namens  DifferenÜalgleiehung  bei  G, 
W.LcihfiM  siehe  die  Anmerkung  zu  Nr.  27.  Die  gewÖhnUtSien  Differential- 
gleichnngen  wurden  und  werden  noch  vielfach  als  Male  bezeichnet.  Schon 
LeibniM  differenzierte  Differentialgleichungen,  siehe  sein  ,J3upplemenhim 
geometriae  praeiiccie  sese  ad  probUmaia  transeandemUa  extendens,  ape  ncvae 
methodi  generälissimae  per  series  infinüatf',  Acta  Eruditorum  1693  {„Leib- 
nigens  maihem.  8<^triften",  b.  Bd.  S.  286  u.  f.,  übersetzt  von  G.  KounäewM 
in  Nr.  162  von  Ostwalds  Klassikern,  Leipzig  1908,  S.  19  u.  f.,  insbes.  S.  21). 
Die  Ordnung  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  nannte  man  früher 
ihren  Chad  („gradtu"). 

668«  Wo  die  Zurückführung  von  Differentialgleichungen  höherer 
Ordnung  auf  solche  von  der  ersten  Ordnung  zuerst  vorkommt,  dürfte 
schwer  festzustellen  sein,  weil  sie  stillschweigend  immer  dann  gemacht 
wird,  wenn  man  für  die  Ableitungen  neue  Bezeichnungen  einführt. 

666.  Der  Begriff  des  Linienelementa  ist,  obgleich  natürlich  schon 
früher  unausgesprochen  benutzt,  systematisch  als  Hilfsmittel  erst  von 
8,  Lie  eingeführt  worden,  siehe  „Om  en  Classe  geometriske  Transforma- 
tioner",  Forhandlinger  i  Videnskabs-Selskabet  i  Ghristiania,  1870,  S.  606 
u.  f.,  sowie  „Über  Komplexe,  insbesondere  Linien-  und  Kugdkomplexe,  mit 
Anwendung  auf  die  Theorie  partieller  Differentialgleichungen",  Math.  An- 
nalen,  6.  Bd.  1872,  S.  146  u.  f. 

669«  J.  Neicton  betrachtet  zwar  in  seiner  Abhandlung  „Meihodus 
fluxianum  etc"  (bei  Nr.  82  genannt)  auch  Gleichungen  zwischen  drei  and 
mehr  Fluenten  und  Fluxionen,  d.  h.  Differentialgleichungen  zwischen  mehr 
als  zwei  Veränderlichen  („Opuscula  math.  Newtoni",  1.  Bd.  S.  83  u.  f.), 
bemerkt  aber  dabei,  daß,  wenn  drei  Veränderliche  auftreten,  noch  eine 
Gleichung,  wenn  vier  auftreten,  noch  zwei  Gleichungen  usw.  außerdem 
anzunehmen  („aesumendae'*)  seien.  Tatsächlich  also  lagen  ihm  partielle 
Differentialgleichungen  fem;  er  fOhrte  sie  durch  willkürliche  Annahmen 
zwischen  ihren  Veränderlichen  auf  gew^nliche  zurück.  Dies  entsprach 
seiner  philosophischen  Auffassung  aller  veränderlichen  Größen  als  Funk- 
tionen der  Zeit,  als  Fluenten. 

Die  ersten  ausführlicheren  Untersuchungen  über  partielle  Differential- 
gleichungen hat  L.  Euler  angestellt,  siehe  die  „Instüutiones  caiculi  inte- 
gralie"',  3.  Bd. 

1)  Fortsetzung  der  im  zweiten  Bande  S.  681  u.  f.  gebrachten  An- 
merkungen. 
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670*  Wißkürliehe  Funktionen,  die  bei  der  Integation  von  partiellen 
Di£Farentialgleicliiingen  yorkommen,  kennzeichnete  L.  Euler  in  besonderer 
Weise:  Die  LOsnngen  der  partiellen  Differentialgleichung 

dz 

■-—  o.  a  (»  konst.) 

dx 

schrieb  er  z.  B.  so: 

g^ax  +  f:y, 

^4^notante  f:y  functionem  quatneunque  tpsius  y,  quae  per  se  ntdlo  modo 
determinatur,  sed  penittis  ab  arbitrio  nogtra  pendet*^  („Inst,  edle,  integralis'% 
d.  Bd.,  S.  87).  Die  willkürlichen  Funktionen  werden  häufig  auch  arbiträre 
genannt. 

671*  Wie  schon  bei  l^r.  661  bemerkt  wurde,  werden  vielfach  noch 
heute  gewöhnliche  Differentialgleichungen  totale  genannt,  was  wir  grund- 
sätzlich nicht  tun.  Wir  beschränken  uns  in  Nr.  671,  672  auf  totale 
Differentialgleichungen,  in  denen  nur  Differentiale  erster  Ordnung  vor- 
kommen. 

674.  Das  Ziel  der  ältesten  klassischen  Integrationsmethoden  spricht 
Jöh,  Bemoülli  in  seiner  Abhandlung  „De  integrationtbtu  aequationum 
di/ferentiältum,  übi  traditur  methodi  alicujus  apecimen  integrandi  sine 
praevia  Sfparatione  indetermincUarum",  Comment.  Acad.  Petropolitanae, 
1.  Bd.  1726  (j,Opera'%  8.  Bd.  S.  108  u.  f.,  insbes.  S.  109),  aus,  wo  er  ver- 
langt, eine  „regtUam  .  .  .  integrandi  . .  .  aeg^tiones  differentiales  .  .  .  sive 
per  quadraturas,  sive  per  rectificationes  eurvarum  datarum"  zu  finden.  Das 
erste  umfassende  Werk,  das  die  älteren  Integrationsverfahren  darstellt, 
sind  die  „Institutiones  eälctdi  integralisf*  von  X.  Euler. 

.  Die  Mathematiker  des  17.  und  18.  Jahrhunderts  haben  sich  Über  die 
Existenz  der  Lösungen  von  Differentialgleichungen  keine  Sorgen  gemacht. 
Sogar  noch  1814  ist  S.  F.  Laeroix  in  seinem  „TraitS  du  calcul  diffirentid 
et  du  calcul  integral'',  2.  Aufl.,  8.  Bd.  S.  409,  damit  zufrieden,  daß  sich 
Reihenentwicklungen  für  die  Lösungen  berechnen  lassen,  deren  Koeffi- 
zienten durch  wiederholte  Differentiation  gewonnen  werden.  Obgleich 
dann  noch  dahinsteht,  ob  die  Reihen  konvergieren  und  ob  sie,  falls  dies 
eintritt,  auch  wirklich  die  Lösungen  darstellen,  begnügt  er  sich  mit  der 
Behauptung,  daß  man  die  Reihen  immer  konvergent  machen  könne,  wenn 
man  die  unabhängige  Veränderliche  auf  ein  hinreichend  kleines  Intervall 
beschränke. 

675.  Die  endliehen  Gleichungen  nannte  G.  W.  Jjeibniz  „aequationes 
determinatasf^,  siehe  sein  Manuskript  „Methodi  tangentium  inversae  exempla" 
von  1676  („Der  Briefwechsel  usw.",  1.  Bd.  S.  161  u.  f.,  insbes.  S.  168). 

679.  Die  Differentialgleichungen  der  Bahnkurven  einer  dynamisch 
veranlaßten  Bewegung  gehen  durch  Elimination  der  ursprünglichen  unab- 
hängigen Veränderlichen,  nämlich  der  Zeit,  hervor.  Dies  gibt  Anlaß  zu 
Eliminationsaufgaben,  deren  einfachster  Fall  in  Nr.  679  behandelt  wird. 
Vgl.  Ed.  Kasner,  „Dynamical  trc^ectories:  The  motion  ofa  particle  in  an 
arbitrary  field  of  force^*^  Transact.  of  the  Amer.  math.  Soc.  10.  Bd.  1909, 
S.  186  u.  f. 

680^685.  Die  Mathematiker  des  17.  und  18.  Jahrhunderts  gaben 
sich  zunächst  mit  Differentialgleichungen  ab,  die  zu  bestimmten  geo- 
metrischen, mechanischen  oder  physikalischen  Problemen  gehörten,  deren 
Natur  das  Vorhandensein  von  Lösungen  als  selbstverständlich  erscheinen 
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ließ.  Konnte  man  die  Losungen  nicht  in  geiohlosBenen  Formen  bekommen, 
so  nahm  man  Zuflucht  zu  unendlichen  Reihen,  ohne  ihre  Gtiltigkeit  sn 
untersuchen.  Joh,  BerwmUi  konstruierte  in  der  Abhandlung  „Moduu 
generalis  eonstruendi  omnes  aequatümes  differentiales  prinU  gradug".  Acta 
Erud.  1694  („Opera*',  1.  Bd.  S.  128  u.  f.),  Näherungskurven  der  Integral- 
kurven, indem  er  die  Differentiale  durch  sehr  kleine  Differenzen  ersetzte. 
Dasselbe  tat  L.  Euler  analytisch  in  den  „InsbüwHanee  eakuU  integraJis", 
1.  Bd.  8.  498,  siehe  die  Formeln  (3)  von  Nr.  681.  In  diesem  Ansatse 
liegt  der  Keim  des  von  A.  Caudty  zwischen  1820  und  1880  an  der  £cole 
polytechnique  zu  Paris  vorgetragenen  Existenzbeweises.  Seine  auto- 
graphierten  Vorträge  sind  nicht  veröffentlicht  worden;  aber  der  Beweis 
steht  in  einem  1886  in  wenigen  Exemplaren  lithographierten  „Memoire 
gur  YinUgratum  des  iquatUms  diffirentieUesf\  das  in  den  „Exercices 
d'andlyse  et  de  physique  tn<Uhimatiquef\  ^  Bände,  Paris  1840—1847,  im 
1.  Bd.  S.  827  u.  f.,  abgedruckt  worden  ist.  Man  findet  den  CauehyBchen 
Beweis  auch  bei  G,  Coridlis,  Joum.  de  math^m.,  2.  Bd.  1837,  8.  229  u.  f!, 
und  in  Maignos  bei  Nr.  412  erwähnten  „LeQons  etc,",  2.  Bd.  8.  385  u.  f. 
R,  Lipschits  (1832—1903)  hat  die  in  Nr.  680  formulierten  CauehyBchen 
Voraussetzungen  weiter  eingeschickt,  siehe  „Erörterung  der  Möglichkeit, 
ein  gegebenes  System  gewöhnlicher  Di/ferenHaigleichungen  vollständig  gu 
integrieren**,  Bonn  1868,  auch  Annali  di  matem.  2.  Serie,  2.  Bd.  1868, 
8.  288  u.  f.,  Bull  des  Sciences  math^m.,  10.  Bd.  1876,  S.  149  u.  f.,  siehe 
auch  sein  „Lehrbuch  der  Analysis**,  2.  Bd.,  Bonn  1880,  8.  499  u.  f. 

Eine  übersieht  über  alle  Existenzbeweise,  von  denen  wir  nur  den 
Cauehy-Lipschitsschen  bringen,  bei  P.  Tainlevi,  „GewÖhnlidhe  Differenz 
tialgleiehungen:  Existens  der  Lösungen**,  Enzyklop.  der  math.  Wiss.  IIA 
4a,  Leipzig  1900,  S.  189  u.  f..  Dazu  ist  noch  das  Verfahren  von'  Gi. 
J.  de  la  ValUe-Poussin  in  seinem  „Cours  d'analyse  infinitüimale^',  2.  Bd., 
Löwen  und  Paris  1906,  S.  129  u.  f.,  hinzuzufügen.  VgL  auch  die  Anmerkung 
zu  Nr.  822—824. 

687.  Bei  de  la  Vall^e-Poussint^.  a.  0.  wird  der  Existenzbeweis  über- 
haupt mit  Hilfe  des  Satzes  3  bzw.  seiner  Verallgemeinerung  durchgeführt. 

691— 698.   In  Anlehnung  an  de  la  VaUee-Poussin  a.  a.  0. 

696.   Auch  hier  gilt  die  Anmerkung  zu  Nr.  680—685. 

698—702.  Die  Sätze  über  das  Vorhandensein  implizite  definierter 
reeller  Funktionen  hat  zuerst  U.  Dini  auf  direktem  Wege  bewiesen,  siehe 
seine  lithographierte  „Änalisi  infinitesimale'*,  1.  Bd.  Pisa  1877/78,  8.  163 
u.  f.  Darauf  beruht  die  Darstellung  in  dem  bei  Nr.  21  genanntem  Werke 
von  Genoechi  und  Peano  (in  der  deutlichen  Ausgabe  8.  138  u.  f.).  Vgl. 
auch  W.  I\  Osgood,  „Lehrbuch  der  Funktionentheorie**,  1.  Bd.,  Leipzig 
und  Berlin  1907,  8.  47  u.  f. 

705.  Bei  L.  Euler  kommen  in  der  Abhandlung  „De  integraUone 
aequaUonum  di/ferentialium  aUiorum  graduum**,  Miscell.Berolinensia  7.  Bd. 
1748,  8. 193  u.  f.,  insbes.  S.  200,  die  „vähres  particulares**  im  Gegensatze 
zur  „aequatio  integralis  eompleta**  vor. 

706«  L,  Euler  definiert  in  den  „InsUMiones  caiculi  integrtüis*^,  1.  Bd. 
1768,  8.18:  „Integrale  completum  eaihiberi  dieitur,  quando  functio  quaesita 
omni  extensione  cum  constante  arbitraria  representatur.  Quando  autem 
ista  eonstans  jam  certo  modo  est  detenninata,  integrale  vocari  solet  parÜ- 
culare".    Hier  also  werden  die  Lösungen  Integrale  genannt    Dagegen 
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heißt  bei  ihm  eine  Gleichung  zwischen  x,  y  und  einer  willkürlichen 
Konstante,  darch  die  implizite  die  allgemeine  Lösung  definiert  wird,  eine 
„aequatio  tnUgrcUti",  z.  B.  S.  290.  Die  französischen  Mathematiker  haben 
dafür  den  Namen  ,^uation  primitive",  siehe  z  B.  8,F,Laeroix,  „Tratte 
du  eailcttl  diffirentiel  etc.",  1.  Bd.,  2.  Aufl.  S.  192.  Die  Bezeichnungen  Lösung 
und  Integral  werden  bis  heute  unterschiedlos  yielfach  miteinander  vermengt. 
So  definiert  E.Veeeiot  in  dem  Artikel  ,,6^etodS^{teh6  2Hi/f<$r«9i<ui/jirfetditfn^«n; 
elementare  Integrationemeihoden"  in  der  Enzykl.  d.  math.  Wiss.  IIA  4b, 
Leipzig  1900,  S.  280  u.  f.,  insbes.  S.  232  u.  f.,  das  allgemeine  Integral  als 
das,  was  wir  in  Nr.  705  die  allgemeine  Lösung  nennen,  aber  gleich  darauf 
das  Integral  auch  als  das,  was  wir  in  Nr.  706  so  bezeichnet  haben. 

Wie  sich  der  Begriff  einer  einfach  unencUicken  Kurvenechar  y^= 
tp{x,  Ö)f  vgl.  (3),  erst  allmählich  aus  der  Betrachtung  von  Eurvenscharen 
entwickelt  hat,  die  aus  einer  Kurve  durch  einfache  geometrische  Kon- 
struktionen wie  namentlich  Schiebungen,  Drehungen  oder  allgemeine 
Ähnlichkeitetransformationen  hervorgeben,  sieht  man  z.  B.  aus  der  Ver- 
wahrung, die  Joh,  Bem(mlli  in  seiner  Abhandlung  „Ännotata  in  eolutianes 
fratemas  etc.",  Acta  £rud.  1698  („Opera"  1.  Bd.  S.  262  u.  f.,  insbes.  S.  266) 
gegenüber  der  zu  engen  Auffassung  einlegt.  In  seiner  bei  Nr.  680—686 
genannten  Abhandlung  von  1694  spricht  er  es  aus,  daß  eine  gewöhnliche 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  unendlich  viele  Integralkurven  hat. 
(„Opera"  1.  Bd.  S.  124):  „Hine  Uquet,  uni  eidemque  aeguationi  differentiali 
infinitas  [curvasj  satisfacere". 

709— 712,  Die  erste  Veröffentlichung  über  eine  singulare  Lösung 
einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  rührt  von  G.W. 
Leibniz  her.  Er  betrachtete  nämlich  in  der  Abhandlung  „Nova  eäleuli 
differentialis  applicaHo  et  usus  ad  mtUt^icem  Unearum  constructionem 
ex  data  tangentium  eonditione"^  Acta  Erud.  1694  {„Leibnizens  math 
Schriften",  5.  Bd.  S.  801  u.  f.,  deutsch  von  G.  Kawalewski  in  Nr.  162  von 
Ostwalds  Klassikern,  Leipzig  1908,  S.  86  u.  f.),  die  eine  Fortsetzung  seiner 
bei  Nr.  210  erwähnten  ersten  Arbeit  von  1692  über  Einhüllende  ist,  das 
folgende  Beispiel,  bei  dem  wir  die  Bezeichnungen  von  Fig.  26,  Nr.  169, 
benutzen  wollen:  Gesucht  wird  eine  Kurve,  bei  der  die  Normale  NM  des 
beliebigen  Kurvenpunktes  M  eine  gegebene  Funktion  des  Abschnittes 
O^ist,  den  die  Normale  auf  der  Abszissenachse  bestimmt.  Nach  Nr.  170 
findet  die  Aufgabe  ihren  Ausdruck  in  einer  Differentialgleichung: 

yyr+Y'-A^  +  yy'). 

(Leibnis  selbst  stellt  sie  nicht  auf).  Es  erhellt,  dafi  der  Kreis  um  einen 
Funkt  N  der  Abszissenachse,  dessen  Radius  gleich  der  dem  Abschnitte 
ON  entsprechenden  Normale  NM  ist,  die  Forderung  befriedigt,  also  jeder 
Kreis  aus  der  einfach  unendlichen  Schar 

(a,_0»+y'=./»(0, 

mit  der  willkürlichen  Konstante  C.  Leibniz  konstruiert  zwar  diese  Kreis- 
schar, bemerkt  aber  mit  keinem  Worte,  daß  alle  diese  Kreise  die  ge- 
stellte Bedingung  erfüllen;  vielmehr  geht  er  bloß  darauf  aus,  ihre  Ein- 
hüllende zn  ermitteln,  die  nach  Satz  7,  Nr.  710,  eine  singulare  Lösung 
der  Differentialgleichung  ist.  Insbesondere  nimmt  er  die  gegebene  Be- 
ziehung zwischen  ON  und  ^3f  in  der  Form  NM^^^a.  0^  an,  wo  a 
eine  gegebene  Konstante  bedeutet,  und  ermittelt  richtig  als  Einhüllende 
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die  Parabel  y*mmax  +  ^a^.  Diese  selbe  spezielle  Aufgabe  kehrt  wieder 
in  Joh.  BemauUia  „Lectianes  mathemoHciMf*,  die  1748  im  8.  Bande  seiner 
„Opera**,  S.  885  u.  f.,  zum  ersten  Male  im  Drucke  erschienen,  von  denen 
aber  ihr  Verfasser  behauptet,  daß  sie  schon  1691 — 98  von  ihm  für  G,F. 
de  V Hospital  geschrieben  worden  seien.  Obgleich  ihm  die  Ausdrücke  für 
die  Normale  und  Subnormale  geläufig  waren,  bemerkte  doch  aach  er 
nicht,  daß  es  sich  um  die  Integration  einer  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  handelte,  sondern  kam  wie  Leibnuf,  wenn  auch 
auf  einem  anderen  Wege,  nur  zur  singulären  Lösung,  der  Parabel  (S.  431). 

Es  liegt  also  der  merkwürdige  Fall  vor,  daß  beide  Mathematiker 
eine  Aufgabe,  betreffend  die  Integration  einer  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung,  behandeln,  aber  nicht  sehen,  daß  es  eine  der- 
artige Aufgabe  ist,  infolgedessen  auch  nicht;  erkennen,  daß  sie  unendlich 
viele  Lösungen  hat,  und  bloß  ihre  singul&re  Lösung  finden. 

Femer  ist  Br,  Taylors  „Me&iodus  incrementorum  directa  et  inversa**, 
London  1715,  zu  erwähnen,  wo  auf  S.  87  die  Differentialgleichung 

l'^y^—^zyy  +  vifif 

vorkommt,  in  der  t? «» 1  -f  ^'  sein  soll  und  y  die  Fluxion  der  Funktion 
y  der  unabhängigen  Veränderlichen  z  bedeutet.  Bedienen  wir  uns  der 
Schreibweise  von  Leibnis  und  nennen  wir  die  unabhängige  Veränder- 
liche X,  so  handelt  es  sich  also  um  die  gewöhnliche  Differentialgleichung 
erster  Ordnung: 

l=-y«~8a;yy'-f-(l +  «•)/•. 

Ohne  zu  sagen,  wie  er  auf  den  Gedanken  gekommen  ist,  findet  Taylor 
durch  Differentiation  der  Differentialgleichung  („cctpiendo  fltunones")  die 

Formel: 

0^y"[(l+x*)y^xyl 

Die  Gleichung  y">=  0  gibt  mit  Rücksicht  auf  die  vorgelegte  Differential- 
gleichung selbst  die  allgemeine  Lösung  y  «  Ca?  -f-  |/l  —  0*^(0=«  konst.), 
Null  setzen  des  zweiten  Faktors  dagegen  liefert  y  =•  i  y^l  -{-  x\  und  von 
dieser  Lösung  sagt  Taylor:  „est  singularis  qiMiedam  soluiio  prMefAoM', 
Dies  ist  das  erste  Mal,  wo  eine  singulare  Lösung  durch  Differentiation 
gewonnen,  vgl.  (5)  in  Nr.  709,  und  zugleich  das  erste  Mal,  wo  sie  singulär 
genannt  wird. 

Ä.  Gl,  Clairaut  stieß  1734  in  der  bei  Nr.  6  genannten  Abhandlung: 
„Solution  de  plusieurs  probUmes  etc.**  auf  eine  Klasse  von  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  (vgl.  die  Anm.  zu  Nr.  720),  bei 
der  sich  ebenfalls  durch  Differentiation  außer  der  allgemeinen  Lösung 
eine  nicht  in  der  allgemeinen  enthaltene  besondere  Lösung  ergab.  Er 
nennt  dies  eine  „singularitS  de  (mIcuV*. 

Femer  hat  H.W.Clemm  (1726—1776)  im  Hamburgischen  Magaain  X, 
1752^  S.  687,  eine  nur  wenig  von  der  Tay/orschen  abweichende  Differen- 
tialgleichung betrachtet  und  wiedemm  durch  Differentiation  ihre  besondere 
(singulare)  Lösung  ermittelt.  Weiterhin  hat  «T.  le  Bond  d'Alembert  in 
seinen  „Beckerches  sur  le  caleul  intdgral**^  Histoire  de  TAcad.  de  Berlin, 
annöe  1748,  4.  Bd.  S.  275  u.  f ,  ebenfalls  durch  Differentiation  einer  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichung  erster  Ordnung  eine  nicht  zu  den  regu- 
lären Lösungen  gehörige  Lösung  gefunden.  Übrigens  gehören  die  von 
Taylor,  Clairaut,  Clemm  und  d'Alembert  betrachteten  Differentialgleichungen 
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sämtlich  zu  der  in  Nr.  720  betrachteten  Klasse  der  ClairautBch&a.  Diffe- 
rentialgleichungen. 

L.  Euler  legt  in  seinen  „InHiMiones  cahUli  inteffriüiB'%  1.  Bd.  8.892 
n.  f.,  g^ßes  Gewicht  darauf,  daß  nicht  jede  Lösung  eine  in  der  allge- 
meinen Lösung  enthaltene  Partikularlösung  zu  sein  braucht.  Beispiels» 
weise  führt  er  die  Differentialgleichung 


«  +  yy'=»  y  V«* + y"—  «* 


an,  deren  allgemeines  Litegral  y  —  V^-f  y* — a'^^konst.  ist,  während 
sie  außerdem  noch  durch  x^-i-  y^^^  a*  befriedigt  wird.  Mit  Euler  beginnt 
die  ausgedehnte  Reihe  der  Untersuchungen,  die  sich  auf  die  von  ihm 
formulierte  Frage  bezieht:  „Si  quaq)iam  relatio  inter  binas  varidbiles 
satisfaeiat  c^eqwUioni  differentidli^  definire  utrum  ea  sit  inUgräle  particu- 
lare  nee  ne?"  Er  beantwortet  sie,  indem  er  untersucht,  ob  es  eine  zur 
vorgelegten  Lösung  y  s=  X{x)  unendlich  benachbarte  Lösung  x  =»  X(x) 
-\-  a{x)  gibt.  Aber  die  Bezeichnung  singulär  kommt  bei  ihm  nicht  vor. 
Auf  seinen  Betrachtungen  bauen  die  stiengeren  Überlegungen  von  P.  S. 
Laplace  in  dem  „Memoire  sur  les  Solutions  parHculihrea^*,  Histoire  de 
TAcad.  de  Paris,  ann^e  1772,  1.  Teil  S.  848  u.  f.,  auf.  Er  nennt  die  singu- 
lären  Lösungen  ,fiolutions  partictUih'eat",  dagegen  die  Partikularlösungen 
„inUgrales  particuli^es". 

Gerade  umgekehrt  wandte  zunächst  X.  Lagrange  die  Bezeichnungen 
an.  Ihm  verdanken  wir  eine  in  gewisser  Hinsicht  abgerundete  Theorie 
der  singulären  Lösungen.  Zunächst  ist  seine  Abhandlung  „8wr  les  inU' 
grales  partieulih'es  des  iqwUious  di/f&entielles",  Nouveauz  M^m.  de  TAcad. 
de  Berlin  1774,  S.  198  u.  f.  (j,Oeuwes'*y  4.  Bd.  8. 5  u.  f )  zu  nennen,  femer 
„Sur  diffirentes  questions  d^analyse  relatives  ä  la  ÜMorie  des  integrales 
particulih'es'%  ebenda  1779  („Oeuvres",  4.  Bd.  S.  685  u.  f.),  dann  das  10.  Kap. 
seiner  „Thiorie  des  fonctions  anaJyiiques",  2.  Aufl.  Paris  1818  (j,Oeuvres*', 
9.  Bd.),  schließlich  aber  als  ganz  besonders  eingehend  und  mit  zahlreichen 
Beispielen  versehen  die  14.  bis  17.  seiner  „Legons  sur  le  calcul  des  fonctions" 
(1. — 19.  Le9on  1799  zuerst  gedruckt  in  den  S^ances  des  Ecoles  normales, 
1801  abermals  mit  einer  neuen  20.  Le9on,  dann  im  Journal  de  TEcole 
polyt  12.  cah.  1804,  schließlich  als  Buch  mit  22  Le9ons  Paris  1806, 
„Oeuvres^*  10.  Bd.).  In  dem  letzten  Werke  wird  das  Wort  singulär  wie  heut- 
zutage gebraucht.  Lagrange  bebandelt  in  diesen  Arbeiten  übrigens  auch 
die  singulären  Lösungen  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  höherer 
Ordnung  (vgl.  Nr.  788—791)  und  von  partiellen  Differentialgleichungen 
(Vgl.  Nr.  888).  Satz  6  von  Nr.  709  auf  8.  219  der  „Legons^*  in  der  Ausgabe 
von  1806.  Auch  hat  er  die  singulären  Integral  kurven  in  der  Abhandlung 
von  1779  als  die  Einhüllenden  der  regulären  gedeutet,  vgl.  Satz  7  von 
Nr.  710. 

Die  neuere  Literatur  findet  man  in  E.  VessioVs^^i  Nr.  706  erwähnten 
Enzyklopädieartikel,  S.  213  u.  f.  Wir  heben  insbesondere  hervor:  A.Cayley 
(1821—1896),  „On  ihe  theory  of  the  Singular  Solutions  of  di/ferential 
equations",  Messenger  of  Math.  2.  Bd.  1878,  8.  17  u.  f.,  6.  Bd.  1877,  8.  29 
u.  f.,  und  G.  Darhoux,  „Sur  les  Solutions  singtdilres  des  iguations  aux 
deriv^es  ordinaires  dupremier  ordref*,  Bull,  des  Sciences  math.  4.  Bd.  1878, 
S.  68  u.  f.  Reich  an  Beispielen  ist  der  „Tretxtise  on  differenUal  equations", 
Cambridge  und  London,  1869,  4.  Aufl.  1877,  von  O.  Boole  (1816—1864). 
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Die  Entscheidung  fiber  die  Frage,  ob  singul&re  Losungen  in  der 
allgemeinen  Lösung  enthalten  sein  können,  hängt  nicht  nur  dayon  ab, 
wie  man  die  singulären  Lösungen  definiert,  sondern  auch  davon,  wie  die 
allgemeine  Lösung  definiert  worden  ist.  Auch  kommt  es  darauf  an,  ob 
man  sich  grundsätzlich  auf  das  Reelle  beschränkt  oder  nicht.  Die  Nicht- 
beachtung dieser  Umstände  kann  die  Quelle  anscheinender  Widersprüche 
werden,  so  zwischen  unseren  Darlegungen  und  denen  von  W.  von  Dyck 
in  seiner  Abhandlung  „Über  die  singulären  Lösungen  einer  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  mit  zwei  Variabein,  insbesondere  über  di^enigen, 
welche  eugleith  partikulare  Integrale  sind",  Abb.  d.  bayr.  Akad.  d.  Wiss., 
math.-phjs.  Klasse,  26.  Bd.,  4.  Abb.  1910.  Auch  hier  findet  man  noch 
eine  Bieihe  von  Literaturnachweisen. 

718*  Die  Integration  von  Differentialgleichungen  war  den  Mathe- 
matikern im  Zeitalter  des  Werdens  der  Infinitesimalrechnung  blofi  Mittel 
zu  dem  Zwecke,  Probleme  der  Geometrie,  Mechanik  oder  Physik  zu  lösen. 
Erst  allmählich  ging  man  dazu  über,  die  Differentialgleichungen  um 
ihrer  selbst  willen  zu  betrachten.  Die  ältesten  und  einfachsten  Integrations- 
methoden sind  die  von  Nr.  718.  Von  der  Trennimg  der  Veränderlichen 
spricht  Joh.  Bemoulli  schon  in  einem  Briefe  an  Leibniz  im  Mai  1694 
{,Jjeibnizens  tnath.  Schriften*',  3.  Bd.  S.  189),  dann  in  der  bei  Nr.  680—686 
erwähnten  Abhandlung  vom  Nov.  1694  in  den  Acta  Erud.  Er  meint  aber 
dabei:  ^generalis  autem  fregulaj,  per  quam  in  quavis  aeqwxtione  differentiali 
proposita  procedat  separatio  indeterminatarum,  vix  speranda  eaff'.  Das 
Integrationsproblem  spricht  N\k,  Bemoulli  (Sohn  von  Jdh,  J3.),  1696— 
1726)  in  seiner  Abhandlung  „Exercitatio  geometriea  de  trc^ectoriis  orGio- 
gondUbu^',  Acta  Erud.  1720  (Joh.  B.'s  „Opera'',  2.  Bd.  S.  428  u.  f.,  ins- 
bes.  S.  486)  so  aus:  „Solvitur  ,  ,  .,  si  praeterea  integrando  ad  aequoHo- 
nem  terminis  finitis  constantem  (d.  h.  durch  Integration  eines  vollständigen 
Differentials),  aut  scdtem  per  separationem  indeterminatarum  ad  quadahtras 
reducatur**. 

Daß  bei  den  Schleppkurven  des  zweiten  Beispiels,  deren  Bestimmung 
Gl  Perrault  (1613—1688)  wünschte,  die  Tangente  konstante  Länge  hat, 
bemerkte  O.  W.  Leibniz  in  der  Abhandlung:  „Supplementum  geometriae 
dimensoriae  seu  generalissima  omnium  tetragonismorum  (d.  h.  Quadraturen) 
effectio  per  motum:  similiterque  multiplex  construetio  lineae  ex  data  langen- 
tium  conditionef*,  Acta  Erud.  1698  („Leibnizens  math,  Schriften'',  6.  Bd. 
S.  294  u.  f ,  deutsch  von  G.Kowalewski  in  Nr.  162  von  Ostwalds  Klassikern, 
Leipzig  1908,  S.  24  u.  f.);  auch  gab  er  in  Worten  den  Charakter  ihrer 
Gleichung  an  (S.  28  der  Übersetzung).  Von  Ch.Huygens  rührt  der  Name 
Traktorien  für  Schleppkurven  her  (siehe  Brief  an  Leibniz  vom  17.  Sept. 
1698,  „Der  Briefwechsel  usw,",  1.  Bd.  S.  716  u.  f.).  Ausführliches  über 
die  Schleppkurven  in  dem  in  der  Fußnote  der  Anmerkung  zu  Nr.  167 
erwähnten  Buche  von  G,  Loria,  S.  662  u.  f. 

714«  Die  Einführung  neuer  Veränderlicher  wurde  von  Anfang  an 
zur  Zurückführung  von  Differentialgleichungen  auf  solche  mit  getrennten 
Verilnderlichen  oder  auf  gleich  Null  gesetzte  vollständige  Differentiale 
geübt.  Der  Begriff  der  krummlinigen  Koordinaten  war  schon  6r.  W.  Leibniz 
klar,  vgl.  seine  Abhandlung  „De  linea  ex  lineis  etc."  von  1692  (bei  Nr.  98 
erwähnt),  worin  er  beiläufig  sagt:  „Ego  sub  ordinatim  ductis  non  tantum 
reetas,  sed  et  eurvas  lineas  qualescunque  accipio,  modo  lex  habeatur,  seeun- 
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dum  quam  dato  Uneae  e^ju8dam  datae  (tanguam  ordinatrieia)  puncto, 
respondena  ei  puncto,  linea  dud  possit,  quae  una  erü  ex  ordinatim  dueendü 
seu  ordiwxtm  poeitione  daUi". 

715.  Die  Substitution  (2)  zur  Integration  der  homogenen  Differential- 
gleichungen bei  O.  Manfredi  (1681 — 1761):  „Breve  at^diaama  geometrico 
per  la  eostrtusiane  dt  una  gram  parte  deW  equaeioni  differenziali  del  primo 
grado",  Otioms^e  de*  Letterati  d'Jtalia,  18.  Bd.  1714.  Der  Name  homo- 
gene Differentialgleichungen  von  Joh.  Bomoulli,  siehe:  „De  integraiiontbus 
aequationum  differentialium,  vhi  tradüwr  methodi  alicujus  epecimen  inte- 
grandi  sine  praevia  e^fKiratione  indeterminatarum",  Comment.  Acad.  Petro- 
politanae,  1.  Bd.,  ad  annum  1726^  S.  167  u.  f.  („Opera",  8.  Bd.  S.  108  u.  f.^ 
insbes.  S.  116). 

716.  Aus  einer  Bemerkung  von  Joh.  BemouUi  (j,De  eonoidibus  et 
sphaeroidibua  quaedam",  Acta  Erud.  1697,  „Opera**,  1.  Bd.  S.  174  u.  f., 
insbes.  S.  175)  folgt,  daß  G,W,Leibnis  die  lineare  Differentialgleichung 
(1)  im  Falle  f^  (je)  »=»  konst.,  f^  (x)  =»  konst.  im  März  1696  integriert  hat. 
Femer  erwähnt  M.  Cantor  in  seinen  „Vorlesungen  Über  Geschichte  der 
Maihematikf*,  8.  Bd.  2.  Aufl.,  8.  881,  daß  Joh,  Bemoulli  die  Gleichung  (1) 
im  Falle  f^{x)  «=>  konsi,  f^  (x)  »=  ax^  integriert  habe^  während  dessen  Sohn 
NiJc.  BemouiU  in  den  Comment.  Acad.  Petrop.  ad  annum  1726,  1.  Bd., 
8.  198  u.  f.,  gesagt  habe,  die  Gleichung  (1)  sei  auch  in  dem  Falle  inte- 
grierbar, wo  zwar  f^  (x)  »>  konst.,  aber  fi  (x)  irgend  eine  Funktion  von  x 
ist.  Drittens  endlich  behauptet  E.  Vessiot  in  dem  bei  Nr.  706  erwähnten 
Enzyklopädie- Artikel  ohne  Quellenangabe,  daß  Jak.Bemouüi  die  lineare 
Differentialgleichung  (1)  integriert  habe. 

Bezüglich  des  Gedankens,  statt  y  zwei  neue  Funktionen  u  und  z  von  x 
mittels  einer  Substitution  y^^uz  einzuführen,  vgl.  die  nächste  Anmerkung. 

717«  Jak,  BemouÜi  legte  die  Differentialgleichung  (1)  in  den  Acta 
Erud.  von  1695  vor.  Joh,  BemouiU  führte  ihre  Integration  in  der  bei 
Nr.  716  erwähnten  Abhandlung  von  1697  auf  die  einer  linearen  Differential- 
gleichung mittels  der  Substitution  (2)  zurück;  allerdings  steht  in  dem  Ab- 
druck in  den  „Opera'%  1.  Bd.  S.  175,  der  Exponent  n :  (1  —  n)  statt 
—  1 :  (n  —  1),  was  aber,  wie  der  weitere  Text  zeigt,  bloß  ein  Druckfehler 
ist.  Daran  schloß  er  eine  neue  Integrationsmethode,  indem  er  statt  y 
das  Produkt  von  zwei  Funktionen  von  x  einführte  und  über  die  eine 
Funktion  geeignet  verfügte  (a.  a.  0.  S.  176).  Dies  ist  vielleicht  das  erste 
Mal,  wo  der  Gedanke  der  Einführung  einer  Überzähligen  Funktion 
für  die  Integration  verwertet  wird.  Schließlich  integrierte  er  dieselbe 
Differentialgleichung  in  der  Abhandlung  „De  corporis  gravis  ascensu  et 
deseensu  per  arcus  aequales  in  medio  resistente^'.  (j,Opera",  4.  Bd.  1742, 
S.  B78  u.  f.,  insbes.  S.  881  u.  f.)  mittels  eines  Multiplikators  (vgl.  Nr.  724). 

718,  719.  Graf  /.  Biecali  (1676—1754)  veröffentlichte  durch  Yer- 
mittelung  der  BemoulUs  in  den  Acta  Erud.,  Supplement  VUI,  S.  66  u.  f., 
datiert  von  1724,  aber  schon  vor  Ende  1723  erschienen,  einen  Aufsatz 
über  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  worin  er  zum  Schlüsse  die 
Aufgabe  stellte,  bei  beliebigem  Werte  der  Eonstante  m  solche  Werte 
der  Eonstante  n  zu  ermitteln,  für  die  sich  die  Differentialgleichung  für  u 

dx  ' 
durch  Trennung  der  Veränderlichen  integrieren  lasse.    Aus  den  unmittel- 
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bar  dahinter  abgedruckten  Bemerkangen  von  Dan,BemauUi  geht  henror, 
daß  sich  die  Bemaullis  damit  beschäftigt  hatten  und  unabhängig  ron 
einander  zu  denselben  Werten  you  n  gelangt  waren,  auch  gab  Dan. 
BernouUi  die  Auflösung,  aber  versteckt  in  einem  Anagramm.  Im  No- 
yemberheft  1728  der  Acta  Erud.,  S.  602  u.  f.,  kam  Riceati  darauf  znrfick, 
indem  er  der  Gleichung  jetzt  die  einfachere  Gestalt 

ax 

gab  und  bemerkte,  auch  er  habe  die  Aufgabe  gelöst.  Endlich  veröffent- 
lichte  Dan.  BemouUi  seine  Lösung  in  dem  Buche  „Danidis  BemouRi 
exercitationes  quaedam  mcUhematieae",  Venedig  1724,  S.  77  u.  f.,  sowie 
1726  in  den  Acta  Erud.,  S.  478  u.  f  Er  nahm  dabei  die  Differential- 
gleichung in  der  Form 

dx  ' 

an,  die  sich  nur  in  den  Bezeichnungen  yon  der  Gleichung  (1)  von  Nr.  719, 
der  jetzt  so  genannten  speziellen  RiecatiBchen  Differentialgleichung,  unter- 
scheidet. Näheres  hierüber  in  M.  Cantar'a  „Vorlesungen  über  GeschiihU 
d,  Math,"  8.  Bd.,  2.  Aufl.,  Leipzig  1901,  S.  476  u.  f. 

Während  noch  L.  Euler  in  seinen  „Institutiones  eaUsuli  integralitf', 
1.  Bd.  1768,  S.  312,  nur  diese  spezielle  Gleichung  als  i2/oca<f3che  be- 
zeichnet, benutzt  J,  le  Bond  d^Älenibert  den  Namen  schon  1768  in  der 
Histoire  de  TAcad.  de  Berlin,  S.  242,  nicht  mehr  in  dem  besckränkten 
Sinne  wie  in  Nr.  719.  L.  Euler  führte  die  spezielle  Biceatische  Diffe- 
rentialgleichung, falls  eine  Partikularlösung  u  bekannt  ist,  mittels  der 
Substitutionen  (4)  und  (6)  von  Nr.  718  auf  eine  lineare  zurück,  siehe 
„De  integratione  aequationum  differentialium",  Novi  Gomment.  Acad. 
Petropol.  8.  Bd.,  1760—61,  S.  3  u.  f.,  insbes.  S.  82  u.  f ,  sowie  „De 
resolutione  aequationis  dy ^ ayydx^^ho^da^',  ebenda  9.  Bd.  1762  bis 
1763,  S.  164  u.  f.,  insbes.  S.  162.  Die  in  Satz  11  von  Nr.  718 
formulierte  charakteristische  Eigenschaft,  siehe  auch  Satz  28,  Nr.  749, 
scheint  erst  in  den  letzten  Jahrzehnten  des  verflossenen  Jahrhunderts 
hervorgehoben  worden  zu  sein,  siehe  z.  B.  E.  Picard  in  den  Annales  de 
TEcole  normale,  1.  Serie,  6.  Bd.  1877,  S.  841. 

Zur  Würdigung  der  ausgezeichneten  Bolle,  die  die  allgemeine 
Riceatische  Differentialgleichung  in  vielen  Problemen,  insbes.  auch  in 
der  Geometrie  spielt,  verweisen  wir  auf  die  Bücher:  O.Darhoux,  „Lefons 
8ur  la  Morie  generale  des  surfacesf',  1.  Teil  Paris  1887,  S.  23  und  an  vielen 
späteren  Stellen,  S.  Lie,  „Vorlesungen  Ober  kontinuierliche  Chruppen",  bearb. 
von  G.  Scheffers,  Leipzig  1893,  S.  766  u.  f.,  und  auf  die  Abhandlung  von 
E,  Study:  „Zur  Theorie  der  Riccatischen  und  Schwarzsehen  Differential- 
gUiehungen",  Archiv  d.  Math.  u.  Phys.,  3.  Reihe,  16.  Bd.  1911,  S.  118  n.  f. 

720.  Bei  Ä,  Gl  Clairaut  traten  1734  in  der  bei  Nr.  6  und  Nr.  709 
— 712  erwähnten  Abhandlung  zwei  Gleichungen 

(x  —  t*)  2I(ii)  ==  y  —  *  («),    dy  =-  n{u)dx 

auf,  worin  u  und  y  Funktionen  von  x  und  U  und  <^  Funktionen  von  u 
bedeuten.  Durch  Elimination  von  u  geht  daraus  eine  gewöhnliche  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  für  y  hervor.    Obgleich  die  Elimination 
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nicht  durchführbar  ist,  erkennt  man  doch,  daß  nach  der  zweiten  Gleichung 
y'sai7(tt),  also  u  eine  Funktion  9  von  y'  wird,  so  daß  die  erste,  wenn 
^(fp(y'))=^'^(y')  gesetzt  wird,  ergibt: 

d.  h.  eine  Gleichung  von  der  Form  (1).  Clairaut  fand  ihre  allgemeine 
und  singulare  Lösung  durch  Differentiation  der  ersten  Gleichung  und 
Substitution  des  aus  der  zweiten  Gleichung  folgenden  Wertes  von  y'. 
Insbesondere  betrachtete  er  zwei  Beispiele  zu  (1),  nämlich 

xy^—y^^y  —  y,    (a  +  aj)y'«— yy'  =  «y'— y, 

und  bestimmte  ihre  allgemeinen  und  singul&ren  Lösungen.  Aber  er  hielt 
die  krummlinigen  Jntegralkurven  (d.  h.  die  singulären)  für  die  allgemeineren  : 
„H  y  a  des  iquations  diffirentielUs  eapäblea  d'avoir  deux  Solutions  diffe- 
rentes  Vune  de  l'autre,  dant  Vune  (et  mime  dans  ce  cos  la  plus  givUrode) 
n'a  pas  besoin  du  ealcul  integral"  (a.  a.  0.  S.  21S).  Er  bemerkte  noch 
nicht,  daß  die  krummlinigen  Integralkurven  die  Einhüllenden  der  gerad- 
linigen Integralkurven  sind. 

721.  L.Eukr  empfand  wie  A.  Cl.  Clairaut  das  anscheinend  Paradoxe 
der  ClairautBchen  Differentialgleichungen,  siehe:  „Exposition  de  quelques 
paradoxes  du  caleul  intigraV,  Mäm.  de  TAcad.  de  Berlin,  ann^e  1766, 
S.  800  u.  f.  Darin  kommt  auch  unser  1.  Beispiel  vor.  Etder  bemerkte 
ebenso  wenig  wie  Clairaut,  wie  die  regulären  Lüsongen  mit  der  singu- 
lären zusammenhängen.  Diesen  Punkt  hat  erst  L,  Lagrange  in  seinen 
bei  Nr.  709—712  genannten  Abhandlungen  von  1774  and  1779  aufgeklärt. 

722.  Methode  von  J.  le  Bond  d'Alembert,  „Beeherches  sur  le  ealcul 
intigraV',  Histoire  de  TAcad.  de  Berlin,  ann^e  1748,  4.  Bd.  S.  276  u.  f. 
Siehe  auch  X.  Euler,  „Institutiones  calciili  integralisf* ,  1.  Bd.  S.  611  u.  f. 

728.  Differentialgleichungen  von  der  Form  (1)  heißen  auch  d^Alem- 
hert&che,  vgl.  die  vorhergehende  Anmerkung. 

724.  Vgl.  die  Anmerkung  zu  Nr.  612. 

725«  Die  Integration  homogener  Differentialgleichungen  mittels 
Multiplikatoren  bei  A.  Cl.  Clairaut,  „Beeherches  ginirdUs  s%*r  le  cälctd  in- 
tegral'', Histoire  de  TAcad.  de  Paris,  annäe  1789,  S.  426  u.  f. 

726.  L.  Euler,  „Institutiones  caleuli  integrdlis",  1.  Bd.  S.  832  u.  t, 

727.  Methode  von  8.  Lie,  vgl.  die  Anmerkung  zu  Nr.  618.  lyAlembert 
beschäftigt  sich  in  einem  „SuppUment^*  zur  Abhandlung  „Beeherches  de 
ealcul  inJUgrai",  in  den  „Opuscules  mathematiques",  4.  Bd.,  Paris  1748, 
27.  M^m.,  S.  264  u.  f.,  mit  der  Fläche  z  ao  M{x,  y\  die  zu  einem  Multi- 
plikator M  gehört,  untersucht,  wie  man  von  einem  Flächenpunkte  zu 
benachbarten  gelangt,  und  schließt  daraus,  daß  es  stets  einen  Multiplikator 
gehen  müsse.  Seine  Überlegungen  (S.  266  u.  f.)  führen  ihn  nahe  an  die 
Xttfsche  geometrische  Deutung  des  Multiplikators.  Viele  Beispiele  zu 
Nr.  727  in  dem  Werke  von  8.  Lie:  „Vorlesungen  Über  Differentialgleichungen 
mit  bekannten  infinitesimalen  Transformationen';  bearb.  von  G,  8cheff'ers, 
Leipzig  1891,  anast.  Neudruck  1912,  S.  160  u.  f. 

728«  Differentialgleichungen  mit  Multiplikatoren  von  vorgeschrie- 
bener Gestalt  zu  ermitteln,  war  eine  Lieblingsbeschäftigung  L,  Euler's. 
Vgl.  insbesondere  die  „InstiMiones  caleuli  integraW,  1.  Bd.  8.  861  u.  f. 

720.  G,  Lame  (1796—1870)  gab  den  Isoihermen  ihren  Namen,  siehe 
„Mimoire  sur  les  surfaces  isothermes  dans  les  eorps  solides  homogenes  en 
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Squüibre  de  temp^raturel^,  Jonm.  de  Math^m.  2.  Bd.  1837,  8. 147  n.  f. 
Inbezng  auf  den  Multiplikator  Tgl.  8.  Lie  in  dem  in  Anmerkung  zu 
Nr.  727  genannten  Buche,  S.  166  u.  f. 

7S0.  In  G.  C.  de'  Tos€^%  di  Fagname  UnterBuchungen  über  die 
Rektifikation  yon  Kegelschnitten  (vgl.  die  Anm.  zu  Nr.  440—460)  traten 
Differentialgleichungen  von  der  Form 

F{,x)dx±F{y)dy^(i 

auf,  wobei  zwar  die  QvL9känf!arenrF{x)dx  xmdfF(i/)dy  nicht  mittels  der 

elementaren  Funktionen  geleistet  werden  konnten,  die  Differentialglei- 
chungen aber  dennoch  integrierbar  waren.  Dies  veranlaßte  L.  Euler, 
sich  mit  der  Aufgabe  zu  beschäftigen,  derartige  Differentialgleichungen 
direkt  zu  ermitteln.  Zunächst  betrachtete  er  den  Fall,  wo  F(x)  und  F(y) 
die  reziproken  Werte  der  Quadratwurzeln  ganzer  Funktionen  Mweüen 
Grades  sind,  siehe:  ,,Specmen  novae  methodi  eurvarum  quadrtUurM  et 
reetifieationes  aiiasque  quantüates  transcendentes  Mer  se  comparandi*^,  Noyi 
Comment.  Acad.  Petropol.  7.  Bd.  1768—69,  8. 88  u.  f.,  dann  die  wohl  spä- 
ter verfaßte,  aber  früher  erschienene  Abhandlung:  ,,^pechHen  aUerum 
meihodi  novae  quantiUUes  transcendentes  inter  se  comparandL  De  com- 
paraHane  arcutnn  eUipsU^*,  ebenda  S.  8  u.  f.,  feiner  „Demonttrixtio  iheare- 
matie  et  solutio  problemcUü  in  Actis  Enid,  Lipaiensibw  praposUorum'*, 
ebenda  8.  128  u.  f.  Später  ging  Euter  zu  dem  allgemeinen  Falle  über, 
wo  F{3^  und  F(y)  die  reziproken  Werte  der  Quadratwurzeln  ganzer 
Funktionen  vierten  Grades  sind:  „IntegrcUio  aequationis 

dx  dy  

yA-^Bx  +  Cxx  +Dx^+  Ex^  ""  yÄ  +  By  +  Cyy  +  Dy*+Ey* "' 

ebenda  12.  Bd.  1766—67,  8.  8  u.  f.  Zusammengefaßt  hat  er  seine  Unter- 
suchungen in  den  „Institutionea  cdkuli  integralis",  1.  Bd.  2.  Abschn., 
6.  Kap.  8.  421  u.  f.,  sowie  6.  Kap.  8.  461  u.  f.,  siehe  auch  3.  Bd.  8.  697 
u.  f.  Die  Anwendung  der  Mnltiplikatorentheorie  ist  hier  die  Quelle  für 
einen  der  wichtigsten  8ätze  der  höheren  Analysis,  das  Ädditionetheorem 
der  elliptischen  Integrale,  gewesen. 

781«  Hier  beginnt  der  Vortrag  von  Methoden,  die  8.  Lie  geschaffen 
hat.  8ein  Ausgangspunkt  war,  allgemein  gesprochen,  die  Aufgabe, 
„Eigenschaften  eines  vorgelegten  Systems  Differentialgleichungen,  die  a 
priori  bekannt  sind,  mögliehst  viel  für  die  Integration  derselben  eu  ver- 
toerten*%  eine  Idee,  die  er  zusammen  mit  F.  Klein  zu  Beginn  der  sieb- 
ziger Jahre  des  letzten  Jahrhunderts  gefaßt  hatte.  Siehe  „Zw  Theorie 
des  Integrdbilitätsfaktors'%  Forhandlinger  i  Videnskabs-Selskabet  i  Ghristi- 
ania  1874,  gedruckt  1876,  8. 242  u.  f.  Vgl.  auch  i^.  Klein,  „Vergleichende 
Betrachtungen  Über  neuere  geometrische  Forschungen",  Erlanger  Programm 
1872  (Math.  Annalen  48.  Bd.  1893,  8.  63  u.  f.).  Eine  fast  lückenlose 
Bibliographie  der  Arbeiten  von  8,  Lie  bei  F.  Enge\  „Ausfvhrlükes  Ver- 
zeichnis seiner  Schriften'',  Bibl.  math.  3.  Folge,  1.  Bd.  1900,  8. 1  u.  f.  Die- 
jenigen Betrachtungen  Lie's,  die  wir  bringen,  finden  sich  in  elementarer 
Darstellung  in  dem  bei  Nr.  727  genannten  Buche.  Vgl.  auch  8»  Lie, 
„Theorie  der  Trans formaHonsgruppen",  unter  Mitwirkung  von  F.  Engel, 
8  Bände,  Leipzig  1888—1898. 

740«   Das  Trajektorienproblem  spielte  in  den  Streitigkeiten  zwischen 
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Jak.  und  Joh.  BemouUi  and  zwischen  G,  W.  Leibnie  und  J.  Newton  eine 
besondere  Bolle.  Joh.  Bemouüi  stellte  im  Sept.  1694  in  einem  Briefe 
an  Leibniz  die  Aufgabe,  eine  Kurve  zu  finden,  die  gegebene  Kurven 
senkrecht  oder  unter  einem  konstanten  Winkel  trifft;  dabei  brachte  er 
Beispiele  und  hob  die  Bedeutung  für  die  HuygensBche  Lichttheorie  hervor, 
worin  ja  die  Lichtwege  die  Wellen  senkrecht  schneiden.  Leibniz  antwortete 
in  einem  Briefe  vomDezbr.  1694^  die  LOsung  bestehe  in  zwei  Gleichungen; 
die  eine  enthalte  eine  Beziehung  zwischen  x,  y  und  einer  Konstante  h, 
die  andere  den  Wert  von  dyidx  fElr  die  gesuchte  Kurve,  ausgedrückt 
auf  Grund  der  Eigenschaft  des  senkrechten  Schneidens.  Elimination  von 
b  gebe  die  gesuchte  Differentialgleichung  erster  Ordnung. '  Hiemach  wie 
nach  dem  hinzugefclgten  Beispiele  besteht  die  Leibnizische  Begd  darin^ 
daß  die  Gleichung  der  Schar  F(x, y,b)==0  differenziert  und  dann  dy : dx 
durch  — dxidy  ersetzt  wird,  wodurch 

Fxdy—Fydx^fi 

hervorgeht.  Hieraus  wird  b  mitteis  F[x,y,b)^=^0  eliminiert.  Daß  Joh. 
BemouUi  es  richtig  verstanden  hat,  zeigt  sein  Brief  vom  Okt.  1696,  worin 
er  die  zur  Schar  In  y^=^bx  orthogonalen  Kurven  bestimmte.  Der  Brief- 
wechsel ist  1698  von  Joh.  Bemoulli  in  den  Acta  Erud.  {„Opera",  1.  Bd. 
S.  267  u.  f.)  veröffentlicht  worden.  Aber  schon  1697  erschien  ebenda 
seine  Abhandlung  „Curvaiura  radii  in  diaphanis  non  uniformtbus  etc.** 
{j,Opera**,  1.  Bd.  S.  187  u.  f.),  worin  das  Problem  zum  Schlüsse  (S.  193} 
Öffentlich  gestellt  wird,  z.  B.  für  die  Schar  der  logarithmischen  Kurven 
mit  derselben  Achse  und  einem  gemeinsamen  Punkte  (gemeint  sind 
Exponentialkurven).  Jak.  BemoMi  gab  in  den  Acta  Erud.  1698  eine 
punktweise  Konstruktion  für  den  Fall  des  Beispiels  und  für  andere  Bei- 
spiele, aber  ohne  Andeutung  der  Beweise  (j,SoluHo  pröblemaiis  fraiemi  ete.'*, 
abgedruckt  in  Joh.  B's.  „Opera",  1.  Bd.  S.  269  u.  f.).  Li  Joh.  BemouUi's 
Antwort  „Ännotata  in  aoluHones  fratemas  etc.".  Acta  Erud.  1698  („Opera", 
1.  Bd.  S.  262  u.  f.)  wird  das  Wort  Trajektorie  eingeführt  (S.  266).  Aus 
dem  abgedruckten  Briefwechsel  mit  Leibniz  (siehe  oben)  erkenne  man,  wie 
man  stets  zur  Differentialgleichung  des  Problems  gelangen  könne.  Joh. 
BemoüÜi  gibt  dabei  auch  die  Lösungen  für  die  von  seinem  Bruder  an- 
gegebenen Beispiele.  Alle  in  den  yorhergenannten  Arbeiten  gegebenen 
Lösungen  sind  richtig.  Auf  S.  271,  1.  Bd.  der  „Opera"  wird  ein  Rechen- 
fehler in  einer  Fußnote  falsch  korrigiert,  wie  die  Vergleichung  mit  S.  S96 
ebenda  zeigt. 

Hatte  das  Trajektorienproblem  somit  als  Pröfstein  für  die  Fähig- 
keiten der  feindlichen  Brüder  Bemouüi  gedient,  so  sollte  es  nach  mehr  als 
anderthalb  Jahrzehnten  dieselbe  Bolle  im  Kampfe  zwischen  Leibniz  und 
Newton  spielen.  Infolge  einer  Anregpmg  von  Joh,  BemoulU  {^Jüeibnizem 
math.  Schriften",  8.  Bd.  S.  949)  stellte  Leibniz,  ^,powr  idter  unpeuU  pouls 
d  no8  antüystes  angloie**,  mittels  eines  an^.  8.  Conti  im  Dzbr.  1716  gerichteten 
Briefes  („DerBriefwecheeluew.",  l.Bd.  S.262  u.f ,  inBbes.S.267)  die  Aufgabe 
der  orthogonalen  Tn^ektorien  zwar  für  einen  sehr  einfachen  Fall,  jedoch 
verlangte  er  ausdrücklich  eine  allgemeine,  von  der  besonderen  Kurvenschar 
unabhängige  Methode.  J.  Newton^ $  Antwort  war  eine  anonyme  Note: 
„Frdblematis  olim  in  Actis  Erudüorum  Lipeiae  proposiH  solutio  generaUt^*, 
Philos.  Transactions  1716,  Nz.  847  {„0pt$8cula  math.  Newtoni",  1.  Bd. 
S.  298  u.  f.,  auch  in  Joh.  Bemouüis  „Opera",  2.  Bd.  8.  278  u.  f.).    Die 
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LethnieiBche  Aufforderong  yöUig  ignorierend,  sagt  Newton,  die  drei  be- 
rühmten Männer  hätten  sich  ungefiüir  vier  bis  fünf  Jahre  lang  schon 
mit  dem  Problem  abgequält  („exeretneranP*),  und  gibt  seine  allgemeine 
Lösung  in  allgemeinen  Woi*ten  ohne  Formeln  und  Beispiele:  Man  könne 
die  Normale  und  den  Enimmungsmittelpunkt  der  Trajektorie  finden,  die 
eine  gebe  die  erste,  die  andere  die  zweite  Fluxion  der  Ordinate.  So 
werde  das  Problem  immer  auf  Gleichungen  zurückgeführt.  Schließlich 
sagt  er:  „Problema  hocce,  cum  ntdlifis  fett  sit  usus,  in  Actis  Eruditorum 
annos  plures  neglectum  et  insolutum  mansit.  Et  eadem  de  causa  sohtHonem 
ejus  non  uiterius  prosequor**.  Diese  zur  Schau  getragene  Verachtung  hat 
wohl  nicht  nur  in  seinem  Ärger  über  Leibniz  ihre  Quelle.  Hatte  doch 
Joh,  Bemauüi  wiederholt  auf  die  Bedeutung  des  Problems  für  die  ündu- 
lationstheorie  von  Huygens  hingewiesen,  der  die  Emissionstheorie  Newton's 
feindlich  gegenüberstand.  Newton  muß  wohl  geglaubt  haben,  daß  das 
Problem  auf  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  führe.  Jdk.Hermann 
(1678—1738)  Ycrspottete  in  seinem  „Schediasma  de  traiectoriis  datae  senei 
curvis  ad  angulos  rectos  occurrentibus'^  Acta  Erud.  1717  (Joh.  BemouüCs 
„Opera",  2.  Bd.  S.  276  u.  f.)  die  Überhebung  des  anonymen  Autors  in  den 
Philos.  Transactions  und  tadelte,  daß  dieser  ohne  Grund  Zuflucht  zu  den 
Differentialen  zweiter  Ordnung  genommen  habe.  Alsdann  entwickelte  er 
zum  ersten  Male  mit  völlig  klaren  Worten  die  oben  erwähnte  Leibnizische 
Begel  und  führte  mehrere  Beispiele  vor.  Darunter  ist  das  letzte,  vierte, 
besonders  zu  nennen.  Es  handelte  sich  um  die  orthogonalen  Trajektorien 
aller  durch  einen  gemeinsamen  Punkt  gehenden  Kurven,  bei  denen  der 
Krümmungsradius  zur  Normale  proportional  ist  (vgl.  das  8.  Beispiel  in 
Nr.  797).  In  einem  „Supplemenium",  Acta  Erud.  1716  {Joh.  BemauUi's 
„Opera",  2.  Bd.  S.  279  u.  f.),  und  einem  „Ädditamentum",  Acta  Erud.  1719 
(a.  a.  0.  S.  299  u.  f.),  kam  er  auf  sein  in  diesem  Falle  angewandtes  schwer 
verständliches  Verfahren  zurück.  In  modemer  Ausdrucksweise  lautet  es 
so:  Sind  x  =  q>{t),  ys^^(f)  die  Grleichungen  einer  Kurve,  so  bekonunt 
man  die  orthogonalen  Projektionen  aller  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen 
Kurven  x=^aq)(t)^  yz=ail>(t)  (a^^konst.),  wenn  man  hierin 

Ina^^l-r^i^ät 
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einsetzt,  was  in  der  Tat  stimmt.  So  viel  wir  sehen,  erwähnt  Hermann 
nicht,  daß  diese  Regel  nur  für  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Kurven  gilt 

Jenes  vierte  Beispiel  hatte  P.  S,  de  Montmort  (1678—1719)  als 
Aufgabe  gestellt.  Es  rührte  aber  von  Leibniz  auf  Anregung  von  Joh. 
Bernouili  her  („Leibnizens  maih»  Schriften",  8.  Bd.  S.  968).  Auch  Br. 
Taylor  löste  die  Aufgabe  in  der  Abhandlung  „Soluiio  problematis  a 
Domino  G.  O.  Leibnitio  Geometrie  Anglis  nuper  propo8iti*\  Philos.  Trans- 
actions 1717,  Nr.  864  (Joh.  BemoulU's  „Opera",  2.  Bd.  S.281  u.  f.). 

Es  verlohnt  sich  nicht,  auf  die  weiteren  Kontroversen  über  das  Tra- 
jektorienprobiem  näher  einzugehen.  Die  betreffenden  Abhandlungen  bis 
1727  sind  in  Joh.  BemoutlCs  „Opera",  2.  Bd.,  abgedruckt.  Wir  heben  nur 
noch  eines  hervor:  Alle  damals  behandelten  Beispiele  beziehen  sich  ent- 
weder auf  den  Fall,  wo  die  gegebene  Kurvenschar  eine  einfache  infinite- 
simale konforme  Transformation  in  sich,  wie  Schiebung,  Drehung  oder 
Streckung,  gestattet  oder  auf  den  Fall,  wo  sie  aus  allen  Integralkorven 
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einer  Differentialgleichmig  (1)  mit  getrennten  Yerftnderlichen  besteht. 
Im  zweiten  Falle  sind  offenbar  auch  in  der  Differentialgleichung  (8)  der 
orthogonalen  Trajektorien  die  Veränderlichen  leicht  zu  trennen. 

748«  Der  in  der  Mathematik  vielgebrauchte  Eunstausdruck  Jcananisch 
kommt  nach  M.Cantor's  „Vorlesungen Über  Qesd^,  d,  Math,",  2.  Bd.  8.  Aufl., 
8.  791,  wahrscheinlich  zuerst  vor  bei  Th,  Harriot  (1660—1621)  in  seinem 
nachgelassenen  Werke  „Ärtis  analytieae  praxitf',  1681,  imd  zwar  auf  dem 
Gebiete  der  Algebra.  Bei  dieser  Gelegenheit  sei  angef&gt,  daß  wir  Harriot 
auch  die  Zeichen  ]>  und  <^  für  größer  und  kleiner  verdanken. 

748.  Die  Theorie  der  projektiven  Transformationen,  die  hier  und 
im  folgenden  einspielt,  gehört  in  das  Gebiet  der  Geometrie.  Wir  können 
keine  geschichtlichen  Anmerkungen  dazu  bringen,  weil  sie,  falls  sie 
einigermaßen  genügen  sollen,  zu  großen  Raum  beanspruchen  würden. 

758«   Siehe  C.  G.  J.  Jacobi,  „De  integroHone  aequationie  differentialis 

(A  +  A'x  +  Al'y)  {xdy  -  ydx)  -  (JB  +  B'x  +  B"y)  dy 
+  iP+Cx+C'y)dx^(i'\ 

Journ.  f.  d.  r.  u.  a.  Math.  24.  Bd.,  1842,  S.  1  u.  f.  {„Ges.  Werke**,  4,  Bd.  8. 266 
u.  f.)!  Bezüglich  des  in  Nr.  768  dargestellten  Zuhammenhanges  der 
«/oco&Mchen  Differentialgleichungen  mit  den  eingliedrigen  projektiven 
Gruppen  der  Ebene  verweisen  wir  auf  j9.  lAe,  „Vorlesungen  über  kontinuier- 
liche Gruppen",  bearb.  von  G.  Scheffers,  Leipzig  1898,  S.  77.  Das  System 
(4)  ist  ein  d'ÄlembertBcheB,  vgl.  Nr.  772  und  die  Schlußbemerkung  von 
Nr.  776. 

758*  X.  Euler,  ,Jnstitutiones  calctdi  integralis",  1.  Bd.  S.  297  u.  f., 
S.  821  (hier  Integration  mittels  eines  Multiplikators). 

759.  Infolge  des  Zusammenhanges  der  Jooo&ischen  Differential- 
gleichungen mit  d'AJembertBchen  Systemen,  vgl.  die  Anm.  zu  Nr.  768,  ist 
die  Integration  eigentlich  schon  von  d'Älembert  geleistet  worden,  vgl.  die 
Schlußbemerkung  von  Nr.  776.  Die  direkte  Integration  für  den  Fall 
dreier  verschiedener  Wurzeln  q  der  kubischen  Gleichung  (6)  in  Nr.  767 
führte  C.  G,  J.  Jcuiöbi  a.  a.  0.  aus.  Für  den  Fall  gleicher  Wurzeln  gab 
sie  vielleicht  zuerst  /.  A.  Serret  in  dem  Vorläufer  unseres  Werkes  „Cowrs 
du  ccUcul  d\ff4rentiel  et  integral",  siehe  z.  B.  Übersetzung,  2.  Bd.,  2.  H&lfte, 
Leipzig  1886,  8.  87  u.  f.  Bezüglich  der  IT-Kurven  und  ihrer  Verallge- 
meinerung im  Räume  siehe  F.  Klein  und  S.  Lie,  „Sur  une  eertaine  fa- 
mille  de  courbes  et  de  surfaceS",  Comptes  Rendus  70.  Bd.,  1870,  S.  1222  u.  f., 
S.  1276  u.  f ,  „  Über  di^enigen  d>enen  Kurven,  welche  durch  ein  geschlossenes 
System  von  einfach  unendlich  vielen  vertauschbaren  linearen  Transforma- 
tionen in  sich  Übergehen",  Math.  Annalen  4.  Bd.,  1871,  S.  60  u.  f. 

760,  Außer  den  soeben  angegebenen  Abhandlungen  siehe  auch 
S,  Lie^s  bei  Nr.  763  genanntes  Werk,  S.  68  u.  f.,  wo  die  TT-Eurven  nach 
nach  einem  Vorschlage  von  G,  Scheffers  selbstprqjektive  Kurven  genannt 
werden. 

761«  Der  geschichtliche  Verlauf  war  so,  daß  nach  den  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zunächst  die  gewöhnlichen  Dif- 
ferentialgleichungen höherer  Ordnung  für  eine  Funktion  von  einer  Ver- 
änderlichen fast  ausschließlich  in  den  Vordergrund  traten.  In  L,  Euler's 
,Jn8titwtiones  eäleuli  integrälis'^  werden  Systeme  von  gewöhnlichen  Diffe- 
rentialgleichungen für  mehrere  Funktionen  von  einer  Veränderlichen 
überhaupt  nicht  betrachtet,  und  auch  in  8.  Lcieroix^s  y^Traitd  du  cdlcul 

46* 
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diffirmUd  et  du  caleul  inteffrai^^,  der  den  Stand  der  Dinge  mn  die  Wende 
vom  18.  zum  19.  Jahrhundert  bringt,  werden  ihnen  nur  wenige  Seitem 
gewidmet  (2.  Aufl.  1.  Bd.  S.  224  u.  f.,  2.  Bd.  S.  387  u.  f.).  Laeroix  setst 
auseinander,  wie  man  durch  genügend  oft  wiederholte  Differentiation 
eines  derartigen  Systems  und  durch  Eliminationen  immer  eine  gewöhn- 
liche Differentialgleichung  höherer  Ordnung  für  nur  eine  der  gesuchten 
Funktionen  gewinnen  kann.  Aber  dies  Verfahren  verlangt  Eliminationen, 
die  praktisch  die  größten  Schwierigkeiten  machen.  Nach  Satz  1  von 
Nr.  668  dagegen  ist  es  leicht,  eine  Differentialgleichung  von  der  zuletzt 
genannten  Art  auf  ein  System  erster  Ordnung  von  gewöhnlichen  Diffe- 
rentialgleichungen für  mehrere  Funktionen  von  einer  Vei^nderlichen  zu.- 
rückzuführen.  Deshalb  ist  es  vorzuziehen,  zunächst  diese  Systeme  und 
dann  erst  als  Spezialfall  davon  die  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
höherer  Ordnung  zu  betrachten,  wie  wir  es  im  Gegensatze  zu  der  ur- 
sprünglichen SerretBchea  Anlage  unseres  Werkes  tun. 

J.  le  Bond  d'Äkmbert  hat  zuerst  (1748)  Systeme  erster  Ordnung 
in  der  Normalform,  aber  in  sehr  spezieller  Gestalt,  betrachtet,  siehe 
die  Anmerkungen  zu  Nr.  769  und  Nr.  772.  Zu  ihrem  Rechte,  um  ihrer 
selbst  willen  behandelt  zu  werden,  hat  aber  ganz  besonders  O.  Monge 
den  Systemen  in  der  Normalform  verhelfen,  und  zwar  durch  seine  geo- 
metrische «Ausgestaltung  der  LagrangeBchen  Integrationstheorie  der  par- 
tiellen Differentialgleichungen  erster  Ordnung  (vgl.  §  1  des  8.  Kap.)  so- 
wie durch  seine  damit  aufs  engste  zusammenh&ngenden  Anwendungen 
der  Analysis  auf  das  Studium  von  Fl&chenfamilien,  vgL  sein  Hauptwerk 
„Application  de  Vandlyse  d  la  giomürief'y  das  in  der  Anm.  zu  Nr.  861 
genannt  wurde. 

Bezüglich  der  Ezistenzbeweise  für  die  Lösungensysteme  ist  auf  die 
Anm.  zu  Nr.  680—685  zu  verweisen. 

768«  Der  in  Satz  1  aosgesprochene  Zusammenhang  zwischen  einem 
System  erster  Ordnung  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  und 
einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  ist  von  L.  Lagrange 
aufgedeckt  worden,  der  dabei  von  der  partiellen  Differentialgleichung  aus- 
ging. Seine  Abhandlungen  „Sur  differentes  queetiona  d'anaHyse  reHati" 
ves  ä  la  ihdorie  des  integrales  particuiihrea^* ,  Nouv.  M^m.  de  TAcad.  de 
Berlin  1779,  S.  121  u.  f.  („Oeuvreg"  4.  Bd.  S.  686  u.  f.),  und  „Mähode 
g&nirale  pour  intigrer  les  iqwUions  aux  diff^rences  partielles  du  premier 
ordre,  lorsque  ces  diffSrences  ne  sont  que  lindaires",  ebenda  1786,  S.  174 
u.  f.  {„Oeuvres^*  6.  Bd.  S.  643  u.  f.),  entwickeln  auch  die  in  Nr.  868  und 
864  aufgestellten  Sätze.  Eine  elegante  Darstellung  der  Theorie  hat  später 
C.  G.  J.  Jacöbi  gegeben  in  seinen  „Düucidationes  ad  aequationum  diffe- 
rentialium  mlgarium  systenuxtis  earumque  connexione  cum  aequationibus 
differentialibus  partialibus  linearibus  primi  ordinisi",  Joum.  f.  d.  r.  u.  a. 
Math.  28.  Bd.  1841,  S.  1  u.  f.  („Werke"',  4.  Bd.  S.  147  u.  f.) 

764.  Siehe  Nr.  866  und  G.  Monge,  ,yApplicc^tion  etc/',  6.  Aufl. 
S.  440  u.  f. 

766,  767.  Siehe  die  Bemerkungen  zu  Nr.  731. 

769«  Die  Untersuchung  der  linearen  homogenen  Systeme  geht  auf 
d'Alemhert  zurück.  Er  behandelt  z.  B.  in  seiner  Arbeit  „8ur  le  mou- 
vement  des  corps  pesa/ns,  en  ayant  igaird  ä  la  rotaüon  de  la  terre  autow 
de  son  aMf\  „OpuseuUs  maOUmaiUquesf%  7.  Bd«  Paris  1780,   66.  M^m., 


G^chichtliohe  Anmerkungeii  zum  dritten  Bande  709 

S.  Sli  n.  f.  in  I  m  (Druckfehler:  lY),  S.  377  n.  f.,  ein  zweigliedriges 
lineares  homogenes  System  von  der  besonderen  Form  . 

indem  er  die  zweite  Gleichung  mit  einer  noch  zur  Verfügung  stehenden 
Funktion  |  Ton  x  multipliziert  und  zur  ersten  addiert.  Dadurch  ergibt 
sich: 

Dann  w&hlt  er  £  so,  daß  die  rechte  Seite  gleich  y^  4*  S^t«  multipliziert 
mit  einer  Funktion  von  x  wird,  d.  h.  er  setzt 

Allerdings  gibt  er  nicht  an,  wie  man  hieraus  £  als  Funktion  von  x  be- 
stimmen könne.  Die  Gleichung  für  £  ist  eine  BiecaUsche  Differential' 
gUiehung  (siehe  Nr.  718).  Hierin  liegt  also  der  Keim  für  die  Ztirikk' 
fiihrung  eines  zweigliedrigen  linearen  homogenen  Systeme  auf  eine  Biceati- 
sefte  Differentialgleiehung.  Vgl.  z.  B.  das  bei  Nr.  768  genannte  Buch  von 
S,  Lie,  S.  772  u.  f.  Weiterhin  behandelt  d'Alembert  (a.  a.  0.  S.  878  u.  f ) 
das  allgemeine  zweigliedrige  lineare  homogene  System  in  derselben  Weise. 

772«  In  dem  vierten  Abschnitte  seiner  „Beeherches  sur  le  calcul 
integral*'^  Histoire  de  l'Acad.  de  Berlin,  ann^e  1748,  4.  Bd.  S.  275  u.  f., 
insbes.  S.  288  u.  f.,  integriert  d^Alenibert  das  zwei-  und  das  dreigliedrige 
System  (1)  für  den  Fall,  wo  die  Gleichung  (4)  für  g  lauter  verschiedene 
Wurzeln  hat,  und  zwar  ist  sein  Verfahren  das  am  Schlüsse  von  Nr.  772 
angegebene.  Die  Hilfsgleichung  (4)  für  g  kommt  allerdings  bei  d'Alem- 
bert direkt  nicht  vor,  aber  eine  ihr  entsprechende  algebraische  Gleichung 
zweiten  bzw.  dritten  Grades. 

778«  D'Alembert  (a.  a.  0.)  war  sich  wohl  der  Schwierigkeiten  be- 
wußt, die  durch  das  Auftreten  gleicher  oder  komplexer  Wurzeln  der 
Hilfsgleichung  f&r  g  entstehen,  und  er  deutete  den  in  Nr.  773  erwähnten 
Grengübergang  an.  Der  Grundgedanke  des  Grenzüberganges  kann  so  an- 
gegeben werden:  Sind  ^^  und  g^  zwei  verschiedene  Wurzeln  der  Glei- 
chung A(^)s»0,  so  gehören  zu  ihnen  zwei  linear  unabhängige  Systeme 
von  Partikularlösungen 

y»  =  ^i<«^**       und       y^  =  c,jC^«*         (i=  1, 2, . .  .n), 

wie  in  (7)  von  Nr.  772.  Dabei  sind  die  Koeffizienten  c^^  ^i  s  ?  •  •  •  ^m  ^^^ 
<^  I ,  c, , ,  . . .  c,  „  Funktionen  von  g^  bzw.  p, .  Ändert  man  nun  die  Koeffi- 
zienten a  des  d'Alembertschen  Systems  (8)  in  Nr.  773  stetig,  so  gilt  das- 
selbe von  g^  und  g^ .  Wird  dabei  pj  =»  p^ ,  so  fallen  beide  Systeme  von 
Partikularlösungen  zusammen,  so  daß  sich  zunächst  nur  eines  ergibt. 
Aber  auch 

y.^^±— ^•--  (»  =  1,2,. ..n) 

Vi  Vf 

ist  nach  Satz  9,  Nr.  770,  ein  System  von  Partikularlösungen.  Beim  Grenz- 
übergange lim  p,  8«  ff^  liefert  es  nach  Nr.  129  ein  System  von  Funktionen 
voir  der  Form 

y^^y^xe^^*  (t  =- 1, 2, . .    »), 
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^^  7ii  7ti  ••'  7n  gewisse  Konstanten  sind.  So  kommt  man  zn  der  zweiten 
in  der  Tafel  (9),  Nr.  778,  angegebenen  Fnnktion  xeQi^,  Wiederholung 
der  Grenzbetrachtung  für  den  Fall  einer  m^ -fachen  Wurzel  p^  liefert 
die  ganze  erste  Zeile  der  Funktionen  in  dieser  Tafel. 

Die  in  Nr.  778  gegebene  Darstelluug  der  Losungen  rührt  von  Ä.  Cau- 
dvy  her  und  beruht  auf  seiner  sog.  Besidiientheorie.  Vgl.  „MSmoire 
mir  Vintigration  des  iqwitUms  UndaireS"^  Comptes  rendus  8.  Bd.,  1889, 
S.  827  u.  f.,  845  u.  f.,  889  u.  f.,  981  u.  f.  (,,Oeuvres",  1.  Serie,  4.  Bd.  S.  369 
u.  f.,  878  u.  f.,  398  u.  f.,  419  u.  f.). 

774«  Der  Gedanke,  willkürliche  Eonstanten,  die  in  den  Lösungen 
yon  Differentialgleichungen  aufbraten,  durch  Funktionen  zu  ersetzen,  um 
schwierigere  Differentialgleichungen  zu  integrieren,  die  mit  jenen  Glei- 
chungen in  gewissem  Zusammenhange  stehen,  tritt  bei  L.  Etiler,  ü.  La- 
grange und  8,  D.  Laplace  in  der  Behandluug  der  Störungstheorie  fOr  die  Pla- 
netenbewegungen auf,  vgl.  C.  R.  WaUner  im  27.  Abschnitte  Ton  M.  Cantor's 
„Vorlesungen  über  Gesth.  d.  MaUi/*,  4.  Bd.  Leipzig  1908,  S.  926.  L.  La- 
grange wandte  die  Methode  der  Variation  der  Konstanten  1775  an,  um 
aus  den  Lösungen  einer  verkürzten  gewöhnlichen  linearen  Differential- 
gleichung n*^  Ordnung  die  einer  zugehörigen  unverkürzten  abzuleiten, 
vgl.  Nr.  805  (Nouveaux  M^m.  de  TAcad.  de  Berlin  1775,  S.  190  u.  f.). 

779«  Über  die  Brennfläche  einer  Eurvenkongruenz  Ausführlicheres 
z.  B.  bei  G.  Barhoux  ^^Le^ons  sur  la  ikdorie  generale  des  surfacet^,  2.  Teil 
Paris  1889,  1.  Eap. 

782«  Daß  die  allgemeine  Lösung  einer  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung n^'  Ordnung  von  n  wesentlichen  willkürlichen  Eonstanten 
abhängt,  ist  den  Mathematikern  des  18.  Jahrhunderts  allmählich  zum 
Bewußtsein  gekommen.  L,  Euler  begnügt  sich  in  seinen  ^JnsUtutiones 
cdlculi  integralis^^y  2.  Bd.  S.  866,  damit,  zu  zeigen,  daß  die  allgemeine 
Lösung  der  Differentialgleichung  y^*^  =«  X(«)  von  n  willkürlichen  Eon- 
stanten abhängt,  und  dehnt  dies  Ergebnis  ohne  Beweis  auf  beliebige 
Differentialgleichungen  n^^  Ordnung  aus. 

786,  786.  Im  Jahre  1810  legte  H.  Wronski  (1778—1853)  der  Pa- 
riser Akademie  eine  niemals  veröffentlichte  Abhandlung  „Premier  prin- 
cipe des  mithodes  algorithmiques  comme  base  de  la  technie  aXgorii^miquef* 
vor,  in  der  die  Determinante  von  mehreren  Funktionen  einer  Veränder- 
lichen und  ihren  Ableitungen  zuerst  auftritt.  Vgl.  S,  IHckstein,  „  Wronski 
ais  M€Uhematiker^\  Yorh.  d.  8.  intemat.  Math.-Eongresses  in  Heidelberg 
1904,  Leipzig  1905,  S.  514  u.  f.,  insbes.  S.  517.  Zu  Satz  8  von  Nr.  785  über  die 
lineare  Unabhängigkeit  siehe  die  Abhandlungen  von  0.  Hesse  (1811 — 1874): 
j^Über  die  Kriterien  des  Maximums  ufid  Minimuvis  der  einfachen  Inte- 
grale", Joum.  f.  d.  r.  u.  a.  Math.  54.  Bd.,  1857,  S.  227  u.  f.  („Ges.  Werke"', 
München  1897,  S.  418  u.  f.),  von  E,  B.  CJii-istoffel,  „Über  die  lineare  Ab- 
hängigkeit von  Funktionen  einer  einzigen  Veränderlichen'^  ebenda  65.  Bd., 
1858,  S.  281  u.  f.,  von  G,  Frobenius,  ebenda  76.  Bd.,  1878,  S.  286  u.  f., 
von  M,  Pasch,  ebenda  80.  Bd.,  1875,  S.  177  u.  f.  und  von  /.  Tannery^ 
Annales  de  T^cole  norm.    2.  Serie,  4.  Bd.  1876,  S.  121  u.  f. 

788.   Siehe  die  Anmerkung  zu  Nr.  709—712. 

791*  L.  Lagrange,  „Legons  sur  le  calcid  des  fonctions",  2.  Aufl. 
Paris  1806,  S.  194. 

798.   L.  Euler,  „Institutiones  ealculi  integralisf",  2.  Bd.  S.  867. 
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794.  Ebenda  S.  869  n.  f. 

795.  Ebenda  S.  871  n.  f. 

797.  Die  im  ersten  Beispiele  erwähnte  elastische  Kurve  als  Gleich- 
gewichtsform  wurde  znerst  von  Jak.  BemouHi  betrachtet:  „CurvaJbwra 
himinae  elasticae.  JSIjusdein  idenUtatem  cum  curvatura  liniei  a  pandero  in- 
clusi  fluidi  expanso**,  Acta  Emd.  1694  {Jak.  BemoulWs  „Opera*\  1.  Bd. 
S.  689),  „Eaiplicaiiones,  annotaUcnes  et  additiones''^  Acta  Emd.  1696 
(ebenda  8.  668),  „Virüable  hypotlUse  de  Ja  resistance  des  solides  avec  la 
d^manstration  de  la  caurbure  des  corps  qui  fönt  les  ressorts'',  M^m.  de 
l'Acad.  de  Paris,  ann^e  1705  (ebenda  S.  976). 

Die  im  dritten  Beispiele  behandelten  Kurven,  deren  Krümmungs- 
radius zur  Normalen  proportional  ist,  kamen  beim  Trajektorienproblem 
im  Streite  zwischen  Leibnie  nnd  Newton  vor,  siehe  die  Anm.  zn  Nr.  740. 
W&hrend  in  /.  Hermann's  ,ßchediasma  etc."  (a.  a.  0.)  ohne  Beweis  für 

die  Kurven  dx  =-  y^dy :  ]/o'"*  --  y**"  angegeben  wird,  was  stimmt,  wenn 
m  der  negative  reziproke  Wert  unserer  Eonstante  a  ist,  leitet  Br.  Taylor 
(a.  a.  0.)  diese  Formel  ausführlich  ab. 

798«  Die  Rotationsflächen  konstanter  negativer  Krümmung  be- 
stimmte zuerst  F.  Minding  (1806 — 1886),  Joum.  f.  d.  r.  n.  a.  Math.  19.  Bd., 
1889,  S.  379  u.  f.,  alsdann  aüe  J.  lAouville  in  der  4.  Note  zu  G.  Monge's 
„Application  de  Vanalyse  ä  la  giomitrie^*^  6.  Aufl.  1860,  S.  688  u.  f. 

799.  Ch.  Delaunay  (1816—1872),  „Sur  la  surface  de  revolution,  dont 
la  eourbure  moyenne  est  constante^',  Joum.  de  Math^m.  1.  Serie,  6.  Bd., 
1841,  S.  809  u.  f.  Der  Fall  der  KettenUnie  (jE»=  0)  bei  0.  Bonnet,  ebenda 
9.  Bd.,  1844,  8.  97  u.  f.,  insbes.  S.  104. 

802*   Zum  2.  Beispiele  siehe  die  Anmerkung  zu  Nr.  884 — 887. 

806«  Die  ersten  Untersuchungen  über  gewöhnliche  lineare  Diffe- 
rentialgleichungen höherer  Ordnung  rühren  von  L.  Euler  (siehe  die  Anm. 
zu  Nr.  806)  und  Joh.  Bemoudi  (siehe  die  Anm.  zu  Nr.  861)  her.  Daß 
sich  die  allgemeine  Lösung  einer  verkürzten  linearen  Differentialgleichung 
fter  Ordnung  linear  mit  willkürlichen  konstanten  Koeffizienten  ans  r 
Partikularlösungen  zusammensetzt,  bewies  X.  Lagrange,  Miscell.  Tauri- 
nensia  8.  Bd.,  1762—1766,  S.  181  der  2.  Paginierung  („OtuvreH"  1.  Bd. 
S.  478).  Sein  Verfahren  mittels  der  Variation  der  Konstanten,  um  von 
der  allgemeinen  Lösung  der  verkürzton  zur  allgemeinen  Lösung  der  un- 
verkürzten Differentialgleichung  zu  gelangen,  in  den  Nouv.  M^m.  de 
l'Acad.  de  Berlin,  1774  u.  1781  {„Oeuvres^\  4.  Bd.  S.  111  u.  f.,  6.  Bd. 
S.  128  u.  f.).    VgL  femer  die  Anmerkung  zu  Nr.  880—841. 

806.  Nach  einem  Briefe  an  Joh,  Bemoudi  vom  16.  Sept.  1739 
(siehe  G.  Eneström,  „Sur  la  decouverte  de  Integration  des  equations  diffe- 
rentieUes  Unfaires  ä  coefficients  constants",  Bibl.  maihem.  1897,  S.  48  u.  f.) 
war  sich  L.  Euler  damals  klar  über  die  Integration  der  Gleichxmg  (1) 
und  ihren  Zusammenhang  mit  der  algebraischen  Gleichung  (8)  für  ^. 
Im  Drucke  erschienen  seine  Untersuchungen  in  der  bei  Nr.  706  genann- 
ten Abhandlung  von  1743.  Dort  behandelte  er  auch  die  Fälle,  wo  die 
Gleichung  für  q  mehrfache  oder  komplexe  Wurzeln  hat.  Siehe  auch 
„Institutiones  ccUcuU  integralis'*  2.  Bd.  S.  376  n.  f.,  S.  888  u.  f.,  den  Fall 
mehrfacher  Wurzeln  q  (von  ihm  X  genannt)  S.  386,  den  Fall  komplexer 
Wurzeln  S.  887,  wo  er  die  reelle  Form,  ausgedrückt  in  goniometrischen 
Funktionen,  entwickelt,  dann  die  allgemeine  Regel  S.  888  u.  f.  Den  Fall 
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komplexer  Wurzeln  behandelt  J.  U  Bond  d'Alembert  mit  Hilfe  seines 
Grenzüberganges,  Tgl.  die  Aam.  sn  Nr.  778.  E.  VesHoi  verweist  hierzu 
in  seinem  Enzyklopädieartikel  (bei  Nr.  706  genannt),  8.  862,  anf  das 
Stichwort  „TangerUes"  des  „Didionnaire  des  math^m.'*  in  der  yon  d'Älem^ 
bert  und  Diderot  herausgegebenen  „Encyelopedie  m^odique!"^  83  Bände, 
Paris  1761—1780. 

807— 814«   Siehe  die  Anmerkung  zu  Nr.  781. 

816«  Wie  schon  in  der  Anmerkung  zu  Nr.  641  gesagt  wurde, 
sehen  wir  von  geschichtlichen  Angaben  über  die  eigentliche  Fnnktionen- 
theorie  ab. 

821.   Siehe  die  nächste  Anmerkung. 

822-  824.  Der  in  Nr.  680—685  nach  Ä,  Cauchy  und  B.  Lipachitz 
gegebene  Existenzbeweis  für  die  Lösungen  eines  r-gliedrigen  Systems  in 
der  Normalform  läßt  sich  sinngemäß  auf  das  komplexe  Gebiet  übertragen, 
wie  A  Pieard  gezeigt  hat:  ,ySwr  la  convergence  des  series  represeniant 
ks  integrales  des  6quations  differentieiUes"^  Bull,  des  Sciences  math.  2.  Serie, 
12.  Bd.,  1888,  S.  148  u.  f.  (siehe  auch  „TraitS  d'analyse^  2.  Bd.,  Paris 
1898,  8.  809  u.  f.).  Wir  bringen  jedoch,  wie  es  seinerzeit  auch  J.  Ä.  Serret 
getan  hatte,  denjenigen  Existenzbeweis  im  komplexen  Gebiete,  den 
A.  Cauchy  mit  Hilfe  seines  „cälcül  des  limites"  entwickelt  hat.  Das 
Kennzeichnende  der  Methode  besteht  in  der  Aufstellung  einer  einfach 
gebauten  Vergleichungsfunktion  (j/cnetion  maioranUf\  siehe  Satz  9  in 
Nr.  821),  die  so  beschaffen  ist,  daß  sie  und  ihre  Ableitungen  grOßer  sind, 
als  die  absoluten  Beträge  der  zu  untersuchenden  Funktionen  und  ihrer 
Ableitungen.  Bei  A,  Cauchy  zunächst  in  den  lithographierten  Abhand- 
lungen Ton  Turin  (1831—1833)  und  Prag  (1836,  „Oeuvres'^  2.  Serie,  15.  Bd.), 
die  ersten  zum  Teil  in  die  „Exereiees  d'analyse  et  de  physique  mathSma- 
tique^',  2.  Bd.,  Paris  18il,  S.  41  u.  f.,  die  zweite  ebenda  1.  Bd.,  Paris 
1840,  S.  327  u.  f.,  aufgenommen,  femer  zahlreiche  Noten  in  den  Comptes 
rendus  von  1839  bis  1846.  Vgl.  namentlich  den  7.  Bd.,  2.  Serie  der  „Oeuvres 
complites",  insbesondere  das  „Memoire  sur  l'emploi  du  nouveau  ealeul, 
appeU  ealeul  des  limites,  dans  Vintigration  d'un  systhne  d'^quatians  diffe- 
renHdles'',  Ck>mptes  rendus  15.  Bd.,  1842  (a.  a.  0.  S.  5  u.  f.). 

826.  Nach  Ch,  Briot  und  «71  C  Bmtquet,  „ThSorie  des  fonctions 
doubUment  period\quetf%  Paris  1873,  S.  336  u.  f.  (neue  Bearbeitung  des 
bei  Nr.  863  genannten  Werkes). 

880—841.  Siehe  zunächst  die  Anmerkung  zu  Nr.  805.  Die  Theorie 
der  linearen  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  ist  inzwischen  zu 
einem  sehr  ausgedehnten  besonderen  Forschungsgebiete  geworden,  so 
daß  wir  auf  ausführliche  Literaturangaben  verzichten  müssen.  Den  An- 
laß zum  Ausbau  der  Theorie  gab  L.  Fuchs  (1833—1902)  durch  die  beiden 
Abhandlungen:  „Zur  Theorie  der  linearen  Di/ferentialgleiehungen'*,  Pro- 
gramm der  städt.  Gewerbeschule,  Berlin  1865,  und  „Zur  Theorie  der  linearen 
DifferentüHgleichungen  mit  veränderlichen  Koeffizienten'^  Joum.  f.  d.  r.  u. 
a.  Math.  66.  Bd.,  1866,  S.  121  u.  f.  (Ergänzungen  dazu  ebenda  68.  Bd., 
1868,  S.  354  u.  f.).  Eine  Darstellung  der  geschichtlichen  Entwicklung 
seit  Fuchs  mit  Rückblicken  auf  die  frühere  Zeit  hat  L.  Schlesinger  in 
seinem  „Bericht  über  die  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  seit 
1865",  Jahresber.  d.  D.  Math.-yereinigung  18.  Bd.,  1909,  S.  133  u.  f ,  zu- 
gleich mit  einer  ausführlichen  Bibliographie,  gegeben.   Elementare  Dar- 
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Stellungen  der  Theorie  lieferten  /.  Tannery,  ^^PrüprUtis  des  integrales  des 
equoHans  diff^entieUes  Uneaires  ä  eoefßcients  variäbM%  Annales  de  F^ole 
normale  S.  Serie,  4.  Bd.,  1875,  8.  118  u.  f.,  and  L.  Hefter,  „Einführung 
in  die  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  mit  einer  unabhängigen 
Variablen",  Leipzig  1894.  Als  Hauptwerk  darüber  ist  zu  nennen  L.  SeMe- 
Singer,  „Hcmdbueh  der  Theorie  der  linearen  Bifferentialgleidiungen", 
2  Bände,  Leipzig  1896 — 1898,  weniger  nmfangreioh  desselben  Verfassers 
fpVorleswngen  Ober  lineare  Differentialgleickungen'*,  Leipzig  nnd  Berlin  1908. 
Den  in  Satz  16,  Nr.  884,  ausgesprochenen  Zusammenhang  zwischen 
einem  System  von  Partikularlösungen  und  ihrer  Wronskischen  Deter- 
minante fand  J.  lAoumUe,  Journal  de  liathäm.  1.  Serie,  8.  Bd.,  1838, 

5.  849  u.  f. 

847«  Die  Erniedrigung  der  Ordnung  durch  Verwertung  bekannter 
Partikularlösungen  der  verkürzten  Gleichung  lehrte  L.  Lagrange,  siehe 
die  Anmerkung  zu  Nr.  806. 

848.   Vgl.  das  bei  Nr.  787  genannte  Buch  von  8.  Lie,  S.  381  u.  f. 

850.  Auf  seine  bei  Nr.  806  erw&hnten  Untersuchungen  kam  L.  Euler 
zurück  in  der  Abhandlung  „Methodus  aequationes  differenticdes  aUiorum 
graduum  integrandi  täterior  promota*',  Novi  Comment.  Acad.  Petrop., 
8.  Bd.,  ad  annum  1760 — 1751,  8.  3  ü.  f.,  um  sich  dann  zu  den  nicht  ver- 
kürzten linearen  Differentialgleichungen  mit  konstanten  Koeffizienten  zu 
wenden.  Er  verfuhr  so:  Multiplikation  von  (1)  mit  eß*,  wo  a  eine  Eon- 
stante bedeutet,  und  Integration  gibt: 

/[/^  -  «oy  -  «i  y «r-iy^""*^]  ^""dx  ^fF{x)e^*dx, 

Nun  wird  a  so  gewählt,  daß  die  linke  Seite  das  Integral  eines  Aus- 
druckes von  der  Form 

wird,  wo  2^0»  ^if  ' "  ^r-i  Konstanten  sein  sollen.  Durch  Koeffizienten- 
vergleichung  ergeben  sich  hierfür  die  Rekursionsformeln 

und  außerdem  b^_^  =  l.  Nacheinander  lassen  sich  &o>  ^n  •  •  •  ^r-i  ^^^ 
den  Bekursionsformeln  berechnen.  Wegen  der  Forderung  &^_^  -»  1  ergibt 
sich  schließlich  eine  algebraische  Gleichung  r*«»  Grades  für  a.  Durch 
Benutzung  einer  Wurzel  dieser  Gleichung  erreicht  daher  EviiUr  die  Zu- 
rückführung  auf  eine  lineare  Differentialgleichung  (r  —  l)tor  Ordnung,  die 
wieder  konstante  Koeffizienten  hat.  Da  sich  das  Verfahren  wiederholen 
läßt,  vrird  schließlich  die  Integration  durch  eine  Reihe  aufeinanderfolgen- 
der Quadraturen  erledigt.  Etder  behandelt  auch  den  Fall,  wo  die  alge- 
braische Gleichung  für  a  gleiche  oder  komplexe  Wurzeln  hat. 

Zu  gleicher  Zeit  hat  d'Älembert  die  nicht  verkürzten  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen mit  konstanten  Koeffizienten  integriert,  siehe  „Becher- 
ches  sur  le  cäkul  integral",  Histoire  de  TAcad.  de  Berlin,  ann^e  1760, 

6.  Bd.  S.  869  u.  f.,  auch  in  den  Miscellanea  Taurinensia,  8.  Bd.,  1762  bis 
1766,  S.  381  der  2.  Paginierung. 

851.  Die  Differentialgleichung,  die  aus  (1)  hervorgeht,  wenn  man 
ax'\'b  als  unabhängige  Veränderlidie  einführt,  hat  Joh,  BemoulU  und 
zwar  vermutlich  vor  1700  integriert.   Nach  einem  Manuskriptblatte  (siehe 
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G.  Enu^öm's  bei  Nr.  806  genannte  Schrift,  S.  49)  föhrte  ei  eine  nene 
unbekannte  Fanktion  b  vermöge 
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ein  und  bestimmte  dabei  die  Eonstante  p  so,  daß  das  in  der  neuen 
Gleichung  mit  dem  Integralzeichen  behaftete  Glied  verschwindet.  So 
geht  in  der  Tat  eine  Differentialgleichung  von  derselben  allgemeinen 
Form  wie  vorher,  aber  von  nur  noch  (r  —  l)*««"  Ordnung,  hervor;  natur- 
lich läßt  sich  der  Vorgang  wiederholen,  sodaß  die  Integration  auf  eine 
Folge  von  Quadraturen  hinauskommt. 

Das  in  Nr.  861  angegebene  Verfahren  rührt  von  L,  Lagrange  her, 
Miscell.  Taurinensia  8.  Bd.,  1762—1766,  S.  190  der  2.  Paginierung  O^Oeuvres'' 
1.  Bd.  S.  481). 

852«  Das  hier  wie  zu  Anfang  von  Nr.  678  angegebene  Ziel  hat 
£L  2>.  Laplace  1773  klar  ausgesprochen:  ,^e  regarde  une  iquation  aux 
differences  partieUes  comme  inUgrie^  larsqu'eUe  est  ramenSe  ä  Vintegra- 
tum  d'une  equation  aux  differences  ordinaires^^  (Histoire  de  TAcad.  de 
Paris  1778,  8.  844).  Ähnlich  drückt  sich  L.  Lagrange  1779  aus  (j,0euvre8" 

4.  Bd.  S.  626). 

858^  864«  Satz  3  von  Nr.  864  bei  Lagrange  im  Jahre  1779  und  Satz  1 
von  Nr.  868  im  Jahre  1786,  siehe  die  bei  Nr.  768  genannten  Arbeiten. 

856.  Siehe  G.  Monge  in  der  „ÄppUeatian  etc.*\  6.  Aufl.  S.  488  u.  f. 
Der  Name  Charakteristik  rührt  von  ihm  her,  auch  in  dem  allgemeineren 
Sinne  von  Nr.  878,  vgl.  a.  a.  0.  S.  68  u.  f. 

858.  In  den  Untersuchungen  von  S.  Lie  spielen  die  geometrischen 
oder,  wie  er  zu  sagen  vorzog,  die  begrifflichen  Überlegungen  ebenso  wie 
bei  (3-.  Monge  die  grundlegende  Rolle.  Der  Begriff  des  eharakteristisd^en 
Streifens  zuerst  in  Li^s  Note  „Kurzes  Bisumi  mehrerer  neuer  Theorien**, 
Forhandlinger  i  Videnskabs-Selskabet,  Christiania  1872,  S.  24  u.  f.  Dies 
gilt  auch  für  den  allgemeineren  Fall  von  Nr.  879.  Auch  das  Flä^eneUment 
ist  wie  das  Linienelement,  vgl.  die  Anmerkung  zu  Nr.  666,  ein  von  Lie 
methodisch  eingeführter  Begriff. 

859—  864.  Siehe  C  G,  «T  Jacobi,  „Theoria  novi  muUiplieatoris  syste- 
mati  differentiodium  mdgarium  applicandi",  Joum.  f.  d.  r.  u.  a.  Math.,  27.  Bd., 
1844,  S.  199  u.  f.,  29.  Bd ,  1846,  S.  218  u.  f.  („Werk^',  4.  Bd.  S.  817  u.  f.). 

5.  Lie  hat  den  JaeobiBchen  Multiplikator  geometrisch  gedeutet,  wodurch 
insbesondere  der  Satz  7  von  Nr.  862  und  das  Prinzip  des  letzten  Multi- 
plikators durchsichtiger  werden,  siehe  das  bei  Nr.  727  genannte  Werk, 
S.  833  u.  f.,  insbes.  S.  388  u.  f.  sowie  S.  846. 

866.  In  S,  2>.  Poisson's  Abhandlung  ,ßur  la  Variation  des  eonstan- 
tes  arbitraires  dans  les  pröbUmes  de  mecaniquef*^  Joum.  de  TEcole  pol jt. 
8.  Bd.  (16.  cahier),  1809,  S.  266  u.  f.,  fand  sich  ein  Satz^  dessen  wesent- 
licher Inhalt  der  Satz  11  von  Nr.  866  ist.  Aber  er  wurde  nicht  beachtet, 
weil  er  gerade  dort  nicht  wesentlich  war;  die  Potwonschen  Formeln 
beim  Problem  der  Planetenstörungen  waren  nämlich  die  Umkehrungen 
von  schon  früher  von  Lagrange  aufgestellten  und  bedurften  deshalb 
keines  neuen  Beweises.  Die  analytische  Bedeutung  des  Satzes  erkannte 
erst  C.  G.  J.  Jacobi^  der  ihn  neu  entdeckte  und  nachträglich  bei  Poisson 
fand.  Siehe  seine  „Nova  methodus  aequationes  differentidles  partiäUs  primi 
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ordmis  inter  numerumr  variabiUum  quemcungue  prqposiUis  integrandi*', 
▼ermntlich  Ende  1888  verfaßt,  ans  dem  NachlaBse  herausgegeben  von 
Ä,  Clebseh  (188S— 1872),  Joum.  f.  d.  r.  u.  a.  Math.  60.  Bd.,  186S,  S.  1  u.  f, 
(deutsch  von  G,  KowälewM^  Nr.  166  von  Ostwalds  Klassikein,  Leipzig 
1906,  insbes.  §  28,  S.  62  u.  f.  der  Übersetzung),  sowie  „Sur  wn  ihSorhne 
de  Poissan'',  Gomptes  rendus  11.  Bd.,  1840,  S.  629  u.  f.,  („Werke'',  4.  Bd.). 
Der  Klammerausdruck  selbst  hat  ebenfalls  seinen  Ursprung  bei 
Paieeon  a.  a.  0. 

867,  Den  Begriff  des  voiktändigen  Systems  verdankt  man  C.  G.  J.  Ja- 
cobi,  siehe  die  soeben  genannte  Arbeit  „Nova  methodus  etc.",  §  19  und 
20.  Ihr  Name  rührt  von  Ä,  Clebseh  her  (,,  Über  die  simuUane  Integration 
linearer  parHeHler  Differentialgleichungen^^  Joum.  f.  d.  r.  u.  a.  Math.  66.  Bd., 
1866,  8.  267  u.  f.). 

868,  869*  Involutionssysteme  heißen  die  Systeme  nach  S.  Lie 
{„Kurzes  BSsume  usw."  vgl.  Nr.  868,  „Über partielle  Differentialgleichungen 
1.  0.",  Forhandlinger  i  Yidenskabs-Selskabet,  Christiania  1878,  8.  16  u.  f., 
insbes.  S.  19,  hier  überall  auch  for  den  Fall  von  nicht  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen).  Dagegen  nennt  sie  Ä.  Clebseh,  von  dem  der  Satz  18 
von  Nr.  868  herrührt,  a.  a.  0.  Jaechisehe  Systeme,  Siehe  femer  A,  Mayer 
(1889—1908):  „Über  die  Integration  simultaner  partieüer  Differential- 
gleiehungen  der  ersten  Ordnung  mit  dersdben  unbekannten  Funktion",  Math. 
Annalen  4.  Bd.,  1871,  8. 88  u.  f.,  und  „Über  unbeschränkt  integrable  Systeme 
von  linearen  totalen  Differentialgleichungen  und  die  simuUane  Integration 
linearer  partieller  Differentialgleichungen",  ebenda  6.  Bd.,  1872,  S.  448  u.  f. 

871.  Der  Gedanke,  daß  eine  Gleichung  von  der  Form  (1)  auch 
befriedigt  werden  kann,  wenn  man  zwei  der  Yeränderlichen  x,  y,  z  als 
Funktionen  der  dritten  betrachtet,  lag  Ä.  Cl.  Clairaut  und  L.  Euler  voll- 
kommen fem,  als  sie  sich  allgemein  mit  derartigen  Gleichungen  befaßten, 
n&mlich  Clairaut  in  der  bei  Nr.  612  genannten  Abhandlung  von  1740  und 
EuUr  in  den  „Institutiones  ealeüli  integrälis",  8.  Bd.  8. 8  u.  f.  Dies  ist  des- 
halb merkwürdig,  weil  z.  B.  Euler  in  der  Abhandlung  „De  eurvis  rectifica- 
büibw  algd>raic%s  atque  tra^ectoriis  reciprocis  dtgebraidsf^,  Comment  Acad. 
Petrop.  6.  Bd.,  1780—1781,  S.  169  u.  f.,  die  Gleichung  ds^-^dx*  +  dy^ 
dadurch  befriedigte,  daß  er  x^  y  und  s  als  passend  gewählte  Funktionen 
einer  einzigen  Veränderlichen  p  darstellte.  Man  muß  aber  im  Auge  be- 
halten, daß  er  in  den  „Institutiones  etc."  durchweg  Probleme  behandelte, 
in  denen  nur  eine  Funktion  von  einer  oder  mehreren  Yeränderlichen  ge- 
sucht wird,  wie  wir  schon  bei  Nr.  761  andeuteten.  Wir  nelimen  daher 
an,  daß  bei  Euler's  Untersuchungen  über  Differentialgleichungen  von  der 
Form  (1)  stillschweigend  vorausgesetzt  wird,  daß  die  beiden  Yeränder- 
lichen X  und  y  voneinander  unabhängig  seien.  Allerdings  ist  zuzugeben, 
daß  Eufler  damals  überhaupt  gar  nicht  an  andere  Möglichkeiten  gedacht 
haben  kann,  denn  sonst  würde  er  nicht  wiederholt  so  scharfe  Wendungen 
gebraucht  haben,  wie  wir  sie  nachher  aus  seinem  Buche  angeben  werden. 

Clairaut  gewann  die  Integrabilitäts-Bedingung  (4)  a.  a.  0.  als  Be- 
dingung dafür,  daß  die  linke  Seite  der  Gleichung  (1)  durch  Multiplika- 
tion mit  einem  gewissen  Faktor  M{x,  y,  z)  ein  vollständiges  Differential 
werde,  d.  h.  er  stellte  die  Bedingungen 

dM^^dJdZ      dMZ^dMX       dMX^dMY 
dz    ^    dy    '       dx  dz    '       dy    ""    dx 
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auf,  ans  denen  in  der  Tat  durch  Elimination  Ton  üf^,  Jtfy  und  If,,  indotn 
dabei  anch  M  heraasftUt,  die  Gleichung  (4)  herrorgeht.  Dies  erlftaterte 
er  geometrisch  durch  Betrachtang  unendlich  benachbarter  Punkte  der 
Integralfl&chen  f(p^  y,  z)  a»  konst.  Denselben  Weg,  abgesehen  Ton  der 
geometrischen  Deutung,  schlug  Eukr  in  den  „IfutiMianea  ealeuli  inU- 
grdluf\  8.  Bd.  S.  4  u.  f^  ein.  Er  sagt  von  der  Integrabilit&ts-Bedingung 
(4):  ,/iOfUinti  cJiaracterem,  aeqwUiime»  differenHäles  reales  a6  äbaurdis  du- 
cementem*'  (S.  6)  und  betont  dies  wiederholt,  so  S.  7 :  „Ex  quo  inteiUgitur 
infinüaa  hi/^uamodi  aeqwUianes  differentMeB  inter  temaa  variabiles  proponi 
posse,  qu&nu  nulla  pranus  rüaMo  finita  canveniat,  et  quae  propterea  nikü 
plane  definiantf*,  auch  gebraucht  er  in  bezug  auf  die  Qleichungen  (1),  bei 
denen  die  Bedingung  (4)  nicht  identisch  erfüllt  ist  und  die  er  Torher 
absurd  zum  Unterschiede  von  den  realen  genannt  hat,  die  starke  Bede- 
wendung: fjTidiculum  foret,  ejus  ifüegraitionem  tentartf*  (S.  10). 

Erst  6r.  Monge  hat  den  anscheinend  ahsfurden  Gleichungen  (1)  su 
ihrem  Rechte  verhelfen,  siehe  die  nächste  Anmerkung. 

Die  Gleichungen  von  der  Form  (1)  und  allgemeiner  die  entsprechen- 
den in  n  Veränderlichen  heißen  heutzutage  Pfaffsdie  GMd^ungen  nach 
J.  F.  Pfaff  (1765—1826),  der  in  der  Abhandlung  „Me&wdius  generalis, 
aequationes  differeniiarum  partialium,  nee  non  aequaUones  differenUaHes 
vulgares,  utrasque  primi  ordinis,  inter  quoteunque  variahtles  compüete  inte- 
grandi",  Abh.  der  Akad.  zu  Berlin  1814—1816,  S.  76  u.  f.,  den  Nachweis 
führte,  daß  die  Gleichung 

Xj  («i-, . . .  xjdx^  +  X,(«i , . . .  xjdx^  H h  ^h(«i  .  •  •  •  ^J^^n -=  Ol 

sobald  sie  durch  eine  Gleichung  in  x^ ,  x, , . . .  «„  allein  befriedigt  werden 
kann,  durch  Einführung  geeigneter  m  Funktionen  jfi^  y$i  •  •-  tfm  ^^^  ^ * 
3Cf,.,.x^  auf  eine  Gleichung  von  der  Form 

^i  (yi .  •  •  •  ym)  ^  y  i  +  >"!  (yi ,  •  •  •  y J  <*  yi  +  •  •  •  +  y«  (y  1 1  •  •  yj  <*  y«  =-  0 

zurückkommt,  worin  ni'^^n  bzw.  m=B^(n  —  1)  ist,  je  nachdem  n 
gerade  oder  ungerade  ist.  Die  Aufgabe,  eine  vorgelegte  Pfaffiche  Glei- 
chung durch  die  kleinstmdgliche  Anzahl  von  Gleichungen  zwischen 
ihren  Veränderlichen  zu  befriedigen,  heißt  das  Pfaffsahe  Jhroblem, 

872«  Die  vollkommene  geometrische  Deutung  für  jeden  Fall  gab 
erst  G,  Monge  der  Pfaffschen  Gleichung  (1),  indem  er  zeigte,  daß  sie 
entweder  Integral/läcA«n  oder  Integralitiiroen  definiert.  In  seiner  Ab- 
handlung in  den  M^m.  de  TAcad.  de  Paris  1784,  1.  Teil  S.  602  u.  f.,  unter- 
nimmt er  es  überhaupt,  allgemein  zu  zeigen,  daß  es  keine  absurden 
Differentialgleichungen  gibt,  daß  sie  vielmehr  immer  reale  Eigenschaften 
ausdrücken  und  einer  wirklichen  Integration  fähig  sind. 

L,  Euler  gibt  in  seinen  „InstituHones  caktUi  integräliif'^  3.  Bd. 
S.  10  u.  f.,  für  die  Integration  einer  unbeschränkt  integrabeln  Pfaffschen 
Gleichung  (1)  ein  bemerkenswertes  Verfahren,  das  wir  mit  Hilfe  der  von 
Euler  nicht  ausgesprochenen  geometrischen  Deutung  kurz  so  skizzieren 
können:  Er  bestimmt  die  Schnittkurven  der  gesuchten  Integralfiächen 
A^i  yi  ^)  "*  konst.  mit  einer  beliebigen  Ebene  M  »» konst.  mittels  der  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichung  erster  Ordnung  Xdx+  Tdy^^O^  die 
z  nur  als  willkürliche  Eonstante  enthält,  und  ermittelt  alsdann  unter 
diesen  Kurven  in  den  verschiedenen  Ebenen  z  =  konst.  diejenigen,  die 
zu  einer  Fläche  /*»  konst.  gehören.   Dies  erfordert  noch  eine  Quadratur. 
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H&tte  er  die  Sobnittebenen  z  «»  koiut  durch  eine  Schar  Ton  Ebenen  ersetzt, 
die  eine  Gerade  im  Endlichen  gemein  haben,  z.  B.  durch  das  Büschel 
y^konst.  ^  der  Ebenen  durch  die  ir-Achse,  so  hätte  er  die  Quadratur 
▼ermeiden  können,  da  alle  diejenigen  Schnittkurren,  die  von  demselben 
Punkte  der  ür-Achse  ausgehen,  einer  Integralfläche  angehören.  Diesen 
Schritt  hat  erst  P.  du  Boig'Beymond  in  seinem  Buche  „Beüräge  zur 
InterpreUsUon  der  paurtieUen  Differentialgleichungen  mit  drei  Variabeln**^ 
1.  (einziges)  Heft,  Leipzig  1864,  in  §  1  des  1.  Kap.  getan.  Das  Verfahren 
heiBt  daher  das  du  Boie-Beymondiehe  Sehnittverfahren. 

878«  Siehe  Ä,  Ol.  Clairant  in  der  bei  Nr.  612  genannten  Abhandlung 
▼on  1740. 

874.  Euler  und  d'Alembert  haben  yerschiedene  Klassen  von  par- 
tiellen Differentialgleichungen  erster  Ordnung  integriert,  aber  von  einer 
allgemeinen  Theorie  kann  bei  ihnen  noch  keine  Bede  sein.  Die  Arbeiten 
Yon  J.  Ä.  Cauein  (1789-1800)  und  J,  Tremblay  (1749—1811)  femer  lassen 
das  Ziel  Termissen,  das  die  Untersuchungen  von  Ltigrange,  Laplaee  und 
Monge  haben,  nämlich  die  ZurückfElhrung  partieller  Differentialgleichungen 
auf  gewöhnliche  (vgl.  die  Anm.  zu  Nr.  862).  Die  Arbeiten  von  Laplaee 
lassen  femer  das  vermissen,  was  sich  als  eine  der  größten  Leistungen 
von  Lagrange  in  der  Abhandlung  ,^ur  VinUgratum  des  eguations  ä  diffi- 
rences  partielles  du  premier  ordref*,  Nout.  M^m.  de  TAcad.  de  Berlin  1772, 
S.  36  u.  f.  {„Oeuvrei^*,  8.  Bd.  S.  649  u.  f.,  deutsch  von  O.  Kawalewski  in 
Nr.  118  von  Ostwalds  Klassikern,  Leipzig  1900)  ergab,  nämlich  die  Tat- 
sachen, daß  sich  erstens  aXle  Lösungen  aus  einer  bloß  zweifach  unend- 
lichen Schar  Ton  Lösungen  durch  Differentiationsprozesse  gewinnen  lassen 
(siehe  Nr.  877),  und  daß  zweitens  eine  derartige  bloß  zweifach  unendliche 
Schar  von  Lösungen  durch  die  Integration  einer  linearen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  gewonnen  werden  kann.  Verbindet  man 
mit  dem  zweiten  Umstände  das  von  Lagrange  1779  -gewonnene  Ergebnis, 
lUlmlich  den  Satz  8  von  Nr.  864,  so  leuchtet  ein,  daß  er  1779  das  Ziel 
erreicht  hat,  die  Integration  von  partiellen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  auf  die  von  Systemen  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  in  der 
NomuUform  zurückzufahren.  Merkwürdigerweise  ist  sich  Lagrange  dieses 
Endergebnisses  selbst  anscheinend  nicht  bewußt  gewesen,  denn  in  der 
bei  Nr.  768  erwähnten  Abhandlung  tou  1786  sagt  er  gelegentlich  bei  der 
Betrachtung  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  daß  es 
unmöglich  sei,  sie  durch  eine  der  bis  dahin  bekannten  Methoden  zu  inte- 
grieren („Oeuvres^'  6.  Bd«  S.  660).  Auch  G.  Monge  hatte,  obwohl  ihm 
die  Arbeiten  von  Lagrange  vertraut  waren,  im  vorhergehenden  Jahre 
eine  ähnliche  Bemerkung  gemacht  (siehe  die  bei  Nr.  872  erwähnte  Ab- 
handlung, 8.  627).  Femer  behauptete  8.  Laeroix  in  seinem  „Traüi  du 
ealeul  differenOel  et  du  cakul  intigrdl'*  1798  (2.  Aufl.  2.  Bd.  S.  648),  daß 
die  Zurflokf&hrung  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
auf  ein  System  von  gewöhnlichen  Diflerentialgleichungen  erst  von  einem 
in  jungen  Jahren  verstorbenen  Mathematiker,  namens  Charpit,  in  einer 
der  Pariser  Akademie  am  80.  Juni  1784  vorgelegten  Arbeit  geleistet  worden 
sei.  Trotzdem  0,  Q.  J,  Jaoobi  1841  in  seinen  ,J}ilucidationes  etc,"  (siehe 
Nr.  768,  „Werh^',  4.  Bd.  S.  161)  den  Wunsch  nach  Veröffentlichung  der 
Arbeit  von  Charpit  aussprach,  ist  sie  niemals  bekannt  gemacht  worden. 
Übrigens   hat  Lagrange  später    wiederholt   neue   Darstellungen    seiner 
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Theorie  gegeben;  wir  weisen  insbesondere  hin  anf  die  in  den  „Le^ons 
sur  le  ccUcul  des  fonctiang'',  2.  Anfl.  Paris  1806,  S.  363  n.  f.  G.  Monge 
gebühri^  das  Verdienst,  die  Xo^ron^eschen  Theorien  durch  die  geometrische 
Deutung,  insbesondere  durch  die  Verwendung  des  Begriffes  der  ein- 
hüllenden Flächen  (vgl.  Nr.  877)  und  der  Charakteristiken  (vgl.  Nr.  878) 
überaus  anschaulich  und  durchsichtig  gemacht  su  haben;  außerdem  gab 
er  der  Zurückführung  auf  ein  System  Ton  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen in  der  Normalform  eine  bequemere  Gestalt,  indem  er  dasjenige 
System  aufstellte,  das  die  Charakteristiken  und  ihre  Fl9«henelemente 
definiert  (vgl  (3)  und  (4)  in  Nr.  879).  Statt  auf  seine  früheren  Arbeiten 
yerweisen  wir  auf  die  seiner  „AppUcation  de  VancUyse  d  la  giomitrief' 
(vgl.  die  Anmerkung  zu  Nr.  251)  hinzugefügte  „Addition:  Sur  VinUgra- 
tion  des  iquationa  aux  differeneea  pariidles  du  premier  ordre  entre  troia 
variables'',  S.  421  u.  f.  der  5.  Aufi. 

Der  Elementarkegel,  von  dem  in  Nr.  874  die  Rede  ist,  kommt  ganz 
gelegentlich  schon  bei  Monge  und  Lagrange  vor,  wurde  aber  als  metho- 
disches Hilfsmittel  erst  von  0.  Bonnet  in  seiner  Abhandlung  „Sur  un 
thSoreme  de  Jaeobi  relatif  ä  Integration  des  iquaHons  aux  differenees 
pariidles  du  premier  ordrtf',  Comptes  rendus  46.  Bd.  1867,  S.  681  u.  f., 
eingeführt  imd  später  auch  von  P.  du  Boia-Beymond  in  dem  bei  Nr.  872 
genannten  Buche  benutzt.  Alsdann  namentlich  auch  von  S.  Lie  in  seiner 
neuen  Darstellung  der  Lagrange- MongeBchen  Theorie,  vgL  „Geometrie 
der  BerOhrungstransformationen"^  1.  Bd.,  bearb.  von  G.  Scheffers,  Leipzig 
1896,  8.  621  u.  f.,  die  alle  Ausnahmefalle  dadurch  beseitigt,  daß  die  Be- 
gaffe Funkt,  Kurve  und  Fläche  in  dem  allgemeinen  Begriffe  des  Vereins 
von  Ifläehenelementen  zusammengefaßt  werden,  wodurch  dann  auch  eine 
Erweiterung  des  Begriffes  d&t  partiellen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  zustande  kommt.  Hierauf  konnte  jedoch  im  Texte  nicht  ein- 
gegangen werden. 

876.  Den  Begriff  der  vollständigen  Lösung  hatte  Lagrange  schon 
in  seiner  Abhandlung  von  1772  (S.  10  der  Übersetzung).  Er  nannte  sie 
damals  eine  Paridkularlüsung  (ebenda  S.  26). 

877.  Lagrange  hob  in  der  Arbeit  von  1772  (S.  26  der  Übersetzung) 
ausdrücklich  hervor,  daß  das  Bekanntsein  einer  vollständigen  Lösung 
das  der  zugehörigen  partiellen  Differentialgleichung  nach  sich  zieht.  Er 
leitete  aus  einer  voUsÜüidigen  Lösung  die  allgemeinste  Lösung  durch  die 
Methode  der  Variation  der  Konstanten  ab.  G.  Monge  zeigte  (siehe  die 
bei  Nr.  874  genannte  „Addition''),  daß  dies  geometrisch  darauf  hinauskommt, 
die  Einhüllenden  der  durch  die  vollständige  Lösung  gegebenen  Integral- 
flächen zu  bestimmen.  Er  ging  überhaupt  nicht  von  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung, sondern  von  einer  zweifach  unendlichen  Flächenschar 
aus.  Den  Fall  einer  Fläche,  die  aüe  Flächen  der  Schar  berührt,  d.  h. 
den  dritten  Fall  von  Nr.  877,  betrachtete  Monge  allerdings  dort  nicht. 
Dieser  Fall  kommt  aber  bei  Lagrange  vor,  siehe  z.  B.  „Legons  sur  le 
cdlciU  des  fonetions",  2.  Aufl.  S.869,  wo  er  die  Gleichung  der  hervorgehen- 
den Integralfläche  eine  Squation  primitive  singuliere  nennt. 

878.  Siehe  G,  Monge  in  seiner  „Addition"  insbes.  S.  423,  wo  der 
Begriff  der  Charakteristik  definiert  wird,  und  S.  488  u.  f.  Die  Gleichungen 
(10)  ebenda  S.  436  u.  f. 

879.  In  Monge's  „Addition'*  auf  S.  437  die  Gleichungen,  die  aus 
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(8)  und  (i)  durch  Elimination  der  HUfsverZLnderiichen  t  hervorgehen.  Aber 
der  geometrische  Begriff  der  charakteristischen  Streifen  kommt  bei  ihm 
noch  nicht  yor,  vgl.  darüber  die  Anmerknng  zu  Nr.  868. 

881.  JL.  Lagrange  geht  in  der  bei  Nr.  874  genannten  Abhandlung 
von  1772  so  vor  (S.  4  u.  f.  der  Übersetzung) :  Die  Differentialgleichung 
liege  in  der  nach  q  aufgelösten  Form 

vor.  Dann  wird  fiir  p  eine  Funktion  von  x,  y,  e  derart  gesucht,  daß  sie 
zusammen  mit  der  alsdann  durch  g^^^Q  dargestellten  Funktion  q  von 
X,  y,  z  die  Bedingung 

dz  — pdx  —  gdy  =  0 

befriedigt,  nämlich  die  Bedingung  dafür,  daß  p  und  q  die  Ableitungen 
einer  Funktion  z  von  x  und  y  bedeuten.  Die  Integrabilitäts-Bedingung 
des  Satzes  18  ton  Nr.  871,  angewandt  auf  die  vorstehende  Ffaffsche  Glei- 
chung, gibt,  indem  X,  T,  Z  durch  —  p,  —  q  und  1  zu  ersetzen  sind : 

dy       dx      ^  dz  ^^dz         ' 

eine  Gleichung,  die  übrigens  schon  in  L,  EtUer's  „InatittUionea  calculi 
inUgroM',  8.  Bd.  S.  106,  steht.  Da  q  die  gegebene  Funktion  Q  von 
^9  y>  ^j  P  ^st,  liegt  hier  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  für  die  gesuchte  Funktion  p  von  x,  y,  z  vor.  Lagrange  sagt 
nun,  der  Vorteil  bestehe  darin,  daß  es  genüge,  eine  Lösung  p  zu  finden, 
die  nur  eine  willkürliche  Eonstante  a  enthalte,  und  zeigt,  wie  man  von 
ihr  durch  Integration  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  zu  einer  Gleichung  in  x,  y,  z,  u  und  noch  einer  willkürlichen 
Konstante  gelangt,  d.  h.  eine  vollständige  Lösung  der  vorgelegten  parti- 
ellen Differentialgleichung  findet.  Hätte  er  die  partielle  Differential- 
gleichung nicht  in  der  unsymmetrischen  Form  q^^  Q(x,y,z,p)  ange- 
nommen, so  wäre  er  auf  demselben  Wege  gerade  zu  der  homogenen 
linearen  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  die  Funktion  /' 
gelangt,  die  in  Nr.  881  aufgestellt  wird. 

882 — 885.  Zunächst  ist  von  Ä.Cau€hy  die  Abhandlung  zu  nennen: 
„Note  8ur  Vintigration  des  iquations  aux  differenees  partielles  du  premier 
ordre  ä  un  nomhre  quelconque  de  variables^*,  Bull,  de  la  Soc.  philomatique 
1819,  S.  10  u.  f.,  wieder  abgedruckt  mit  abgeänderter  Oberschrift  als  §  1  des 
„Memoire  swr  VinUgration  des  equations  aux  dMvies  partielles  du  premier 
ordre^*  in  den  ,^xercices  d'anälyse  et  de  physique  math^matiquef',  Paris 
1841,  S.  238  u.  f.  (insbes.  S.  241  u.  f.),  übersetzt  von  G.  Kotoälewshi  in 
Nr.  118  von  Ostwalds  Klassikern,  Leipzig  1900,  S.  80  u.  f.  Femer  eine 
B«ihe  von  Noten  in  den  Comptes  rendus  14.  Bd.,  1842,  S.  740  u.  f.,  769 
u.  f.,  881  u.  f.,  962  u.  f.,  1026  u.  f.  („Oeuvres"*,  1.  Serie,  6.  Bd.  S.  428  u.  f., 
481  u.  f.,  444  u.  f.,  466  u.  f.,  467  u.  f.).  Cauchy  unterscheidet  sich  von 
Lagrange  und  Monge  dadurch,  daß  er  die  Frage  nach  der  durch  eine 
gegebene  Kurve  gehenden  Integraifläche  stellt  und  löst. 

886.  Die  Cauchysclie  Theorie  hat  S.  Lie  unter  Anwendung  geo- 
metrischer Bedeweisen  aufs  neue  unter  aUgemeineren  Gesichtspunkten  ent- 
wickelt, worüber  man  Näheres  in  dem  in  der  Anm.  zu  Nr.  874  zum 
Schlüsse  erwähnten  Werke  S.  621  u.  f.  im  12.  Kap.:  ^JDie  Theorie  der 
partiellen  Differentialgleichungen  als   Teü  der  Geometrie   der  Flächen- 
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elementef'  findet.  Lie  hat  dnrch  Beine  ümgeBtaltnng  der  Cat<d^chen 
Methode  anoh  die  Einw&nde  heseitigt,  die  gegen  ihre  Allgemeingültig- 
keit  erhoben  worden  waren.  Eine  ausführliche  Darstellung  der  genannten 
Integrationstheorie  for  partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
mit  Berflcksichtigung  auch  der  nach  Cauthy  aufgestellten  Methoden,  u.  a. 
der  tTocodischen  und  HamütonBchsa,  findet  man  in  dem  Werke  von 
P.  Mansion:  „Theorie  des  iquatUms  aux  dSrivüs  parUdles  du  premier 
ordref',  Paris  1876  (deutsch  von  JJ.  Mcuer,  Berlin  1892),  worin  sehr  aus- 
führliche geschichtliche  Notizen  gegeben  werden.  Außerdem  ist  noch  be- 
sonders zu  nennen:  E.  Goursat,  „Lefons  sur  VintcffraHan  des  ^guaUons 
aux  dirivies  partielles  du  premier  ordr&',  Paris  1891  (deutsch  von 
H,  Maser,  Leipzig  1893).  Sie  beziehen  sich  auch  auf  partielle  Differen- 
tialgleichungen erster  Ordnung  mit  mehr  als  zwei  unabh&ngigen  Ver- 
änderlichen, Tgl.  Nr.  891. 

888.  Vgl.  die  Anmerkungen  zu  Nr.  709—712  und  zu  Nr.  877. 

889.  L.  Lagrange  hat  die  Differentialgleichung  (1)  im  Jahre  1774 
integriert  (j,Oeuvret^* ,  4.  Bd.  S.  684).  Aber  in  seinen  „LeQons  sur  le  ealcul 
des  fonetions'',  S.  Aufi.  S.  888^  sagt  er,  daß  man  in  den  Schriften  yon 
ilonge  die  Theorie  die  Erzeugung  ihrer  Integralfiächen  in  aller  Aus- 
dehnung sehen  könne.  Siehe  die  „ApplicaHan  de  Vandlyse  ä  la  geome- 
trie^',  f  XU,  5.  Aufl.  S.  89  u.  f.,  insbes.  S.  96  u.  f. 

890.  Bezöglich  Legendre's  vgl.  die  Anmerkung  zu  Nr.  100.  Bezfig- 
lich  der  BerührungstransformationeH  siehe  S.  Lie's  bei  Nr.  781  erwähntes 
großes  dreibändiges  Werk  sowie  das  am  Schlüsse  von  Nr.  874  genannte. 

891.  Diese  Verallgemeinerung  schon  bei  Ä,  Cauehy,  VgL  die  Anm. 
zu  Nr.  882—886. 

892 — 894.  Der  Name  wurde  den  Mongeschen  Gleichungen  von 
8.  Lie  gegeben,  siehe  die  „Geometrie  der  BerÜhrungstransformationen*', 
1.  Bd.  S.  249,  im  Hinblicke  darauf,  daß  sich  G.  Monge  zuerst  eingehend 
mit  derartigen  Gleichungen  beschäftigt  hat,  nämlich  in  der  bei  Nr.  872 
genannte  Abhandlung  von  1784  und  in  der  „Application  etc.".  Satz  6 
Ton  Nr.  898  in  dem  Irischen  Werke  S.  260. 

896.  Um  die  geschichtlichen  Bemerkungen  nicht  zu  umfangreich 
werden  zu  lassen,  verzichten  wir  auf  Anmerkungen,  die  sich  auf  die 
Variationsrechnung  beziehen,  zumal  wir  ja  nur  eine  Einleitung  in  diese 
Theorie  bringen.  Man  wird  die  Geschichte  der  Variationsrechnung  in 
ausführlichen  Lehrbüchern  darüber  suchen;  wir  verweisen  auf  0.  Bolza, 
„Vorlesungen  Ober  Variationsrechnung'',  Leipzig  1909. 

899«  Nur  bezüglich  der  Bezeichnung  Eulersche  DifferenHalgleiehung 
sei  noch  bemerkt,  daß  man  die  Gleichung  zwar  neuerdings  vielfach  die 
Lagrangesche  nennt,  aber  L,  Lagrange  selbst  sie,  und  zwar  mit  Recht, 
i.  Euler  zuschreibt  {„Oeuvres'',  10.  Bd.  S.  897).  Bei  Euler  tritt  sie  in 
dem  Buche  „Methodus  inveniendi  lineas  curvas  maximi  mininiive  proprietate 
gaudentes  sive  solutio  pröbletnatis  isoperimetrici  latissimo  sensu  aceepH", 
Lausanne  und  Genf  1744,  zuerst  auf  S.  48  auf.  Wir  schließen  uns  daher 
dem  Vorgange  von  0.  Bolza  (a.  a.  0.  S.  24)  an  und  nennen  die  Glei- 
chung die  Eutersehe, 

920.  Geschichtliches  hierzu  bei  P.  Stächet,  „Bemerkungen  zur  Ge- 
schichte der  geodätischen  Linien",  Ber.  der  Sachs.  Ges.  d.  Wie«.,  math.- 
phjB.  Kl.  1898,  S.  444  u.  f. 
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Die  Zahlen  bedeuten  die  Nammem  des  Texiea.^ 
Unter  einem  und  demselben  Stichworte  gehen  die  allgemeineren  Beniffe 
den  spezielleren  voran,  außerdem  ist  dabei  die  natürliche  Reihenfolge 

maßgebender  als  die  alphabetische. 

Abkürzungen:  Dffgl.  »>  Differentialgleichung,  Fkt.  =»  Funktion,  gew.  ^ 
gewöhnlich,  hom.  b>  homogen,  inf.  =»  infinitesimal,  koinpl. «»  komplex, 
lin.  «=»  linear,    0.  >»  Ordnung,    part. »»  partiell,    Trf.  ■-  Transformation. 


A. 

Abbildung  der  Trfn.  einer  ein- 
gliedrigen Gruppe  746. 

Ableitungren  der  Lösungen  nach 
den  AiJangswerten  692—696, 
monogener  Fktn.  820,  827,  unent- 
wickelter Fktn.  699, 700,  702, 827, 
insbes.  %f  als  unabhängige  Ver- 
änderliche 722,  728,  p  und  g  als 
unabhängige  Veränderliche  890. 

Abwickelbare  Flächen  als  In- 
tegralflächen einer  part.  Dffgl.  1 .0. 
889,  900. 

A  d  d  i  t  i 0  n  8  th e  o  r  em  für  elliptische 
Integrale  7S0. 

Allgemeine  intermediäre  In- 
tegralgleichung 792. 

Allgemeine  Lösung  einer  gew. 
Dffgl.  1.  0.  705—708,  einer  gew. 
Dffgl.  höherer  0.  781,  782,  786— 
787,  die  hinsichtlich  der  Konstante 
linear  und  ganz  ist,  716,  die  hin- 
sichtlich der  Konstante  gebrochen 
ist,  718. 

Allgemeines  Lösungensystem 
eines  Systems  1.0.  Ton  gew.  Dffgln. 
761—768,  776,  hinsichtlich  der 
Anfangswerte  linear  gebrochen 
768,  lineu  ausPartikularsjstemen 
mit  konstanten  Koeffizienten  zu- 
sammengesetzt 769,  770,  siehe 
auch  HaupÜÖsungen. 

Analytische  Fortsetzung  mo- 
nogener Fktn.  820,  von  Lösungen 


einer  gew.  verkürzten  lin.  Dfi^l. 

883,  884. 

Analytische  Funktionen  von 
mehreren  Veränderlichen  820,  un- 
entwickelt 826,  827,  siehe  auch 
monogene  Fktn. 

Anfangsbedingungen  für  Lö- 
sungen einer  part.  Dffgl.    1.  0. 

884,  891. 
Anfangswerte  von  Lösungen  oder 

Lösungensystemen  686—696,  706, 
761—768,  776,  781,  782,  828— 
826,  882—887,  891,  für  den  Fall, 
wo  die  unabhängige  Veränderliche 
in  den  Dffgln.  nicht  vorkommt, 
766,  771. 

Äquivalenz  von  gew.  Dffgln.  und 
Systemen  von  gew.  Dffgln.  668, 
666,  671,  676,  677,  768,  781,  782, 
von  lin.  hom.  part.  Dffffln.  und 
Systemen  von  gew.  Dfl^n.  1.  0. 
768,  863,  von  lin.  part.  Dffgln. 
und  lin.  hom.  part.  Dffgln.  864, 
von  Mongeschen  Dffgln.  und  part. 
Dffgln.  1.  0.  894,  von  Pfaffschen 
D%ln.  und  vollständigen  Syste- 
men 871. 

Archimedische  Spirale  816. 

Arkusfunktionen  addiert  780. 

Astroide  721. 

Aufeinanderfolge  von  Trfn.  732 
—784,  748,  762,  766,  767. 

Auflösung  nicht  Lösung  676,  von 
Gleichxmgen  siehe  unentwickelte 
Fktn. 

Außerwesentlich  Bingulär880. 
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B. 

Bahnkaryen  eingliedriger  Grup- 
pen 782—784,  736—788,  748,  744, 
748,  768,  764,  769,  760,  767,  811, 
818,  814,  insbesondere  eingliedri- 
ger projektiver  Gruppen  768,  764, 
769,  760,  als  Integralkurren  einer 
Dffgl.  oder  eines  Systems  Ton 
Dffgln.  666—668,  678,  768,  764, 
769,  760,  768,  als  Stromlinien 
666—668,  678,  der  Brennpunkte 
eines  rollenden  Kegelschnittes  799. 

Beispiele  von  Dffgln.  und  Syste- 
men von  Dffgln.  668,  666,  667, 
670,  672,  676—679,  694,  696,  706, 
707,  709—723,  726—730,  783,  789 
—741,  744,  747,  749,  760,  768, 
766—760,  764,  766,  769,  770,  772 
—776,  780,  788,  791-806,  809, 
811,  814,  816,  822,  880—861,  863, 
866,  867,  864,  866,  867,  870,  872, 
878,  876,  877,  880,  887,  889,  890, 
896. 

Benachbarte  Funktionen  897. 

Benachbarte  Systeme  in  der 
Normalfozm  687,  688,  690—698. 

Bereich  einer  gew.  Dffgl.  1.0.  in 
aufgelöster  Form  708,  einer  gew. 
Dffgl.  1.  0.  überhaupt  708,  einer 
gew  Dffgl.  2.  0.  in  aufgelöster 
Form  781,  788,  einer  gew.  Dffgl. 
höherer  0.  in  aufgelöster  Form 
781,  einer  gew.  D^l.  höherer  0. 
überhaupt  782,  787,  insbes.  im 
kompl.  Gebiete  826,  eines  Sy- 
stems 1.  0.  von  gew.  Dffgln.  in 
der  Normalform  761,  eines  Systems 
1.  0.  von  gew.  Dffgln.  überhaupt 
776,  insbes.  im  kompl.  Gebiete 
828,  einer  verkürzten  lin.  gew. 
Dffgl.  830,  einer  hom.  lin.  pari 
Dffgl.  1.  0.  868,  einer  lin.  part. 
Dffgl.  1.  0.  864,  einer  Pfaffschen 
Dffgl.  871,  einer  part.  Dffgl.  1.  0. 
874,  882,  891. 

Bernoullische  Dffgln.  717. 

Berührung  von  Integralfl&chen 
877—880,  886,  von  Integralkurven 
706,  708—712,  777—780, 894,  896, 
in  höherer  0.  788—791,  mit  Ereis- 
evolventen  höherer  0.  784. 

Berührungstransformationen 
890. 

Brachistochrone    in    lotrechter 

Ebene  901,  912,  im  Baume  908. 

Brenn  fläche  einer  zweifach  un- 


endlichen   Schar    von    Integral- 

kurven  779,  780. 
Brennpunkte  eines  Kegelschnittes 

beim  Abrollen  799. 
B  ü  s  c  he  1  von  Flächenelementen  868. 

876,  von  Krümmungskreisen  788. 

C. 

Cassinisohe  Kurven  740.  ^ 

Cauchy-Biemannsohe  Glei- 
chungen 670,  674,  740,  817. 

Cauchyscher  Fundamental- 
satz für  monogene  Fktn.  von 
mehrerenVerftnderlichenSlS,  821. 

Cauchysohe  Integrationsme- 
thode  für  part.  Dffgln.  1. 0.  882 
—886,  891. 

CesäroB  Satz  792. 

Charakteristiken  einer  lin.  part. 
D%1. 1.0.  866, 868,  einer  Monge- 
schen  Dffgl.  894,  einer  part.  Dffgl. 
1.  0.  878,  879,  886 

Charakteristische  Gleichung 
eines    d'Alembertschen    Systems 

772,  778,  einer  verkürzten  lin. 
gew.  Dffgl.  mit  konstanten  Koeffi- 
zienten 806,  849,  860. 

Charakteristische  Streifen 
einer  lin.  part.  Dffgl.  1.  0.  868, 
einer  part.  Dffgl.  1.  0.  analytisch 
definiert  882,  geometrisch  defi- 
niert 879,  zur  Erzeugung  von 
Lösungen  882—884,  886,  888,  im 
Falle  von  n  unabhängigen  Ver- 
änderlichen 891. 

Clairautsche  Dffffln.  720—722, 
727, 747, 802,  veraUgemeinert  auf 
höhere  0. 808,804,  veraUgemeinert 
auf  Systeme  1.  0.  von  zwei  gew. 
Dffgln.  780,  verallgemeinert  auf 
part  Dffgln.  1.  0.  889,  890. 

Clairautsche  Systeme  780. 

D. 

D'Alembertsohe  Systeme  772, 

773,  806. 

Determinante  lin.  unabhängiger 
Fktn.  und  ihrer  Ableitungen  786, 
786,  884,  847. 

Determinierende  Gleichung 
837,  838,  841—844. 

Differentialgleichungen  siehe 
Bernoullische  Dffgln.,  Clairautsche 
Dffgln.,  d'Alembertscbe  Systeme, 
Eulersche    Dffgl.,     gew.     Dffgl., 
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hom.  gew.  Dffgln.,  hom.  lin.  pari. 
Dffgl.,  InvolnuoiiBBjsteme,  Jaoo- 
bische  Dffgln.,  lin.  gew.  Dffgln., 
lin.  hom.  System,  lin.  part.  DffgL, 
lin.  System,  Monffesche  DffgL, 
Normalfozm  eines  Systems  1.  0., 
part.  D%ln.,  Pfoffsche  DffgL, 
Biccatiache  Dffgln.,  System  1.0. 
n.  höherer  0.  von  g^w.  Dffgln., 
System  von  hom.  linjpart.  Dffgln., 
System  von  part.  Dfl^ln.,  System 
Yon  totalen  Dffgln.,  totale  Dffgln., 
verküTEte    lin.    gew.    nnd    part. 

-  Dffffln.,  Terkfirztes  lin.  System 
1.  0.,  Tollst&ndiges  System  von 
hom.  lin.  part.  Dffgln.,  noUter  0. 
676. 

Differentialinvarianten  809— 
814,  0.  nnd  1.  0.  za  berechnen 
811,  höherer  0.  zn  berechnen  812. 

Diskriminantenort  einer  gew. 
Dffgl.  1.  0.  711,  712  eines  Sy- 
stems 1. 0.  von  gew.  Dffgln.  777, 
77«. 

Doppelverh&ltnis  von  4  Zahlen 
748,  von  4  Punkten  einer  (Geraden 
748,  von  4  Geraden  dnrch  einen 
Pnnkt  762,  von  Flächenelementen 
längs  Charakteristiken  868,  von 
je  vieren  der  Veränderlichen  x^ , 
x^^,  ,,Xn  870,  bei  TT-Enrven  760. 

Drehungen  733,  736,  789,  740, 
742,  744—746,  767,  808. 

£. 

Ebene  Kurven  analytisch  definiert 
827,  algebraisch  von  4.  0.  nnd 
spezieller  Art  728,  deren  Bogen- 
länge zur  Bo^nlänge  der  Evolute 
proportional  ist,  800,  deren  Bogen- 
länge eine  gegebene  Fkt.  der 
Koordinaten  ist,  739,  deren  Bogen- 
länge zur  Bogenlänge  einer  Fuß- 
punktkurve proportional  ist,  816, 
als  Brachistochronen  901,  903, 
912,  von  Gassini  740,  von  Delan- 
nay  799,  elastisch  797,  916,  die 
mit  ihren  Evoluten  kleinste  Flä- 
chen bilden,  906,  größter  Fläche 
bei  gegebener  Bogenlänge  914, 
deren  &ümmnng  eine  gegebene 
Fkt.  der  Abszisse  ist,  797,  deren 
Krümmungsradius  zur  Normale 
proportional  ist,  797,  deren  Krüm- 
mungsradius zum  Kubus  der  Nor- 
male proportional  ist,  796,  deren 


Krümmungsradius  eine  Projektion 
von  konstanter  Länge  hat,  794, 
deren  Krümmungsradius  zum 
Radiusvektor  proportional  ist,  81 6, 
deren  Krümmungsmittelpunkte 
einen  gegebenen  Ort  haben,  804, 
deren  Krümmunffskreise  eine  ge- 
wisse Potenz  in  oezug  auf  einen 
Punkt  haben,  804,  mit  gegebener 
Beziehung  zwischen  Krümmungs- 
radius, lUdiusvektor  und  Winkel 
beider  814,  mit  konstantem  Pro- 
dukte der  Abstände  der  Tan- 
genten von  zwei  festen  Punkten^ 
721,  die  alle  Badienvektoren  unter 
konstantem  Winkel  schneiden, 
714,  mit  konstantem  Tangenten- 
abschnitte zwischen  den  Achsen 
721,  mit  konstenter  Tangenten- 
länge 718,  bei  denen  jeder  Punkt 
gerade  so  weit  wie  der  Schnitt- 
punkt der  Tangente  mit  der  y- 
Achse  vom  Anfangspunkte  ent- 
fernt ist,  716,  siehe  auch  die  spe- 
zielleren Stichworte. 

Einfach  überdeckter  Bereich 
706,  761. 

Eingliedrige  Gruppe  in  zwei 
Veränderlichen  734 — 744,  einmal 
erweitert  746,  747,  mehrmal  er- 
weitert 807—812,  bei  Einführung 
neuer  Veränderlicher  742,  814, 
die  bei  ihr^  invarianten  einfach 
unendlichen  Kurvenscharen  736, 
737,  in  nVeränderlichen  767,  aller 
Drehungen  um  einen  Pnnkt  736, 
746,  808,  aller  Schiebungen  nach 
einer  Richtung  736,  746,  aller 
Streckungen  von  einem  Punkte 
aus  736,  siehe  auch  die  folgen- 
den Stichworte. 

Eingliedrige  lin.  hom.  Gruppe 
776. 

Eingliedrige  projektive  Grup- 
pe 761,  763,  769,  760. 

Einhüllende  Fläche  877—880, 
als  singulare  Integralfläche  877, 
889. 

Einhüllende  Kurve  als  singulare 
Integralkurve  710—713,  720,  721, 
778—780,  r*^  Ordnung  als 
singulare  Integralkurve  789—791, 
einer  Schar  von  Charakteristiken 
894. 

Einhüllendes  Funktionensy- 
stem 778. 

Elastische  Kurven  797,  916. 
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Eiementarkegel  einer  Monge- 
schen  Dffffl.  892—896,  einer  pari. 
Dffgl.  1.  0.  874,  878,  880,  886, 
898,  aasgeartet  bei  einer  lin.  pari. 
Dffgl.  1.  0.  876. 

Elemente  höherer  Ordnung 
788,  788,  bei  Pankttrfn.  und  ein- 
gliedrigen Gruppen  807,  809,  810. 

Elimination  der  anabhänfi- 
gen  Veränderlichen  eines  Sy- 
stems in  der  Normalform  679. 

Ellipsen  721,  796,  799. 

Ellipsoid  802. 

Elliptische  Integrale  797—799, 
867,  addiert  780. 

Endliche  Gleichungen  im 
Gegensatze  zu  Dffgln.  676. 

Ersteyariation897, 902, 904,  908. 

Erweiterte  Punkttrfn.  und 
eingliedrige  Gruppen  746 — 
747,  807—810. 

Eulersche  Dffgl.  fOr  elliptische 
Integrale  780,  in  der  Variations- 
rechnung 899,  902,  904,  906,  907, 
908,  910,  911,  918,  918,  919. 

Eulersche  Multiplikatoren  s. 
Multiplikatoren  gew.  Dffgln.  1. 0. 

Eulerscher  Satz  über  hom.  Fktn. 
866. 

Eulersche  Transformation  890. 

Evoluten  als  Parallelkurven  727, 
Ton  Evoluten  784. 

Evolventen  als  lingul&re  Inte- 
gralkurven 804. 

Ezistenzbeweis  für  Lösungen 
674,  von  gew.  Dffgln.  1. 0.  in  auf- 
gelöster Form  696,  von  gew.  Dffgln . 
1.  0.  überhaupt  708,  von  Systemen 
1.  0.  von  gew.  Dffgln.  in  der 
Normalform  680—693,  696,  von 
Systemen  1.  0.  von  gew.  Dffgln. 
überhaupt  704,  von  Systemen 
höherer  0.  von  gew.  Dffgln.  704, 
von  gew.  Dffgln.  2.  0.  in  aufge- 
löster Form  781,  von  gew.  Dffgln. 
höherer  0.  782, 787,  von  Systemen 
1.  0.  von  gew.  Dffgln.  in  der 
Normalform  im  kompl.  Bereiche 
822—826,  von  Systemen  1.  0.  von 
gew.  Dffgln.  im  kompl.  Bereiche 
828,  von  gew.  Dffgln.  höherer  0. 
im  kompl.  Bereiche  829,  von  ver- 
kürzten lin.  gew.  Dffgln.  höherer 
0.  in  der  Umgebung  regulftrer 
Stellen  832,  von  hom.  lin.  part. 
Dffgln.  1.  0.  863,   von  lin.  part. 


Dffffln.  1. 0. 864,  von  part.  Dffgbi. 
1.  0.  882—886,  891. 

Existensbeweis  für  Multipli- 
katoren 724. 

Existensbeweis  für  unent- 
wickelte Fktn.  698—702,  im 
kompl.  Bereiche  826. 

Extremwerte  von  Integralen 
mit  einer  unbekannten  Fkt.  und 
ihrer  Ableitung  1.  0.  bei  festen 
Grenzen  896—901,  von  Integralen 
mit  zwei  unbekannten  Fktn.  und 
ihren  Ableitungen  1.0.  bei  festen 
Grenzen  902,  908,  von  Integralen 
mit  einer  unbekannten  Fkt.  und 
ihren  Ableitongen  höherer  0.  bei 
festen  Grenzen  904 — 906,  von  In- 
tegralen mit  zwei  unbekannten 
Fktn.  und  ihren  Ableitungen 
höherer  0.  bei  festen  Grenzen  ^7, 
von  Integralen  mit  festen  Grenzen 
und  willkürlichen  Konstanten 
908,  909,  von  Integralen  mit 
festen  Grenzen  und  einer  Beding- 
ung F(x,  y,  «}  -»  0  919,  920,  von 
Integralen  mit  festen  Grenzen, 
wenn  ein  anderes  Integral  kon- 
stant bleiben  soll,  913,  von  In- 
tegralen mit  festen  Grenzen,  wenn 
zwei  andere  Integrale  konstant 
bleiben  soUen,  918,  von  Integralen 
mit  einer  unbekiumten  Fkt.  bei 
veränderlichen  Grenzen  909,  910, 
von  Integralen  mit  zwei  unbe- 
kannten Fktn.  bei  yerilnderlichen 
Grenzen  911,  der  Masse  einer 
materiellen  Kurve  912. 


F. 

Faktoren  bei  isoperimetrischen 
Problemen  918,  918,  919. 

Fläche  siehe  Integxalflächen,  der 
Haupt  -  Krümmungsmittelpunkte 
einer  Fläche  780. 

Flächenelemente  868,  einer  lin. 
part.  Dffgl.  1.  0.  868,  876,  einer 
part.  Dffgl.  1.  0.  874,  876—880, 
886,  einer  Pfaffschen  Dffgl.  872. 

Flächenkurven:  geodätische  und 
kürzeste  920,  Krümmungskurven 
802,  896. 

Folgen  aus  gegebenen  Dffgln.  661, 
662,  669. 

Formale  Theorie  der  Dffgbi.  674. 

Fundamentalschleifen  834. 

Funktionen,   die  sich   an   einer 
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Stelle  xegnl&r  verhalten,  820,  Ton 
Fktn.  817,  yariiert  897,  swiscben 
denen  eine  Un.  Gleichung  mit 
konstanten  Koeffizienten  besteht, 
786,  siehe  anch  analytische,  in- 
yerse,  monogene,  stet^e  und  un- 
entwickelte Fktn. 

Fnnktionaldeterminante  beim 
Existenzbeweise  für  unentwickelte 
Fktn.  700,  701,  836. 

Funktionentheoretische  Be- 
handlung von  Dffgln.  674. 

Fußpunktkuryen  816. 

G. 

Gemeine  Zykloiden  711,  797, 
901,  906,  912. 

Geod&tische  Kuryen  920. 

GeometrischeDeutun^  derClai- 
rautschen  DfiPgln.  721,  eines  Clai- 
rautschen  Systems  780,  Glairaut- 
scher  Dffgln.  höherer  0.  808,  804, 
der  Cauchyschen  Integrations- 
methode part.  Dffgln.  1.  0.  886, 
fDw.  Dffgln.  1.  0.  in  aufgelöster 
orm  666,  676,  706,  706,  gew. 
Dffgln.  1.  0.  überhaupt  708—712, 
gew.  Dffgln.  2.  0.  in  aufgelöster 
Form  783,  gew.  Dffgln.  höherer 
0.  in  aufgelöster  Fonn  784,  gew. 
Dffgln.  höherer  0.  überhaupt  788 
—790,  gew.  lin.  Dffgln.  1.  0. 760, 
der  Grenzbedingungen  in  der 
Tariationsrechnung  912,  der  Grup- 
peneigenschaft 782,  der  Lagrange- 
schen Integrationsmethode  part. 
Dffghi.  1.  0.  durch  Monge  876— 
878,  lin.  part  Dffgln.  1.  0.  866, 
876,  Mon^escher  Dffgln.  892,  898, 
der  Multiplikatoren  727,  part, 
Dffgln.  1. 0. 874,  Pfaffscher  Dffgln. 
872,  der  Biccatischen  Dffghi.  749, 
yon  Systemen  1.  0.  yon  gew. 
Dffgln.  in  der  Normalform  667, 
668,  761,  764,  yon  Systemen  1.  0. 
yon  gew.  Dffgln.  überhaupt  776, 
778,  779,  totaler  Dffgbi.  672,  676, 
eines  zweigliedrigen  yollst&ndigen 
Systems  870,  yon  Gleichungensy- 
stemen im  kompl.  Bereiche  829, 
866,  874. 

Gerade  bei  projektiver  bzw.  lin. 
Trf.  762,  766,  als  Integralkurve 
einer  Jacobisohen  DffgL  767,  769, 
760,  im  Räume  von  nDimensionen 
668. 


Geschwindigkeit  678,  784. 

Gew.  Dffgl.  1. 0.  in  aufgelöster 
Form  666,  676,  696,  706—707, 
geometrisch  gedeutet  666,  676, 
706,  706,  erseht  durdi  ein  System 
677,  ohne  sin^läre  Lösunffen711, 
yerwandelt  m  eine  totale  676, 
die  eine  inf.  Trf  oder  eingliedrige 
Gruppe  gestattet,  788,  741,  inte- 
griert durch  Einführung  kanoni- 
scher Terftnderlicher  748,  ihre 
Multiplikatoren  724—730,  788— 
741,  mit  Multiplikatoren  yon  ge- 
gebener Form  728,  BemouUische 
717,  £ulersche7dO,  mit  getrennten 
Veränderlichen  713,  743,  hom. 
716,  726,  789,  741,  744,  hom.  yer- 
allgemeinert  717,  die  eine  inf. 
Drehung  gestattet,  789,  die  eine 
inf.  Streckung  gestattet,  789,  fQr 
isogonale  TrajeKtorien  740,  Jaco- 
bische 768,  766,  767,  769,  760, 
deren  Integralkuryen  Parallel- 
kuryen sind,  727,  lin.  716,  726, 
741,  744,  760,  lin.  yerkürzt  716, 
auf  lin.  lurückführbar  717,  Bic- 
catische  allgemein  718,  749,  760, 
806,  811,  Biccatische  speziell  719, 
846,  Biccatische  zur  Berechnung 
der  Differentialinvarianten  1.  0. 
811,  yon  der  Form  Xdy  —  Tdx  -= 
0,  wo  X  und  T  linear  und  ganz 
sind,  764,  767,  768,  yon  spezieller 
Art  im  kompl.  Bereiche  822. 

Gew.  Dffgl.  1.0.  überhaupt  700, 
708—730,  738—747,  749,  760,  768, 
764,  766—760,  bei  Einführung 
neuer  Veränderlicher  714,  ihr 
Diskriminantenort  711,  die  eine 
bekannte  inf.  Trf.  gestattet,  747, 
aufgelöst  nach  x  oder  y  722,  bei 
Einführung  von  y'  als  unabhäng- 
iger Veränderlicher  722,  Clairaut- 
sche  720,  721,  727,  747,  802,  für 
eine  Isothermenschar  729,  lin.  in 
a?undy  723,  für  Parallelkurven  727. 

Gew.  Dffgl.  2.  0.  781,  geometrisch 
gedeutet  783,  die  eine  Eigenschaft 
der  Krümmnngskreise  allein  aus- 
drückt, 803,  804,  deren  Integral- 
kurven  an  jeder  Stelle  Büschelyon 
Krümmungskreisen  haben ,  783, 
und  zwar  spezieller  Art  792,  794, 
797,  deren  Integralkuryen  Kreise 
sind,  797,  803.  804,  aller  Evol- 
yenten  konzentrischer  Kreise  783, 
yon  spezieller  Art  663. 
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Gew.  Dffgl.  höherer  0.  661,  663, 
782,  787—790,  792—806, 810,  818 
—816, 829, 880—861,  geometriBch 
gedentet  784,  yerwandelt  in  ein 
Hjetem  1. 0.  Ton  ffcrir.  Dffghi.668, 
zarflckffefQhrt  Auf  ein  System  1.0. 
in  der  Normalform  666,  die  eine 
bekannte  inf.  Trf.  oder  eingliedrige 
Gni]ppe  geitattei,  810,818,814,  in- 
toffnert  durch  Bildung  von  Dffgln. 
höherer  0.  802,  integriert  miUels 
kanonischer  Yerftnderlicher  814, 
die  der  Clairaatschen  DSgh  ent- 
spricht, 808,  804,  Ton  der  Form 
y^n^f(x)  798,  Ton  der  Form 
F(y^*^,  y<r-i))«o,  794,  Ton  der 
Form  F(y<'^,  «<^«> «  0, 796,  hom. 
800,  hom.  in  doppelter  Weise  801, 
frei  von  x  oder  y  796—799,  ver- 
kürzt lin.  mit  konstanten  Koeffi- 
zienten 806,  8. 0.,  deren  Integral- 
kurven  Kreisevolventen  sind,  808 j 
siehe  anoh  lin.  gew.  Dffgln.  und 
vorkürzte  lin.  gew.  Dffgln. 

61eichm&ßigeE[onvergenz  820. 

Gleichzeitijj^e  Dffgln.  gleichbe- 
deutend mit  System  von  Dffj^ln. 

Gliedweise  Differentiation 
und  Integration  unendlicher 
Reihen  820. 

Gratlinien  der  Integralflftchen 
einer  part.  Dffgl.  1.  0.  894. 

Grenzbedingungen  bei  Extrem- 
werten von  Integralen  910—912. 

Grenzfl&chen  und  -kurven  911, 
912. 

Grenzübergang  von  Polygonen 
zu  Integralkurven  681—686. 

Grnppeneigenschaft  731,  782, 
748,  762,  766,  767. 

Gruppen  vonTrfn.  von  zwei  Ver- 
änderlichen 782,  788,  von  nVer- 
ftnderlichen  767,  848,  siehe  auch 
eingliedrige  Gruppe,  projektiv  in 
einer  TeränderUcheu  748,  761, 
projektiv  in  zwei  Veränderlichen 
762,  764. 

Guldinsche  Regel  900,  916. 

H. 

Hauptlösungen  762,  768,  766, 
826,  eines  d'Alembertsehen  Sy- 
stems 772,  776. 

Hauptnormalen  der  geod&tischen 
Kurven  920. 

Homogene  Funktionen  866. 


Hom.  gew.  Dffgln.  1.0.  716,  726, 
789^  741,744, 1.0.  verallgemeinert 
717,  höherer  0.  800,  801. 

Hom.  Koordinaten  bei  Jacobi- 
scher D%1.  768. 

Hom.  lin.  part.  Dffgl.  1.  0.  862 
—864,  869—871,  bei  Einführung 
neuer  Verftnderlicher  862,  die  zu 
gegebenen  Losungen  gehurt,  860, 
vereinfacht  mittels  bekannter 
Lösungen  868,  vereinfacht  mittels 
bekannter  Lösungen  und  eines 
bekannten  Multiplikaters  864, 
ihre  Jacobischen  Multiplikateren 
869 — 861,  unabhängi|r  voneinan- 
der 866,  äquivalent  mit  einem  Sy- 
stem in  der  Normalform  768^  868, 
äquivalent  mit  gew.  Dffgl.  höherer 
0.  782,  äauivalent  mit  einer  lin. 

Eart.  DffgL  1.  0.  864,  siehe  auch 
ivolutionssysteme,  Systeme  von 
hom.  lin.  part.  Dffgln.  1.  0.  und 
vollständige  Systeme. 
Hom.  lin.  System  1.  0.  in  der 
Normalform  siehe  lin.  hom.Syitem, 
mit  konstanten  Koeffizienten  siehe 
d'Alembertsche  Systeme. 
Hyperbeln  721, 740,  749, 796,  799. 

I. 

Identische  Trf.  782. 

Imaginäre  Kurven,  Flächen  usw. 
829,  866,  874. 

Implizite  Fktn.  siehe  unent- 
wickelte Fktn. 

Infinitesimale  Trf.  zweier  Ver- 
änderlicher 784—744,  807—816, 
von  nVeränderlichen  767,  bei  Ein- 
führung neuer  Veränderlicher  742, 
erweitert  746,  mehrmal  erweitert 
807,  einer  gew.  Dffgl.  1.  0.  788 
—741,  748,  744,  747,  einer  gew. 
Dffgl.  höherer  0.  810,  818,  814, 
einer  lin.  gew.  Dffgl.  848,  kon- 
form 740,  ün.  764,  lin.  hom.  776, 
projektiv  in  einer  Veränderlichen 
761,  projektiv  in  zwei  Veränder- 
lichen 768,  764,  trivial  788,  insbes. 
Drehung  786,  789,  740,  742,  744, 
746,  767,  808,  insbes.  Schiebung 
786,  789,  740,  746,  767,  insbes. 
Streckung  786,  789,  740,  741, 744, 
746,  767. 

Integrabilitätsbedingung  ei- 
ner PfaffiMdlien  Dffgl.  871,  872, 
881. 
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Integrabilitätaf  aktor  gleichbe- 
deutend  mit  Multiplikator. 

Integrale  gew.  Dffgln.  1.  0.  706 
—708, 724,  727,  gew.  DflFgln.höhe- 
rer  0.  782,  bei  inf.  Trfh.  d.  Dffgl. 
738 — 741,  743,  monogener  Fkhi. 
818,  819,  eines  Systems  1. 0.  Ton 
gew.  Dffgln.  in  der  Normalform 
763,  764,  863,  864,  variiert  8»7, 
902,  904,  908,  913,  918,  mit  ver- 
änderlichen Grenzen,  verwandelt 
in  solche  mit  festen  Grenzen,  909, 
911,  siehe  anch  Extremwerte  von 
Integralen. 

Integralflächen  einer  lin.  part. 
Dffgl.  1.  0.  866—868,  einer  part. 
Dffffl.  1.  0.  874,  gewonnen  durch 
Einhüllung  877,  878,  880,  erzeugt 
von  charakteristischen  Streifen 
886,  einer  Pfaffschen  Dffgl.  872, 
eines  zweigliedrigen  vollständigen 
Systems  870,  siehe  auch  singu- 
lare Inteffralflächen. 

Inteffralgleichungen  763,  inter- 
mediär 792. 

Integralkurven  gew.  Dffgln.  1.0. 
666,  676,  677,  706—712,  720— 
723,  727,  729,  738—741,747,749, 
760,  763,  769,  760,  gew.  Dffgln, 
höherer  0.  783,  784,  787—791, 
797—800, 802—804, 814, 816,  von 
Systemen  1.  0.  in  der  Normal- 
form 667,  668,  678,  681—684, 
694,  732—734,  764—766, 866, 868, 
allgemeiner   Systeme   1.  0.   von 

gew.  Dffgln.  776—780,  totaler 
»ffgln.  672,  677,  768,  776,  Pfaff- 
scher  Dffgln.  872,  Mongescher 
Dffgln.  894, 896,  siehe  auch  singu- 
lare Integralkurven. 

Integration  allgemeiner  als  Qua- 
dratur 674,  durch  Differentiation 
722,  802,  mittels  kanonischerYer- 
änderlicher  743,  744,  814,  816, 
von  Dffgln.  und  Systemen  von 
Dffgln.  siehe  unter  diesen  Stich- 
worten, unter  Integralflächen  und 
-kurven  und  Integrationsmetho- 
den. 

Integrationskonstanten  706, 
707,  762—764,  781,  782,  786,  786, 
im  kompl.  Bereiche  826,  bei  ei- 
ner Riccatischen  Dffjd.  718,  749, 
bei  einer  lin.  gew.  Dffgl.  1.  0. 
716,  760. 

Integrationsmethoden  674,  bei 
gew.  Dffgln.  1. 0.  713—730,  738— 


744,  747,  749,  760,  763,  767—760, 
846,  bei  Systemen  1.  0.  von  gew. 
Dffgln.  766,  769,  770,  772—774, 
bei  gew.  Dffgln.  höherer  0.  793 
—806,  810—816,  831—846,  847 
—861,  bei  lin.  part.  Dffgln.  1.  0. 
863,  864,  867,  863,  864,  bei  voll- 
ständigen Systemen  869,  870,  von 
Cauchy  für  pari  Dffgln.  1.  0. 
882—887, 889— 891,  von  Lagrange 
und  Monge  für  part.  Dffgln.  1.  0. 
876—881,  bei  Mongeschen  Dffgln. 
894,  bei  Pfaffschen  Dffgln.  871— 
873. 

Intermediäre  Integralglei- 
chungen 792. 

Invariante  Geraden  u.  Punkte 
bei  eingliedriger  projektiver  Grup- 
pe 760. 

Invariante  gew.  Dffgln.  1.  0. 
738—741,  743,  744,  747,  höherer 
0.  810,  813,  814. 

Invariante  Kurven  736. 

Invariante  Kurvenscharen  736, 
737,  743. 

Invariante  Punkte  oder  Werte- 
paare 736. 

Invariante  Scharen  von  Ele- 
menten r*«'  0.  809,  810,  813, 
814. 

Invariantes  Doppelverhältnis 
748,  762,  760,  868. 

Invariante  unendlich  ferne 
Gerade  766. 

Inverse  Funktionen  701. 

Inverse  Transformation  732. 

Involutionssysteme  868—870. 

IsogonaleTrajektorien740,792, 
794. 

Isoperimetrische  Probleme 
913—918. 

Isotherm«nscharen  729. 


Jacobische  Dffgln.  763,  bciAus- 
fuhrung  einer  projektiven  Trf. 
766,    767,   auf  fische  Formen 

Sebracht  769,  zurückgeführt  auf 
^Alembertsche  Systeme  776,  ihre 
Integralkurven  760. 
Jacobisohe  Multiplikatoren 
869—862,  864,  erste  Definition 
869,  zweite  Definition  860,  Über- 
einstimmung beider  Definitionen 
861,  bei  Einführung  neuer  Ter- 
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&nderlicher  868,    insbes.    letzter 
Multiplikator  864. 

KanonisoheVeränderliche  743, 
744,  814,  816. 

Eatenoid  799,  900. 

Kegel  798,  867,  siehe  auch  Ele- 
mentarkegel. 

EegelschDitte  678,  718,716,721, 
788,  740,  747,  749,  796,  797,  799, 
siehe  anch  Kreise. 

Kettenlinie  718,  797,  799,  900, 
912,  916. 

Kinematische  Deutung  von  Sy- 
stemen in  der  Normalfozm  678. 

Klammeransdruck  741,  866— 
869. 

Klassische  Integrationsme- 
thoden 674. 

Konforme  Abbildung  bei  der 
Dffgl.  einer  Isothermenschar  729, 
yermittelt  durch  eine  inf.  Trf.  740. 

Konstanten  bei  der  Integpration 
siehe  Integrationskonstanten. 

Kreise  als  Integralkurven  666^ 
676,  677,  709,  764,  766,  788,  797, 
798,  808,  804,  als  Kurven  größter 
Fl&che  bei  gegebener  Bogenl&nge 
914. 

Kreiserolventen  als  Integral- 
kurven 783,  803,  höherer  0.  784. 

KrummlinigeKoordinaten  714, 
746. 

Krümmung  einer  Rotations- 
fläche 798,  mittlere  798,  799. 

Krümmungselement  783,  als 
Element  2.  0.  788. 

Krümmungskreise  ebener  Kur- 
ven 783,  808,  804. 

Krümmungskuryen  der  Flächen 
2.  0.  802,  der  Flächen,  die  ein 
Ebenenbüschel  unter  konstantem 
Winkel  schneiden,  896. 

Krümmungsmaß  einer  Rotations- 
fläche 798. 

Erümmungsmittelpunkte  ebe- 
ner Eurven  783,  784,  von  Flächen 
780. 

Eugel  als  Rotationsfläche  kon- 
sUnter  Erümmung  798. 

Eurven  und  ihre  Linienelemente 
666,  667,  in  Räumen  von  beliebig 
vielen  Dimensionen  668,  die  ein 
Ebenenbüschel  unter  konstantem 
Winkel  schneiden,  896,  geodäti- 


sche und  kürzeste  auf  Flächen 
920,  kürzester  Fallzeit  901,  908, 
912,  siehe  auch  ebene  Eurven 
und  Integralkurven. 

Eurvenkonffruenz  779. 

Kürzeste  Linien  920. 


L. 

Lagrange -Mongesche  Inte- 
grationsmethode for  part. 
Dflgin.  1.  0.  876—881. 

Legendresche  Trf.  890. 

Leitlinie  der  Kettenlinie  und 
Traktrix  713,  900 

Letzter  Multiplikator  864. 

Lin.  gew.  Dffgln.  1.  0.  716,  717, 
726,  741,  744,  760,  verkürzt  716, 
741,  aufgefaßt  als  Riccatische 
Diffgln.  760. 

Lin.  gew.  Dffgln.  höherer  0.806, 
vereinfacht  mittels  bekannter  Lö- 
sungen der  verkürzten  Dffgln.  847, 
848,  mit  bekannten  inf.  Trfn.  848, 
mit  konstanten  Koeffizienten  860, 
spezieller  Art  849, 861,  siehe  auch 
verkürzte  lin.  gew.  Dffgln.  höhe- 
rer 0. 

Lin.  hom.  eingliedrige  Gruppe 
776. 

Lin.  hom.  part.  Dffgl.  1.0.  siehe 
hom.  lin.  part.  Dffgl.  1.  0. 

Lin.  hom.  Transformation  776. 

Lin.  hom.  System  1.  0.  von  gew. 
Dffgln.  in  d.  Normalform  769, 770, 
774,  mit  konstanten  Koeffizienten 
772,  778,  776. 

Lin.  part.  Dffgl.  1.  0.  862—864, 
876, 878,  äquivalent  mit  lin.  hom. 
part.  Dffgl.  1. 0.  864,  geometrisch 
gedeutet  866,  für  hom.  Fktn.  866. 

Lineares  System  1.  0.  von  gew. 
Dffgln.  in  der  Normalform  774. 

Lineare  Trfn.  764—766. 

Linear  unabhängige  Fktn.  786. 

Linienelemente   ebener  Kurven 

666,  von  Raumkurven  667,  668, 
als  Elemente  1.  0.  788,  einer 
Fläche  779,  bei  einer  eingliedri- 
gen Gruppe  746—747,  bei  gew. 
Dffgln.  1.  0.  666,  676,  708,  bei 
Systemen  1.  0.  Ton  gew.  Dffgln. 

667,  668,  764,  777,  bei  lin.  part. 
Dffgln.  1.  0.  866—868,  bei  zwei- 
gliedrigen vollständigen  Systemen 
870,  siehe  auch  singulare  Linien- 
elemente. 


Skohiegitter 
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Logarithmen  addiert  780. 

LogarithmiBche  Spiralen  714, 
800,  804. 

LGBungenandLösnngenBjBte- 
me  XU  unterscheiden  von  Auf- 
lösungen 676,  siehe  im  übrigen: 
allgemeine  und  singulare  Lö- 
sung sowie  allgemeines  und  sin- 
gulSxes  Lösungensjstem. 

Loxodromen  895. 


M. 

Matrix  777. 

Mazima  siehe  Extremwerte. 

Methoden  derintegration  siehe 
Integrationsmethoden . 

Minima  siehe  Extremwerte. 

Mittlere  Krümmung  einer  Ro- 
tationsfläche 798,  799. 

Mongesche  Dffgl.  geometrisch 
gedeutet  892,  in&griert  894,  zu- 
gehörige part.  DSgl  1.  0.  898, 
der  Loxodromen  896. 

Monogene  Fkt.  von  mehreren  Ver- 
änderlichen 817,  als  analytische 
Fkt.  820,  inte^ert  818,  819,  ver- 
glichen mit  einer  speziellen  Fkt. 
821,  ihre  Ableitungen  820,  von 
einer  Veränderlichen  als  Lösung 
eines  Systems  von  part.  Dffgln. 
670y  674,  bei  Isothermenscharen 
in  der  Ebene  729. 

Multiplikatoren  gew.  D%ln.  1. 

0.  724—780,  788—741,  aus  der 
geometrischen  Deutung  gewonnen 
727,  von  gegebener  Form  728, 
abgeleitet  aus  bekannten  infinite- 
simalen Trfn.  788—741,  bei  der 
Eulerschen  Dffgl.  für  elliptische 
Integrale  730,  von  hom.  Dffgln. 
726,  739,  von  lin.  Dffgln.  726, 
741,  von  Dffgln.  für  Isothermen- 
Bcharen  729,  von  Dffgln.  für  Pa- 
rallelkurven 727,  Pfaffscher  Dffgln. 
871,  872,  hom.  lin.  part.  Dffgln. 

1.  0.  siehe  Jacobische  Multipli- 
katoren. 


Neue  Veränderliche  in  einglie- 
drigen Gruppen  742—744,  814, 
in  gew.  Dffgln.  714—719,  722, 
723,  743,  744,  747,  749,  756—760, 
766,  774,  794,  796-801,  805,  814, 
816,  888,  848,  844,  846—848,  861, 


in  hom.  lin.  part.  Dffgln.  1.  0.  und 
ihren  Jacobischen  Multiplikatoren 
862 — 864,  in  Involutionssystemen 
869,  870,  kanonische  748,  744, 
747,  814,  vermöge  der  Legendre- 
schen und  Eulerschen  Trf.  890, 
in  Integralen  zur  Verwandlung 
veränderlicher  Grenzen  in  feste 
907,  909,  911. 

Normalenschar  780. 

Normalform  eines  Systems 
1.  0.  von  gew.  Dffgln.  665,  667, 
668,  678, 677-  696,  781—787, 758, 
761 — 765,  geometrisch  gedeutet 
667,  668,  764,  kinematisch  fe- 
deutet  678,  worin  die  unabhängige 
Veränderliche  nicht  vorkommt, 
677,  781—787, 768,  766—768,  771, 
siehe  auch  die  spezielleren  Stich- 
worte und  benachbarte  Systeme 
in  der  Normalform. 

Normalform  verkürzter  lin. 
gew.  Dffgln.  886. 

Nullsysteme  872. 

0. 

OrthogonaleTrajektorien  ebe- 
ner Eurvenscharen  740,  einer 
Eugelschar  765. 

Ortsfunktion  912. 


P. 

Parabeln  678,  712,  715,  728,  747, 
795,  797,  799. 

Parallele  Geraden  bei  projekti- 
ven und  insbes.  lin.  Trfh.  755. 

Parallelkurven  727. 

Parameter  von  Scharen  von  Trfn. 
782. 

Partielle  Dffgln.  allgemein  669, 
670,  lin.  von  1.  0.  siene  lin.  und 
lin.  hom.  part.  Dffgln.  1.  0.,  In- 
volutions-  und  vollständige  Syste- 
me, allgemein  von  1. 0. 874 — 895, 
geometrisch  gedeutet  874,  886, 
ihre  Ghaxaktmstiken  878,  ihre 
charakteristischen  Streifen  879, 
882,  886,  ihre  Elementarkegel 
874,  878,  893,  ihre  vollständigen 
Lösungen  und  deren  Anwendung 
876,  877,  881,  integriert  nach  La- 
^nge  und  Monge  876,  877,  881, 
integriert  nach  Caachy  882—887, 
891,  ihre  singulären  Lösungen 
874,  882,  888,  zugeordnet  einer 
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Mongeschen  Dffgl.  893—896,  bei 
Ausrahmng  der  Legendreschen 
oder  Eulerschen  Trf.  890,  Clai- 
rautflche  889,  890,  der  Flächen, 
die  einEbenenbÜBchel  unter  einem 
konstanten  Winkel  schneiden, 
896. 

Partikularlösnngen  siehe  Lö- 
sungen. 

Perimeier  918. 

Pf  äff  sehe  Dffgl.  871—878,  geo- 
metrisch gedeutet  872,  ihre  Inte- 
giabilitätsbedingnng  871,  '  Äqui- 
valent mit  einem  vollständigen 
System  871,  fflr  vollständige  Lö- 
sungen einer  pari  Dffgl.  1.  0. 
881,  als  Spezialfall  einer  Monge- 
sehen  Dffgl.  892,  hom.  878. 

Poissons  Satz  866. 

Polarkoordinaten  714,  742,744, 
746. 

Pole  einer  verkürzten  lin.  gew. 
Dffgl.  880,  ihre  Bedeutung  fflr 
die  Fortsetaning  der  Lösungen 
884. 

Polygon  als  Annäherung  an  eine 
Integralkurve  681—686. 

Potenzfunktion  im  kompl.  Be- 
reiche 836. 

Potenzreihen  fSr  monog^e 
Funktionen  820. 

Prinzip  des  letzten  Multipli- 
kators 864. 

Projektive  Trfn.  einer  Veränder- 
lichen 748,  insbes.  bei  Riccatischer 
Dffgl.  749,  insbes.  bei  lin.  gew. 
Dffgl.  1.  0.  760,  zweier  Veränder- 
licher 762 — 764,  insbes.  bei  einer 
Jacobischen  Dffgl.  766,  767,  769, 
760. 

Pnnkt-Trf.  732,  einmal  erweitert 
746,  mehrmal  erweitert  807. 

Quadratur  674. 

Quotient  von  Multiplikatoren 
724,  869. 

B. 

Regulär  als  Gegensatz  zu  singulär 
siehe  die  Stichworte  mit  singulär. 

Reguläre  Stellen  bei  einer  ver- 
kürzten lin.  gew.  Dffgl.  830. 

Reguläres  Verhalten  einer  Fkt. 
820. 


Riccatische  Dffgln.    allgemein 

718,  749,  760,  806,  811,  speziell 

719,  846,   zur   Berechnung  der 
Differentialinvarianten  1.  0.  811. 

R'oUen  eines  Kegelschnittes 
auf  einer  Geraden  799. 

Rotationsfläche  größten  Volu- 
mens bei  ffegebener  Meridian- 
länge 916,  kleinster  Fläche  900, 
912,  916,  kleinster  Fläche  bei  ge- 
gebenem Volumen  917,  konstanter 
Krümmung  798,  konstanter  mitt- 
lerer Krümmung  799,  917. 

Rotationskegel  als  Fläche  von 
der  Krümmung  Null  798. 

S. 

Schar  von  Trfn.  732,  733. 

Schiebungen  736,  739,  740,  746, 
746,  767. 

Schleppkurven  713. 

Schmieguuffsebenen  der  geo- 
dätischen Kurven  920. 

Schwerpunkt  einer  ebenen  Kurve 
900. 

Simultane  Dffgln.  662. 

Singulare  Elemente  höherer 
Ord.  bei  einer  gew.  Dffgl.  788, 
808. 

Singulare  Flächenelemente 
einer  part.  Dffgl.  1.  0.  874,  882. 

Singulare  Inteffralflächen 
einer  lin.  part.  Dffgl.  1.  0.  862, 
864,  einer  part.  Dffgl.  1.  0.  874, 
877,  882,  888—890,  einer  part. 
Dffgl.  1.  0.  als  Einhüllende  877. 

Singulärelntegralkurveneiner 
gew.  Dffgl.  1.  Ü.  709—712,  721 
als  Einhüllende  710,  als  Grenzlage 
regulärer  712,  unter  Umständen 
interessanter  als  die  regulären 
721,  einer  gew.  Dffgl.  höherer  O. 
788,  als  Einhüllende  höherer  0. 
789—791,  insbes.  unter  Umstän- 
den interessanter  als  die  regulären, 
803,  804,  eines  Systems  1.  0.  von 

gew.  Dffgln.  777,  insbes.  als  Ein- 
üllende  778,  779. 

Singulare  intermediäre  Inte- 
gralgleichungen 792. 

Singulare  Linienelemente 
einer  gew.  Dffgl.  1.  0.  709—712, 
eines  Systems  1.  0.  von  gew. 
Dffghi.  777—779. 

Singulare  Lösung  einer  ffew. 
Dffgl.  1.  0.  709—712,  777,  insbes. 


Saehregifier 
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der  GlaiiauUchen  780,  721,  einer 
gew.  DffgL  höherer  0.  788--791, 
^808,  804,  einer  lin.  pari.  Dffgl. 
1.  0.  862,  864,  einer  pari.  Dffgl. 
1.  0.  874,  877,  882,  888—891, 
einer  Pfaffechen  Dffgl.  871. 

Singnläres  Löiangensystem 
einee  Systems  1.  0.  von  sew. 
Dffgln.  777,  gewonnen  dnrch  Ein- 
hüllnng  778,  779. 

Sinusschwingnngen  795. 

Sphärische  Lozodromen  895. 

Stationäre  Str0mnng666— 668, 
734. 

Stelle   der  Bestimmtheit  887. 

Stetige  Fktn.  von  mehreren  Ver- 
änderlichen 817,  in  der  um- 
gebong  von  Stellen,  wo  sie  nicht 
▼erechwinden,  697,  817. 

Streckungen  788,  786,  789,  740, 

741,  744,  746,  767. 
Strömung  stationär  666—668,  784, 

nicht  stationär  678. 
Symbol  Af  862,  TJf  742. 

Symbol  einer  inf.  Trf.  von  zwei 
Veränderlichen  785,  von  n  Ver- 
änderlichen 767,  bei  Einfnhrang 
neuer  Veränderlicher  742,  lin.  764, 
lin.  hom.  776,  projektiv  761,  768, 
764,  insbes.  einer  Drehung,  Schie- 
bung oder  Streckung  786. 

System  1.  0.  von  gew.  Dffgln. 
in  der  Normal  form  siehe  Nor- 
malform eines  Systems  1.  0. 

System  1.  0.  von  gew.  Dffgln. 
allgemein  668—666,  704,  776 
—780,  als  Ersatz  eines  Systems 
höherer  0.  668 ,664,  Glairautsches 
780. 

System  höherer  0.  von  gew. 
Dffgln.  662,  704,  zurückgerahrt 
auf  ein  System  1.  0.  668. 

System  von  hom.  lin.  part. 
Dffffln.  1.  0.  866—870,  voll- 
ständig 867—871,  in  ein  Involu- 
tionssystem  verwandelt  868—870. 

System  von  Lösungen  usw.  siehe 

Lösungensystem  usw. 
System  von  part.  Dffgln.  669. 
System  von  totalen  Dffgln.  671, 

768,  776,  85B— 867,  869,  zurfick- 

Seführt  auf  ein  System  in  der 
formalfonn  768,  linear  und  ho- 
mogen 776. 


T. 

Tangente  in  Räumen  von  mehr 
als  drei  Dimensionen  668. 

Tangentenflächen,  die  eine  Ku- 
gel einhüllen,  880. 

Totale  Dffgln.  671,  672,  676, 
677,  siehe  auch  Ffaffsche  und 
Mongesche  Dffgln.  sowie  Systeme 
von  totalen  Dffgln. 

Traktrix  718,  740,  797,  798,  900. 

Transformation  der  Linienele- 
mente 745—747,  der  Elemente 
höherer  0.  807—812. 

Transformation  vonLegendre 
und  Euler  890. 

Transformationen  von  Verän- 
derlichen 782,  746,  767,  er- 
weitert 745,  807,  siehe  auch  Inf., 
lin.,  projektive  Trfh.  und  neue 
Veränderliche. 

Trennung  der  Veränder- 
lichen 718,  74,3. 

Triviale  inf.  Trfn.  788. 

U. 

Unabhängige   Integrale   eines 

Systems  1.  0.  von  gew.  Dffgln. 

763,   einer  gew.   Dffgl.   höherer 

0.  782. 
Unabhängige     Veränderliche 

eines  Systems  in  der  Normalform 

eliminiert  679. 
Unabhängigkeit  hom. lin. part. 

Dffffln.  1.  0.  866, 
Unendlich    ferne    Gerade    als 

Integralkurve  760,  bei  lin.  Trf.  756. 
Unendlich    ferner    Punkt  bei 

lin.  Trf.  765. 
Unentwickelte       Funktionen 

698,  700,  701,  ihre  Ableitungen 

699,  702,    im    kompl.   Bereiche 
826,  827. 

V. 

Variabilitätsbereich  einer  Fkt. 
von  mehreren  kompl.  Veränder- 
lichen 817,  siehe  auch  Bereich. 

Variation  der  Eonstanten  774, 
806,  von  Funktionen  897,  von 
Integralen  897, 898, 902,  904,  908, 
918,  918,  insbes.  die  erste  897, 
902,  904,  908,  die  n^  897. 

Variationsrechnung    896—920. 

VerallgemeinerungvonOlairaut- 
schen  Dffgln.  780,  808,  889,  890. 
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Yergleichanffifniiktioneii  fOr 
monogene  Fkin.  821. 

Verkürzte  lin.  gew.  Dffgln.  1.0. 
716,  741. 

Verkürzte  lin.  gew.  Dffgln.  hö- 
herer 0.  805,  im  kompl.  Be- 
reiche 880,  integriert  in  der  Um- 
gebon;^  einer  regolBxen  Stelle 
831 — 888,  integriert  mit  Hinzu- 
ziehong  einer  Potenzfnnktion 
835 — 841,  ihre  determinierende 
Qleichong  887,  888,  ihre  Normsd- 
form  886,  838,  ihre  Stellen  der 
Bestimmtheit  837, 838,  yereinfacht 
mittels  bekannter  Lösungen  847, 
Wronskische  Determinante  ihrer 
Partikolarlösongen  884,  spezielle 
Fftlle  881,  839,  842—846,  849, 
mit  konstanten  Koeffizienten  806. 

Verkürzte  lin.  part.  Dffgln. 
1.  0.  768,  786,  allgemein  862, 
864,  siehe  auch  hom.  lin.  part. 
Dffgln.  1.  0. 

Verkürztes  lin.  System  1.  0. 
in  der  Normalform  774,  mit  kon- 
stanten Koeffizienten  siehe 
d'Alembertsche  Systeme. 

Verschwinden  der  ersten  Va- 
riation 897,  902,  904,  908. 

Vertaaschbare  Trfn.  782. 

Vollständiges  Differential 
gleich  Nnll  713. 


Vollständige  Integration  661, 
662,  669,  671. 

Vollständige  Lösung  einer  part. 
Dffgl.  1.  0.  876,  ihre  Berechnnng 
881,  zur  Bestimmung  der  ^j^- 
lären  Lösungen  877,  zur  Be- 
stimmung der  singulären  Lö- 
sungen  877,  888. 

Vollständiges  System  von  hom. 
lin.  part.  Dffgln.  1.  0.  867—870, 
als  Involutionssystem  868,  inte- 
griert 869,  zweigliedrig  870,  871. 

Vollständiges  Integralsystem 
768. 

Winkeltreue  Trfn.  729,  740. 
TT-Kurven  769,  760. 
Wesentlich  singulare  Stellen 

830. 
Wesentliche     willkürliche 

Konstanten  in  einer  Fkt.  786. 
Wronskische       Determinante 

786,  786,  884,  847. 


Zentrafläche  780. 

Zykloiden  711,  797,  901,906,912. 

Zylinder  867. 
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Beriehtigangen  zur  4.  nnd  5.  Auflage.^) 

Zum  ersten  Bande. 

Seite      2,  Zeile  10  von  oben  lies  zuletzt:  r  statt  qr. 
41,  Zeile  8  von  oben  lies:  —  ^»^x^O. 
64,  Zeile  6  von  oben  scbalte  vor  Funktion  ein:  nicht  konstante. 

Der  entsprechende  Zusatz  ist  in  Satz  11  zu  machen. 
122   streiche  den  letzten  Satz. 
124,  Zeile  6  von  unten  lies  zuletzt:  n  statt  m. 
„    126,  Zeile  17  yon  oben  lies:  Xf^  statt  x^, 
„     169,  Zeile  12  von  unten  lies  in  der  Formel:  dx  statt  dt. 
„    191,  Zeile  10  von  unten  lies:  w^  statt  w^. 

198,  Zeile  3  von  unten  streiche  die  Worte:  und  ist  F{x^) «(-  F(x^  -f-  ^), 

Zeile  1  Ton  unten  lies:  f(Xf^)  statt  f[x). 
216,  Zeile  8  von  unten  lies:  gleich  statt  gleiche. 
259,  Zeile  3  von  oben  lies:  (a;^,  y^)  statt  {x,  y). 
267,  Zeile  11  von  oben  schalte  ein :  oder  für  o;  -f-  y  4  z^=a. 
321,  Zeile  10  von  unten  streiche:   wnd  F^^g^  und  Fyy  nicht  beide 

verschwinden, 
828,  Zeile  8  von  oben  lies:  i^x^x^^  statt  des  zweiten  ^x^y^. 
889,  Zeile  4  von  unten  lies:  M  statt  P. 
864,  Zeile  1  von  unten  lies:  a*  —  y*  statt  y*  —  a*. 
856,  Zeile  4  von  oben  lies:  (^a)'  statt  a*. 

367,  In  der  zweiten  Formel  (6)  ist  das  erste  Minuszeichen  zu  streichen. 
872,  Zeile  11  von  unten  lies:  Kurve  statt  Fl&che. 
377,  Zeile  8  bis  6  von  unten  ersetze  den  Rest  des  Satzes  nach  den 
Worten:  je  nachdem  durch  die  Worte:  y  für  den  betrachteten 
Punkt  M  negativ  oder  positiv  wird. 
887,  Zeile  17  von  unten  lies:  E  statt  D. 

481,  Zeile  7  von  unten  lies:  Y  statt  des  zweiten  X. 
466,  Zeile  19  von  oben  streiche:  von. 
468,  Zeile  6  von  unten  lies:  s^  statt  z. 

482,  Zeile  4  von  oben  schalte  nach  benachbarte  ein:  parallele. 
493,  Zeile  18  von  oben  lies;  o,,  statt  des  ersten  o^,. 
497,  Zeile  4  von  unten  lies:  Krümmungsradien  statt  Hauptkrüm- 
mungsradien. 

604,  Zeüe  9  von  oben  lies:  jedoch  statt  folglich. 

686,  Zeile  9  von  oben  lies:  Ay^  statt  Äx\ 

637,  Zeile  6  von  unten  lies:  z^  statt  z. 

668,  Zeile  4  von  unten  lies:  MuUiplikfxUon  statt  Addition. 

661,  Zeile  8  von  unten  lies:  Er  statt  Es, 

662,  ZeUe  2  von  oben  lies:  Summen  und  Summanden  statt  Pro- 
dukte und  Faktoren, 

Zeüe  9  von  oben  lies:  von  statt  vor. 

1)  Siehe  auch  die  im  ersten  Bande  auf  S.  626  und  die  im  zweiten 
Bande  auf  S.  689  mitgeteilten  Berichtigungen. 
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734  Berichtigungen  zor  4.  und  6.  Auflage 

Seite  668,  Zeile  2  von  unten  lies:  367  itatt  856. 

669,  Zeile  4  von  oben  lies:  Kreises  statt  Kreis. 

691,  Zeile  18  von  oben  lies:  reelU  Koeffizienten  hat  statt  reeU  ist. 

696   in  Satz  1  gilt  die  Bemerkung  über  A  nur  dann,  wenn  f{x) 

nicht  von  höherem  Grade  als  F{p^  ist. 
697,  Zeile  6  yon   unten,   streiche:   die  im   Grade  um    1,  2,  ...  a 

niedriger  als  F{x)  sind. 
598,  Zeile  2  von  unten  lies:  x  statt  x\ 


Zum  zweiten  Bande. 

Seite      1/ Zeile  14  yon  oben  lies:  f{x)  statt  F{x). 
9,  Zeile  6  von  unten  lies:  20  statt  2. 
68  und  69  wird  wohlbemerkt  nur  die  Konvergenz  der  Reihe  (6) 

nachgewiesen,  dagegen  nicht  ihr  Wert  \n  ermittelt 
70,  Zeile  6  und  9  von  oben  lies:  ln(a;  —  a)  statt  (a;  —  a). 
91,  Zeile  8  von  unten  lies  im  ersten  Biadikanden:  x^  statt  x, 
107   ist  bei  Formel  (2)  zu  bemerken,  daß  sie  allerdings  nur  für 
m  -f-  1 4*  ^  bewiesen  worden  ist  Aber  augenscheinlich  gilt  sie 
audi  für  m  -f- 1  =  0. 
„     159,  Zeile  14  von  oben  ist  der  Schluß  auf  lim  i^,, «  0  deshalb  nicht 
bindend,  weil  x^  von  n  abh&ngt  und  daher  trotz  0<[x,  <^  1 
nicht  feststeht,  daß  d^i"  für  lim  n^^-\'00  den  Grenzwert  Null 
hat.   Man  muß  vielmehr  das  Intervall  in  zwei  Teile  zerlegen 
und  auf  den  Teil,  bei  dem  die  obere  Grenze  vorkonunt,  den 
Mittelwertsatz  in  anderer  Art  anwenden. 
„     182.  Die  auf  Zeile  8  von  oben  einführte  Zahl  n  h&ngt  noch  von 
Ja  ab.    Infolgedessen  sind  die  Schlüsse  nicht  bindend  und 
das  Folgende,  insbesondere  Satz  22,  fehlerhaft. 
„    204,  Zeile  6  von  oben  lies:  — xy  statt  xy. 

Zeile  8  und  9  von  oben  lies:    für  lim  y  ««  0  gleich  x  —  f 
wird  usw. 
214,  Zeile  16  von  oben  lies:  0,947  289  2  —  1. 
226   w&re  vor  der  Aufstellung  der  Formel  (4)  noch  zu  zeigen,  daß 

der  Best  des  Produktes  nach  Eins  strebt. 
246   reicht  die  auf  Zeile  4  und  8  von  unten  gegebene  Begründung 

nicht  dafür  aus,  daß  die  Zeichen  21  und  S  vertauschbar  sind. 

„    288,  Zeile  1  von  unten  lies:  x^  statt  x. 

„  348,  Zeile  S  von  oben  wird  der  doppelte  Grenzübergang  lim  m  »  oo, 
lim  n  « cx>  durch  die  Folge  der  Grenzübergänge  lim  «  » cx) 
und  lim  m  »>  oo  ersetzt;  daß  dies  ausreicht,  wäre  noch  zu  be- 
gründen. 

Zeile  9  von  unten  lies:  y^  statt  x^. 
367,  Zeile  8  von  oben  schalte  nach  Geraden  den  Relativsatz  ein: 
die  nicht  selbst  zum  Teil  den  Rand  ausmacht. 

869,  Zeile  17  von  oben  desgleichen. 
Zeile  12  von  unten  lies:  (f  statt  E, 

366,  Zeile  16  von  oben  lies:  x^  statt  x^l, 

870,  Zeile  18  von  oben  lies:  a  statt  a. 
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378,  Zeile  6  von  oben  lies:  f^  statt  /L. 


Berichtigangen  zur  4.  und  6.  Auflage  735 

Seite  889   ist  in  Formel  (1)  nach  lim  das  Summenzeichen  £  einzuschalten. 

„    896,  Zeile  6  von  unten  streiche:  Yon. 

„    417,  Zeile  2  von  oben  lies:  <p  statt  des  ersten  tj). 

„    481,  Zeile  7  Ton  unten  lies:  dy  statt  dy. 

„    434,  Zeile  12  von  oben  lies:  Integranden  statt  Integrale. 

„    468,  Zeile  12  von  oben  lies:  -f-  statt  — . 

„    470,  Zeile  1  von  unten  lies:  a  statt  a. 

„    482,  Zeile  9  von  oben  lies :  k^  statt  des  zweiten  Ä;, . 

„    488,  Zeile  9  von  oben  lies-  e*  statt  des  ersten  e*. 

Zeüe  12  und  6  von  unten  muß  die  untere  Integralgrenze  z^ 
heißen. 

„    508,  Formel  (1)  schalte  vor  f(ß)  den  Faktor  c  ein. 

„    610,  Formel  (2)  lies:  (fi  — 1)!. 

„    511,  Zeile  16  von  unten  lies:  z^  statt  z, 

„    682,  Zeile  6  von  unten  lies:  appeUe, 

„    690,  Zeile  6  von  unten  lies:  l&ngst. 

„  592,  Nr.  47.  Wie  Herr  Loria  mitteilt,  ist  das  Werk  von  Chuquet 
1880  im  13.  Bande  des  Bulletino  di  Bibliografia  etc.  von  Bon- 
campagni  veröffentlicht  worden. 

„  593,  Zeile  4  und  3  von  unten  schalte  nach  effectianis  ein :  cmnium 
und  nach  rectificationum:  curvarum. 

„    596,  Zeile  12  von  unten  lies:  utcunque. 

„    598,  Zeile  2  von  oben  lies:  Binomialreihe. 

„    599,  Zeile  2  und  1  von  unten  lies:  Cambridge  statt  Canterbury. 

„  600,  Nr.  112.  Unser  Exemplar  des  Taylorschen  Werkes  hat  aller- 
dings die  Jahreszahl  1717.  Aber  nach  M.  Cantar's  „Vor- 
lesungen über  Gesch.  d.  Math.",  8.  Bd.,  2.  Aufl.,  S.  378  Fuß- 
note, erschien  das  Buch  schon  1715  und  wurde  Im  Jahre  1717 
bloß  mit  einem  neuen  Titelblatte  versehen. 

„  608,  Zeile  24  von  unten.  A.  de  Moivre  hat  seinen  Satz  schon  1707 
formuliert,  siehe  J7.  Wideüner  im  Jahresber.  der  Deutschen 
Mathematikervereinigung,  20.  Bd.,  1911,  S.  112. 

„  610,  Zeile  1  bis  5  von  oben.  Wie  es  scheint,  kommt  H,  Kühn's 
Abhandlung  gar  nicht  in  Betracht. 

„  623,  Nr.  618.  Nicht  der  Oreenache,  sondern  der  StokesBche  Saiz^ 
siehe  G.  Stokes  (1819—1903),  „Ä  Smiths  prize  paper**,  Cam- 
bridge Universitj  Calendar,  1854. 

Zum  dritten  Bande. 

Seite    71,  Zeile  16,  von  unten  streiche:  von  t 

„    185,  Zeile  9  von  oben  streiche:  bestimmte, 

„  220,  Zeile  18  von  oben  sowie  auf  S.  247  u.  weiterhin  ist  zuweilen 
die  Bezeichnung  Hauptlösungen  gebraucht  worden,  die  erst 
auf  S.  272  erklärt  wird.  Gemeint  sind  die  Lösungen,  in  denen 
die  willkürliclren  Eonstanten  diejenigen  Werte  sind,  die  den 
abhängigen  Veränderlichen  ftlr  den  Anfangswert  der  unab- 
hängigen Verilnderlichen  zukommen. 

„    465,  Zeile  10  von  oben  lies:  762. 
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E.  Pascals  Bepertoriiun 
der  höheren  Mathematik 

Zweite,  TÖllig  umgearbeitete  Auflage  der  deutschen  Aufgabe. 
Unter  Mitwirkung  zahlreicher  Mathematiker  herausgegeben  Yon 

P.  Epstein  und  H.  B.  Timerding 

Prof eMor  an  der  UniTenitSt  Strasburg  Prof.  an  der  Techn.  Hoehiehale  BraanBOhweig 

8  Bände  in  i  Teilen.    8.    In  Leinwand  geb. 

LBaad:  Analyns.  unter  Mitwirkung  von  S.  Vrioke,  Ph.  FurtwSngler,  A.  Ouldberg, 
H.  Hahn,  E.  Heoke,  B.  Jahnke,  H.  Jung,  6.  Kowalewiky,  A.  Loewy, 
E.  Paeeal,  H.  B.  Timerding  herauegeg.  von  P.  Epstein  und  K.  Bothe.  I.  Hälfte: 
Algebra,  Differential*  und  Integralrechnung.  [XV  u.  6S7  8.]  1910.  M  10.— 
[Die  H.  Hüfte  befindet  tloh  unter  der  Presee.] 
II.  Band:  Geometrie.  Unter  Mitwirkung  von  L.  B  er  solar  i,  RBonola,B.  Oiani,  M.Dehn, 
7.  Dlngeldey,  F.Bnrlquee,  O.  Oiraud,  G.  Guareechi,  L. Heffter,  W.  Jaoobe- 
thal,  H.  Liebmann,  J.  Mollerup,  J.  Keuberg,  U.  Peraaao,  O.  Staude, 
E.  Steinita,  H.Wleleltner  und  K.  Z in d  1er  herausgegeben  von  H.E.  Timerding. 
L  Hllfte:  Grundlagen  und  ebene  Geometrie.  [XVI  u.  6U  S.]  1010.  M  10.— 
[Die  IL  HSlfte  befindet  sieh  unter  der  Presse:] 

Bei  der  Bearbeitung  der  sweiten  Auflage  waren  die  Herausgeber  bestrebt,  dem  Buche  seine 
Yorsftge  su  erhalten,  es  aber  auch  der  Gegenwart  ansupassen.  Es  hat  formell  und  inhaltUoh 
so  durohgreif ende  Änderungen  erfahren,  daS  es  als  ein  neues  Werk  gelten  kann.  Gans  besonders 
haben  es  die  Bearbeiter  nach  MögUohkeit  vermieden,  eine  große  Menge  von  Einselheiten  lose 
aneLoander  su  reihen,  sondern  haben  vielmehr  auf  eine  ausammenhingende  und  in  sieh  geschlossene 
Darstellung  Wert  gelegt.  Das  Werk  soll  nicht  bloS  eine  Übersicht  aber  das  weite  Gebiet  der  Algebra, 
Analysis  und  Geometrie  im  eiuselnen,  sondern  auch  eine  Darleguzig  ihrer  allgemeinen  Prinaipien  und 
Methoden  geben  und  von  dem  heutigen  Stand  der  Forschungen  KeAhensohaft  ablegen,  soll  so 
nicht  bloß  rar  Fflhrung  und  Orientierung  wfthrend  des  mathematischen  Studienganges  dienen, 
es  soll  auch  eine  branehbare  Hilfe  bei  selbstSadiger  wissenschafHioher  Arbeit  gewähren. 

Handbuch  der 
angewandten  Mathematik 

Herausgegeben  von 
Dr.  H.  B.  Timerding 

o.  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  in  Braunschweig 

L  Band :  Praktisohe  Analysis.  Von  Dr.  H  orstvonSanden,  Prlvatdoaent  a.  d.  Vniversitftt 
Göttingen.  Mit  vielen  Textflg.  [YIII  u.  ISl  S.]  8.  In  Leinw.  geb.  [unter  der  Presse.] 
IL  Band:  Darstellende  Geometrie.  Ton  Dr.  Johannes  HJelmslev,  o.  Prof.  der  dar- 
stellenden Geometrie  an  der  Teohnlsohen  Hochschule  in  Kopenhagen.  Mit  vielen  Text- 
flguren.  [Ym  u.  890  S.]  8.  In  Leinwand  gebunden,  [unter  der  Presse.] 
IILBand:  Gnindsüga  der  Geod&sie  und  Astronomie.  Von  Martin  N&bauer,  o.  Prof. 
der  Geodäsie  an  der  Technischen  Hochschule  in  Braunschweig.  Mit  vielen  Textflguren. 
8.    In  Leinwand  gebunden,    [unter  der  Presse.] 

Weiter  werden  sunSchst  folgen: 
IV.  Band:  Die  grapMsohen  Methoden  der  teohnlsohen  Mechanik. 
V.Band:  Mathematj soha  Statistik  und  Versioherungsreohnuntf. 

Das  Werk,  dessen  drei  erste  Teile  sunftchst  erscheinen,  ist  bestimmt,  die  gesamte  an- 
gewandte Mathematik  In  einer  für  die  Stadlerenden  der  UniversitUen  und  der  Technischen 
Hochschulen  gleich  branchbaren  Form  au  behandeln.  Als  angewandte  Mathematik  beseichnen 
wir  alle  die  Zweige  der  Mathematik,  die  awischen  der  theoretischen  Entwicklung  und  der  wirk- 
lichen Anwendung  auf  technische  und  naturwissenschaftliche  Probleme  liegen.  Hierbei  Ist  natürlich 
nicht  ausgeschlossen,  daß,  wo  die  theoretische  Entwicklung  fflr  die  Anwendungen  nicht  ausreicht, 
sie  in  passender  Weise  ergtnst  werden  muß.  Vor  allen  Dingen  ist  angewandte  Mathematik  eigent- 
liche Mathematik,  nicht  Physik  oder  Technik;  sie  ist  nur  Mathematik,  die  nach  den  Anwendiuigs- 
gebieten  und  den  praktischen  Zwecken  orientiert  ist  Danach  bestimmt  sich  der  methodische  0ha- 
rakter  des  vorliegenden  Werkes  und  die  Abgrenaung  seiner  einaelnen  Teile.  Dienlieh  wird  es 
sich  jedem  erweisen,  fSr  den  der  praktische  Gebrauch  der  Mathematik,  in  irgend  einer  Hinsicht 
und  aus  welchem  Grunde  es  auch  sei,  Interesse  hat 
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Encyklopädie  der  Elementar-Mathematik.  fiJdSSS.'t»'^.  wiJS  SSS 

J.  W«lltl»hl,  TtoUuonn  aa  4er  UalTenltftt  Strsaburg.     In  8  Binian.    gr.  8.    In  Leinwuid  geb. 
L  Band:  ElMi«iitftrf  Al|«l»r«  Mi  Analytla.    Bowbeitet  tob  N.  Wober.    S.  AutL    Mi«  40  ngnren. 
CXYm  u.  681  8.]    1M8l    J(  10.^ 
n.     —     ElMiOBtf  dtr  atonttrl«.   Bevbeitet  Ton  H.  Weber,  J.  WeHttebi  u.  W.  JatibetbftL   8.  Aufl. 

Mit  851  Flgiireii.    [XU  «.  686  S.]    1907.    M  18.~ 
HL     —      Angewaetfte  ElementariBatbematlk.   8.  AufUge.  L  Teil:  Mathematiiohe  Physik.  Mit 
einem  Buch  ftbez  Mazima  nad  Minima  voaH.Weber  und  J.  Wellatein.  Bearbeitet 
Ton  Rudolf  H.  Weber,  Profeuor  in  Bostock.    Mit  864  Figuren.    [XU  n.  586  S]    1910. 
J(  18.—      IL  Teil:   Daretellende   Geometrie,   graphieeke   Statik,   Wahr- 
■  eheinliohkeitireohnnng,  polititohe  Arithmetik  und  Aetronomie.   Be- 
arbeitet TOB  J.  Welletohi,  H.  Wober,  H.  Bleicher  und  J.  BaMohhigor.    Mit  871  Figuren. 
[XYI  u.  6T1  a]    1918.    M  14.— 
Baa  Werk  Torfolgt  dae  Ziel,  den  kOnftigen  Lehrer  auf  einen  wieBensohafUlchen  Standpunkt 
SU  etellen,  Ton  dem  aue  er  imstande  ist,  das,  was  er  später  su  lehren  hat,  tiefer  au  erkennen  und 
EU  erfassen,  und  damit  den  Wert  dieser  Lebzen  fOr  die  allgemeine  Oeietesbildung  su  erhoben.  — 
Das  Ziel  dieser  Arbeit  ist  nicht  in  der  YergrOBerung  des  Umfianges  der  Elementar-Mathematik 
SU  ersehen  oder  in  der  Einkleidong  höherer  Probleme  In  ein  elementares  Oewand,  sondern  in  einer 
strengen  Begrflndang  und  leicht  faflllohen  Darlegung  der  Slemente.    Das  Werk  ist  nioht  sowohl 
fOr  den  Sohfller  selbst  als  for  den  Lehrer  und  Studierenden  bestimmt,  die  neben  Jenen  ftindamen- 
talen  BetrachtvAgen  auoh  eine  fUr  den  praktischen  Gebrauch  Bfltaliohe,  woblgeoridbiete  Zusammen- 
stellung der  wiohtigsteB  Algorithmen  und  Probleme  darin  finden  werden. 

riAniAntA  flftr  MathAniAtilf  ^^^  '*  Taanery,  Professor  an  der  üniTersitftt  Paris, 
CIDIIieillO  UCr  maUIDIIlaLlli.  Subdlrektor  der  £oole  normale  sup4rieure  su  Pari«, 
Mit  einem  geschichtliohen  Anhang  tou  P.  Tjuinery.  Autorisierte  deutsche  Ausgabe  von  Dr.  P.  KlaeH, 
Gymnasiallehrer  in  Eohternaoh  (Luxemburg).  Ifit  einem  SinfOhrungswort  von  Felix  KMa  und 
184  Figuren.    [XH  u.  889  8.]    gr.  8.    1909.    Geh.  M  7.—,  in  Leinwand  geb.  M  8.— 

Das  Buch  Mitspricht  den  neuesten  firansOsischen  Lehrpllnen  von  1908  und  behandelt  daa 
mathematiscbe  Pensum  der  Philosophie-Klasse.  Aus  dem  reiäien  Inhalte  des  Werkes  seien  einige 
der  bemerkenswertesten  Kapitel  hervorgehoben:  algebraische  Gtoometxle,  Koordinaten,  empirische 
Kurven,  graphische  Darstellung  der  Funktionen  (graphische  Fahrplftne),  graphische  Methoden  zur 
Auflösung  der  Gleichungen,  Elemente  der  Differential-  und  Integralrechnung,  Grenswerte,  Belhen. 
—  In  ebenso  klassischer  Form  behandelt  am  Schlüsse  der  Bruder  des  Verfassers,  P.  Tannery, 
einige  wichtige  Kapitel  der  Geschichte  der  Mathematik;  sie  besieben  sich  meistens  auf  die  im 
Buohe  selbst  behandelten  Fragen. 

„Mir  scheint  aber,  nicht  nur  der  Laie,  sondern  auch  der  Lehirer,  selbst  der  mit  den  Grund- 
gedanken der  mathematischen  Beformbestrebungen  dorohaus  vertraute,  kann  aus  diesem  Buohe 
lernen.  Man  merkt  flberaU,  wie  der  VerftMser  ia  steter  FOhlung  mit  der  modernen  wissenschaft- 
lichen Auffassung  bleibt,  und  doch  dabei  allgemein verstindlich  au  sein  versteht. . .  Und  hierin 
kann  er  für  den  Lehrer  in  seiner  Methode  vorbildlich  sein,  mit  seiner  Stoffwahl  anregend 
wirke«."  (■oaatatohrlft  fir  bSbere  Soholen.) 

PlatnAnfA  rioi»  llfl4hoiflflfilr  ^^^  Dr.  E.Borol,  Prefsssor  an  der  Sorbonne  au  Paris. 
tlOmVIlVV  Uür  maillOlliailll«  Deutsche  Ausgabe  von  Dr.  P.  BtSokel,  Prolbssor  an  der 

Technischen  Hochschule  su  Karlsruhe.    In  8  B&nden.    gr.  8.    In  Leinwand  geb. 

I.  Band:  Arithmetik  and  Alsobra.    Mit  67  Figuren  und  8  Tafeln.    [XYI  u.  481  S.]    1908.    M  8.60. 

n.      —     Boomotrle.    Mit  408  Figuren.    [XII  u.  8M  S]    1909.    M  6.40. 

Losungen  hieran  von  E.  Btäokel  und  H.BeoL  Geh.  L  Heft:  Aafkaboa  aiia  der  Trigoaometrie 
aatf  Algebra.    M  1.50.    n.  Heft:  AuflgabeB  aae  der  Boometrle.   M  1.50. 

„Die  besten  Dienste  wird  das  Buch  Jener  immer  sahlreicher  werdenden  VXategorie  der  Nicht- 
mathematiker*  leisten,  die  sich  in  vorgerflckten  Jahren  genötigt  sehen,  auf  die  lange  beiseite  ge- 
schobene Mathematik  surfickxugreifen....  Die  überaus  klaren,  durch  Beispiele  ans  dem  täglichen 
Leben  erl&uterten  Ausfahrungen  und,  fOgen  wir  hinsu,  die  wohltuend  einfache,  konkrete,  aber 
tlberall  peinlich  korrekte  Darstellung  weiden  die  halb  vergessenen  Schulkenntnisse  neu  beleben, 
konsentrleren  und  so  weit  ergAnsen,  daB  selbst  der  Weg  su  dem  ,Gipfel  der  Differential-  und  In- 
tegralrechnung kaum  erhebliche  Schwierigkeiten  mehr  bietet*.**  (Pidagooleoho  Zeitung.) 

Grundlehren  der  Mathematik.  ^JÄSu^'^s.Äiaw^SSS'"  "" 

I.  Teil:  Die  firaadlehrea  der  Arithmetik  aad  Algebra.  Bearbeitet  von  E.  Bette  u.  C.  Flrbor.  8  Binder 
L  Band:  Arithmetik.  Von  Prof.  Dr.  C.Färber  in  Berlin.  Mit  9  Fig.  [Xyu.410S.]  1911.  M9.-- 
n.     —     Algebra.    Ton  Prof.  E.  Netto  in  Gießen.    [Unter  der  PresM.} 
n.  Teil:  Die  Brundlehren  der  Boometrle.    Bearbeitet  von  W.  Frz.  Meyer  und'  H.  Thieme.    8  Bände. 
L  Band:  Die  Elemente  der  QeonMtrIe.    Bearbeitet  von  Prof.  Dr.  H.  Thieme,  Direktor  des 
Bealgymnasiums  su  Bromberg.    Mit  388  Fig.    C^SIH  u-  89^  S.]    1909.    M  9.— 
n.     -*-     Die  geometrioohea  Qebilde  vom  Standpunkte  der  Verwandsohaftoa.    Von  Prof.  Dr. 
W.  Frz.  Heyer  in  Königsberg  L  Pr.    [unter  der  Presse.] 
Die  nO'UAdlehren  der  Mathematik**  sind  kein  Handbuch,  in  dem  aller  irgendwie  wissens- 
werte Stoff  aufgespeichert  wurde,  sondern  sie  sind  in  erster  Linie  dem  Unterricht,  und  swar  auch 
dem  Selbstunterricht  gewidmet.    Tieferen  Fragen  suchen  sie  durch  gelegentUohe  Ausblicke  gerecht 
au  werden.    Nicht  minder  soU  auoh  den  historischen  Interessen  fiechnung  getragen  werden  durch 
die  Angabe  der  wichtigsten  Momente  in  der  seitlichen  Entwicklung  der  einseinen  Theorien. 
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Vorlesungen  über  Variationsrechnung.    Von  0.  Boiza.    ümgearb.  u. 

stark  vermehrte  deutsche  Ausgabe  der  „Lectures  on  the  Calcules  of  Varia- 
tions*'  desselben  Verfassers.  Mit  117  Textfiguren.  [IX  u.  70ö  S.,  10  S. 
Anhang.]    gr.  8.    1909.    Geh.  JL  19.—,  geb.  M  20.— 

„Dia  überall  klare  und  darohaiohtige  Darstellung  Beugt  von  y  oll  er  Beherr- 
Bchnng  der  geeamten  einiohlftglgen  Literatur  und  entaprioht  dabei  an  Strenge  in  der 
BegrifEaentwicklnng  und  in  den  Beweieen  aUen  Anforderungen,  welche  die  kritische  Periode  der 
Mathematik  stellt.  Bs  wird  nicht  nur  dem  Kenner  und  Forsdbier  auf  diesem  Gebiete  wertvolle 
Dienste  leisten,  sondern  auch  dem  Anfftnger  und  Neuling,  die  kaum  leichter  und  besser  in  diese 
mathematisohe  DissipUn  eingefthrt  werden  könnten."       (Honatshefte  fBr  ■athematlk  und  Physik.) 

Elementares  Lehrbuch  der  algebraischen  Analysis  und  der  Infini- 
tesimalrechnung. Von  E.  Cesaro.  Deutsche  Ausgabe  yon  G.  Kowa- 
lewski.    [VI  u.  894  S.J    gr.  8.    1904.    Geb.  JH  15.— 

,yDen  Studierenden  der  Mathematik  kann  nicht  genug  emi»fohlen  werden,  durch  Loktflre 
dieses  Buche«  und  der  ungemein  geschickt  ausgewfthlten  Übungen,  ihre  theoretischen  Kenntnisse 
nach  der  Seite  der  Anwendungen  hin  su  erweitern."        (Monatthefte  fOr  Mathematik  nnil  Physik.) 

Vorlesungen  über  die  Elemente  der  Differential-  und  Integralrechnung 
und  ihre  Anwendung  zur  Beschreibung  von  Naturerscheinungen.  Von 

H.  Burkhardt.    Mit  38  Fig.    [IX  u.  352  S.]    gr.  8.    1907.    Geb.  JC  6.— 

„Eine  elementare  Einführung  in  die  Infinitesimalrechnung  indes  Wortes 
bester  Bedeutung.  Vor  allem  in  besug  auf  die  Diktion,  die  mit  groBer  Einfachheit  auBer- 
ordentliöhe  Pr&aision  Terbindet  und  iorgfltltig  auf  die  Erklärung  Jeder  Binaelheit,  auch  der  schein- 
bar  nebensftehliohen,  eingeht  Aber  auch  in  besug  auf  die  Begreniung  und  Auswahl  des  Stoffes 
und  die  Art  seiner  Behandlung  ist  das  Buch  mit  weiser  Überlegung  gearbeitet  und  dem  Zwecke, 
den  es  verfolgt,  gut  augepaBt"  (Deutsohe  Uteratvnaltuno.) 

GrundzQge  der  DiflTerentiai-  und  Integralrechnung.    Von  G.  Eowa- 

lewskL    Mit  31  Fig.    [VI  u.  452  S.]    gr.  8.    1909.    Geb.  Jl  12.— 

„Der  Verfasser  hat  es  Terstanden,  auf  yerhUtnismUlg  engem  Baum  eine  grofte  Fülle  yon 
Stoff  an  behandeln;  und  dabei  ist  es  ihm  gelungen,  Strenge  der  Beweise  mit  Elegana  der  Dar- 
stellung an  yerbinden.  Eine  nicht  unbetr&chtliobe  Ansalil  glfiokllcher  Neueinfahrnngen  verleiht 
dem  Buche  ein  origlneUes  Geprftge. . . .  ^^  (Arohiv  für  Hathematlk  uad  Phytik.) 

Vorlesungen  über  DilTerentiai-  und  Integralrechnung.  Von  E.Gzuber. 

gr.8.  1912.  IBand.  3.  Aufl.  Mit  126  Fig.  [XIV  u.  605  S.]  Geb.  ./Ä  12.— 
n.  Band.    3.  Aufl.    Mit  103  Fig.     [X  u.  590  S.]    Geb.  Jl  12.— 

„ .  .  überall  tritt  in  dem  Werke,  welches  su  den  besten  seiner  Art  su  s&hlen  ist,  das  Be- 
streben des  Verfassers  sutage,  den  strengeren  Untersuchungen,  durch  welohe  in  den  letsten  Jahr- 
sehnten die  Analysis  bereichert  worden  ist,  Bechnnng  su  tragen  und  sich  auf  den  Boden  der 
modernen  Forschung  su  stellen,  soweit  die«  in  einem  für  A^Inger  bestimmten  Buche  tunlioh 
und  durchführbar  ist.  Inlblgedessen  findet  man  überaU  ein  tieferes  Eindringen  in  solche  theoretische 
Betrachtungen,  mit  denen  Jetst  auch  der  Anfinger  möglichst  vertraut  werden  muA.** 

(Zeittehrift  fOr  daa  nathematlMhea  und  naturwitteatehaftifohan  Untarrioht.) 

Vorlesungen  über  Differential-  und  Integralrechnung.  Von  0.  Dziobek. 

Mit  150  Fig.    [X  u.  648  S.]    gr.  8.    1910.    Geb.  Jl  16.— 

„ . . .  Der  Leser  wird  aus  dem  Werk  nieht  nur  die  Gesetae  der  Differential-  und  Integral- 
reehnnag  kennen  und  gebrauchen  lernen,  sondern  auch  einen  tieferen  Einblick  in  das  Wesen 
mathematischer  Probleme  gewinnen.  Allen,  die  hierfür  Interesse  haben,  ist  das  Buch  warm  su 
empfehlen."  (NatiirwlNanaabaftlloha  Raadtohaa.) 

Sammlung  von  Aufgaben  zur  Anwendung  der  Differential-  und  Integral- 
rechnung. Von  Fr.  Dingel  dey.  2  Tle.  Mit  vielen  Fig.  gr.  8.  Geb.  Jl  20.— 

L  TeU:  Differentialrechnung.  [Y  u.  20S  S.]  1910.  Geh.  M  6.—,  geb.  JV  7.—.  II.  Teil:  Integral 
reehnung.    [IV  u.  88S  8.]    1918.    Geh.  JK  IS.—,  geb.  Jl  18.— 

In  Torliegender  Aufgaben-Sammlung  ist  der  Yertnoh  gemacht,  auBer  Anwendungen  in  der 
Geometrie  aiush  solehe  in  der  Physik  und  Technik  su  berflcksichtigen.  Dabei  sind  sur  Lösung 
der  den  Zweigen  der  Technik  entnommenen  Aufgaben  der  Sammlung  besondere  technische  Yor- 
kenntniase  entweder  nicht  erforderlich  oder,  wo  sie  wünschenswert  erscheinen,  sind  die  nötigen 
Erläuterungen  gegeben.  Das  Buch  enthalt  ftbrigene  auBer  den  Aufgaben  auoh  die  Ijösungen.  Zu 
Anfang  eiuM  Jedui  Paragraphen  stehen  die  Sfttse  und  Begeln,  die  in  ihm  angewandt  werden  soUen. 
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Übungsbuch  zum  Studium  der  höheren  Analysis.  Von  D.  Schiömiich. 

Mit  Holzschnitten  im  Text    2  Teile,    gr.  8.    Geb.  JL  18.— 

I.  Teil:  Aufgaben  »iu  der  DifferentialreohnuBg.  ft.  Aufl.  ron  B.  Neettoh.  LVIIl  n.  8ft2  S.]  1004. 
Geb.  M  8.—.  IL  Teil:  Aufgaben  aoa  der  Integralreehniug.  4.  Aufl.  Ton  R.  Henke.  [Vlll  u. 
448  S.]    1900.    Geh.  M  9.—,  geb.  Ji  10.— 

Während  einer  swanaigjähiigen  Lehrt&Ugkelt  hat  der  Yerfaeier  eine  reiche  Sammlang  yon 
neuen  Aufgaben  und  Beiapielen  aus  der  höheren  Analysis  und  deren  Anwendungen  auf  die  Geo- 
metrie BUiammengebraeht,  denn  YerOffentllehnng  er  aus  swei  Grftnden  unternommen  hat,  efaxer- 
seits  weil  eine  mOgllehst  gioOe  Auswahl  yon  derwfcigen  Obungen  immer  wflnsohenswert  isc,  haupt- 
slUdüleh  aiber  weil  selbst  die  wenigen  guten  Bfloher  dieser  Biohtung  sehr  empflndliohe  Lfleken  aeigen. 

Vorleeungen  über  Differentialgleichungen  mit  bekannten  infinitesi- 
malen Transformationen.  Von  Sophus  Lie.  Bearbeitet  und  heraus- 
gegeben Yon  Dr.  6.  Scheffers.  Anastatischer  Nendruck.  [XV  u.  575  S.] 
gr.  8.    1912.    Geh.  Jt  16.—,  in  Halbfranz  geb.  JL  18.— 

Das  Torlisgende  elementare  Lohrbnoh  besehAftigt  sich  mit  der  Integration  yon  gewOfan- 
liehen  und  Unearen  partiellen  Differentialgleichungen  und  setst  wesentlioh  nur  den  Begriff  des  In- 
tegrals und  die  Bzistena  desselben  als  bekannt  Toraus,  so  daO  als  Vorkenntnisse  nur  die  gründ- 
li^e  Bekanntschaft  mit  der  Differential-  und  Integralrechnung  verlangt  wird. 

Brundzflge  einer  allgemeinen  Theorie  der  linearen  Integralgleichungen 

VonD.Hilbert.  [XVI  u.  282  S.]  gr.8.  1912.  Geh.  ./^  11.— ,  geb.  UKl2.— 

Im  vorliegenden  Buche  wwden  sechs  Mitteilungen  „Grundsflge  einer  allgemeinen  Theorie 
der  linearen  Integralgleichungen"  im  wesentUohen  so,  wie  sie  wAhzend  der  Jahze  1904 — 1910  in 
den  Nachritditen  der  KgL  GeeeUschall  der  Wissensohaften  au  GOttingen  veröffentlicht  sind,  sum 
Wiederabdruck  gebracht.  Yorausgeschiokt  ist  «ine  sachlich  geordnete  Inhaltsangabe,  dieselbe  soU 
■uglalch  als  ein  Leitfaden  für  die  gesamte  Theorie  der  Integndgleichnngen  und  ihre  Anwendungen 
dienen,  wie  sieh  diese  gegenw Artig  systematisch  aufbauen  und  am  fibersichtlichsten  darstellen  lAAt. 

Vorlesungen  über  lineare  Differentialgleichungen.  Von  L.  Schlesinger. 

Mit  G  Fig.  im  Text.  [Xu.334S.]  gr.8.   1908.  Geh.  Jf  10.— ,geb.  Jf  11.— 

In  dieeen  Yorlesungen  stellt  der  Yerfksser  son&chst  die  aUgemeinen  Grundlagen  der  Theorie 
dar  linearen  Differentialgleichungen  in  einer  neuen  Porm  dar,  die,  wie  er  glaubt,  sowohl  aur  Sin- 
fnhrung  in  dieses  Gebiet  geeignet,  als  auch  für  die  weitere  Forschung  von  heuristischem  Werte  ist. 
Bs  werden  dann  namentlich  dicijenigen  Untersuchungen  behandelt,  die  der  Yerfasser  im  AnschlnO 
an  das  Biemannsohe  Fragment  aur  Theorie  der  linearen  Differsntflalglaiohungim  angesteUt  hat. 

Die  icomplexen  Veränderlichen  und  ihre  Funictionen.  Von  G.  Eow.a- 

lewski.  Mit  124  Fig.  [IVu.455S.]  gr.8.  1911.  Geh.^12.— ,geb.«4fl3.— 

„Ein  gana  voraOgliches  Werk,  das  sich  in  gleicher  Weise  durch  den  dargebotenen  Stoff  wie 
durch  seinen  angenehmen  leiehtflOssigen  Stil  ausieichnet.  You  der  oft  geschmAhten  Trockenheit 
der  Mathematik  merkt  man  hier  wenig,  umsomehr  IndividualitAt  und  Temperament  des  YerCassera. 
Kowalewski  ist  ein  Meister  in  üet  Form  und  eneicht  höchste  Elegans  und  auglsich  Exaküieit  in 

(AroMv  der  flatlMMtik  «ad  Pkytlk.) 
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Veränderliche  und  Funiction.   Von  M.  Pasch,    [vi  n.  186  s.]   1914. 

Geh.  Jl  6. — ,  in  Leinwand  geb.  Jl  7. — 

Als  der  Yerfasser  die  im  Jahre  1909  erschienenen  „Grundlagen  der  Analysis"  absohloi,  plante 
er  eine  Fortsetaung,  die  mit  den  Begriffen  der  YerAnderlichen  und  der  Funktion  beginnen  sollte. 
Bei  der  BeschAftigung  mit  dem  Funktionsbegilff  erwies  es  sich  Uun  als  wesentliidi,  swUchen 
Funktion  und  Ausdruck  s<diarf  an  unterscheiden,  und  so  wurde  er  daau  geffihrt,  dem  Zustande- 
kommen von  „Ausdrftcken"  in  der  Analysis  vom  Anfang  an  nachsugehen.  Bald  entstand  hieraus  eine 
Zergliederung  sahlreioher  Stellen  des  genannten  Buidhes.  Diese  Stellen  und  augleieh  gewisse,  für  den 
nAflhstsn  Zweck  nicht  unmittelbar  erforderliehe  OegenatAnde  sind  in  grOOerer  AusfBhrlidhlnit  bear- 
beitel  und  damit  die  Besprsehung  der  Begriffe  der  YerAnderliohfln  und  der  Funktion  verfloditen  worden. 

Taschenbuch  fiir  Mathematiker  und  Physlicer.  unter  Mitwirkong  zahl- 
reicher Fachgenossen  hrsg.  Yon  F.  Auerbach  und  B.  Bothe.  HI.  Jahr- 
gang 1913/14.  Mit  einem  Bildn. Friedrich  Eohlrauschs.  In  Leinw.geb.  Jl  7. — 

„. .  .Die  Bdohhaltigkeit  und  Yielseitigkeit,  die  sich  schon  beim  DurohblAMem  seigen,  uad 
die  Oedleganheit  des  Inhalts,  die  sich  dem  eingehenderen  Studium  ersohlieltt,  machen  im  Yerein 
mit  der  ftberdehtlichen  Stoffanordnung  das  Taschenbuch  au  einem  Orientierungamitlsl  von  groSer 
Yerwendbarkeit  und  ZuverlAssigkeit;  Jedem  Freunde  der  exakten  Wissenschaflen  kann  daher  die 
Ansflihafltog  des  voraAgHahen  Buches  angelegenüich  empfehlen  wesden.** 

(HAilirwwMMMMulliOM  WMMMgWifla) 


